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Introduction

Dans les modéles sans friction ni contrainte, le prix d’une option européenne, sur un
sous-jacent X = (X;)i>0, de payoff actualisé g(X), s’écrit comme 'espérance sous une
probabilité risque neutre, unique si le marché est complet, de sa valeur liquidative :
p(0,) = E[g(X) | Xo = al.

Il existe de multiples maniéres d’évaluer cette espérance : approche par arbres, par
équations aux dérivées partielles (EDP), ... Ici, nous nous concentrons sur 1’approche
Monte-Carlo. Elle consiste a simuler un grand nombre de réalisations de g(X) puis a en
prendre la moyenne p(0, z), la loi des grands nombres assurant la convergence de p(0, x)
vers p(0, x).

Le Chapitre 1 est consacré a des généralités sur les méthodes de Monte-Carlo et aux
principaux modes de génération de nombres "aléatoires”.

Si g dépend de toute la trajectoire de X, ou si X est solution d’une équation dif-
férentielle stochastique (EDS) dont on ne connait pas explicitement la solution, il est
généralement impossible de simuler parfaitement g(X). Il faut alors recourir & une ap-
proximation qui correspond a une discrétisation en temps. Ces techniques seront étudiées
dans le Chapitre 2.

Meéme lorsqu’on sait simuler g(X), il arrive que la variance de l'estimateur soit trop
grande pour que celui-ci soit fiable. Le Chapitre 3 est consacré aux techniques de réduc-
tion de variance.

Connaitre le prix auquel on peut vendre une option est important, mais il faut ensuite
pouvoir se couvrir. La couverture étant définie & partir du delta, la dérivée de p(0, x)
par rapport a x, il faut pouvoir 'estimer. Le Chapitre 4 est consacré a ce sujet. Il sera
I’occasion d’introduire les notions de processus tangent et de dérivée de Malliavin.

Enfin, lorsque loption est de type américaine, les méthodes de Monte-Carlo standard
conduisent a estimer un trés grand nombre d’espérances conditionnelles. Nous verrons
dans le dernier Chapitre comment la formule d’intégration par parties du calcul de Mal-
liavin permet de les ré-écrire sous une forme exploitable numeériquement.

Nous renvoyons a [41], [47] et |54] pour une présentation théorique des techniques
d’évaluation et de gestion de portefeuille en finance.



Notations

On commence par introduire quelques notations. On indentifiera un élément x de R?
au vecteur colonne associé de coordonnées 27, j = 1,...,d. On notera M?, I’ensemble des
matrices carrées de dimension d, de coordonnées a”. On notera I; la matrice identité
de M? et ey le vecteur unité de R%. La norme euclidienne sur R? ou M¢ sera notée
|-||. Pour un élément a de M? on notera a® le vecteur ligne correspondant & sa i-
éme ligne et a” le vecteur colonne correspondant a sa j-éme colonne. La transposée
de a € M? sera notée a*. Pour un ensemble de point ()L, on notera Vect[(z")L,]
le vecteur colonne de componsantes z'. Pour z € R% on notera diag[z] la matrice
diagonale de M? dont les éléments diagonaux sont les z’. Pour une fonction f : R?
— R™ on notera Vf sa matrice Jacobienne, i.e. (Vf)¥ = 0fi/0z7. Si f : (R})* —
R™, on notera V,f, la matrice Jacobienne obtenue en dérivant par rapport a sa (-éme
composante vectorielle, i.e. (Vof(z1,...,21))% = df!(x1,...,x1)/0x). On écrira parfois
simplement V,, f. On notera C¥ (resp. Cy) I'ensemble des fonctions C* a croissance
polynomiale (resp. bornées) dont les dérivées sont également a croissance polynomiale
(resp. bornées). Lorsque la fonction est seulement définie sur A, on notera C*(A), C}(A)
et CF(A). N(m,Y) désignera la loi normale de moyenne m et de matrice de variance-
covariance Y. On notera souvent par C' > 0 une constante générique qui peut changer
de valeur d'une ligne a 'autre.



Chapitre 1

(zénéralités et nombres aléatoires

1.1 Notions générales

Les méthodes de Monte-Carlo sont basées sur la loi des grands nombres : on simule
un grand nombre de variables aléatoires (v.a.) indépendantes et de méme loi, (Y},), de
méme loi que Y, on prend ensuite la moyenne des valeurs prises, N~} ZnN:1 Y,, et on
obtient une approximation de [E [Y]. La convergence est assurée par le théoréme classique
suivant.

Théoréme 1.1.1 (Loi des grands nombres) Soit (Y,,)n>1 une suite de v.a. réelles inté-
grables i.i.d.! Alors,

N
1
NZYH — E[Yi] p.s. et dans L' .

n=1
Si en plus les (Y;,) sont de carré intégrable, on peut montrer que la convergence a lieu
dans L? et on obtient un contrdle de I'erreur p.s. et de 'erreur L2.

Théoréme 1.1.2 Soit (Y,,),>1 une suite de v.a. réelles i.i.d. de carré intégrable. On pose

Alors ,

et

N
1 =1l ny — E[Y;
o \/Var (Y1)2Inln N (1 ¥il)

= —liminf N
N N—oo || Var (Y1)2Inln N

(my —E[Y1]) bp.s

Tdentiquement Indépendemment distribuées, i.e. de méme loi et indépendantes

7



8 CHAPITRE 1. GENERALITES ET NOMBRES ALEATOIRES

Preuve. La premiére égalité s’obtient en développant le terme de gauche et en utilisant
le fait que les Y,, — E[Y7] sont indépendants et centrés. La seconde est connue sous le
nom de Loi du Logarithme itéré. a

Remarque 1.1.3 1l est facile de vérifier que, si Y; € L?,

N
R 1 .
012\, = N_1 Z(Yn — mN)2

n=1
est un estimateur sans biais de Var (7). D’apreés le Théoréme précédent, 63 /N est donc

un estimateur sans biais de Var (my).

Enfin, le théoréme de la limite centrale permet de contruire des intervalles de confiance
asymptotiques.

Théoréme 1.1.4 (Théoréme de la limite centrale) Soit (Y,)n>1 une suite de v.a. réelles
i.i.d. de carré intégrable. On suppose que Var (Y1) > 0 et on pose

L R
N s )2
my = N nE:l Y, et on:i= 1 T?:l(Yn my)? .

Alors,

ON

\/N(MT—M) 15550 — N(0,1) enloi .

En particulier, pour tout réel ¢ > 0,

my — E Y]

ON

IP’{\/N

<c] — 1 —a,

ot a. = P[|X]| > ] pour X ~ N(0,1).

On en déduit que, pour N suffisamment grand, la probabilité d’avoir E[Y;] € [my =+
¢ /V/N] est proche de 1 — a.

Remarque 1.1.5 Une estimation seule ne veut rien dire. L’estimateur est une variable
aléatoire qui a sa propre variance. Deux estimations différentes peuvent conduire a deux
valeurs trés différentes. Il est donc important de connaitre la variance de I'estimateur
ou, et c’est encore mieux, de fournir un intervalle de confiance. En particulier, lorsque
I’on voudra donner un prix d’option calculé par simulation, il faudra toujours le mettre
en perspective avec la variance de l'estimateur ou avec un intervalle de confiance, de
maniére a pouvoir juger de la précision du résultat obtenu.
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1.2 Loi uniforme

En pratique un ordinateur ne sait engendrer que des suites de nombres déterministes :
il est incapable de générer une suite "réellement" aléatoire. Par contre, il est possible de
constuire des suites de nombres qui se comportent (statistiquement) comme des suites
aléatoires.

Les suites les plus courantes produites par les ordinateurs sont calculées a partir d’un
nombre fini d’entiers {0,..., M — 1}. En divisant par M, on obtient ainsi une suite sur
[0, 1]. Elles sont construites sur la base de récurrences de la forme

Unt1 = g(u,) neN

ot g est une fonction de {0, ..., M —1} dans lui-méme et ug, appelé graine, est a initialiser
dans {0,..., M — 1}. On pose alors
Up
rp, = — € |0,1] neN.

L’exemple le plus simple est celui de la congruence mixte :
g(u) = (Au+C) mod M

ot A et C sont des réels positifs a choisir (dans le cas C' = 0, on parle de congruence
multiplicative).

Remarque 1.2.1 1. Il est clair que de telles suites ne permettent pas de générer tout
les réels entre O et 1.

2. Par construction, les suites ainsi contruites sont périodiques de période au plus égale a
M. 1l faut donc s’assurer que la période est suffisamment longue par rapport a 1'utilisation
que 'on compte en faire. On peut choisir A, C' et M de maniére & avoir une période
maximale, voir [25].

3. Il est nécessaire d’initialiser la graine uy. Pour obtenir des "tirages" différents, il faut
bien évidemment partir d’'une graine différente. On peut par exemple initialiser la graine
en utilisant ’horloge de I'ordinateur. Ceci doit se faire en tout début de programme.

4. La plupart des générateurs pré-programmeés dans les languages de type C sont de
ce type. Il faut toujours vérifier que la période est suffisemment grande par rapport a
'utilisation que 'on veut en faire (RAND_MAX en C).

Nous ne rentrerons pas plus ici dans la description de ces générateurs (voir par exemple
[25] pour plus de détails). Vous pouvez trouver de bons générateurs sur internet, en
consultant par exemple la version en ligne du livre Numerical Recipes®.

Remarque 1.2.2 1. Si U ~ Ujpy) alors (b — a)U + a ~ Upay. On passe ainsi d’un
générateur de U] a un générateur de U, p).
2. 8i Uy,. .., Uy sont indépendantes de méme loi Ujo 1) alors (Uy, ..., Uq) ~ U 1ja.

2http : | Jwww.library.cornell.edu/nr /nr_index.cgi



10 CHAPITRE 1. GENERALITES ET NOMBRES ALEATOIRES
Voici un exemple de programme utilisant le générateur rand() du C++-.

#include<iostream.h™> /% pour cout */
#include <stdlib.h> /% pour rand(),....x/
#include <time.h> /% pour time() */

void main( ) {
int i;
srand((unsigned)time( NULL )); /xinitialisation de la graine par 1’horloge */

/* Affiche 100 simulations d’une uniforme sur [0,1] */

for(i=0;1<100;i ++ )

cout << (float) rand()/(RAND_MAX ) << "\n"; /« rand() renvoie un nombre
entier entre 0 et RAND_MAX x/

}

1.3 Autres lois

Cette section est consacrée a I'étude de différentes méthodes permettant de ramener
la simulation d’une variable aléatoire quelconque a celle d’'une variable aléatoire unifor-
mément distribuée sur [0, 1]. On suppose ici que P'on sait parfaitement simuler une suite
de v.a. uniformément distribuées sur [0, 1] (ou sur ]0, 1[4, voir Section 1.3.2).

1.3.1 Meéthode d’inversion

La méthode d’inversion (de la fonction de répartition) est basée sur le résultat élémen-
taire suivant :

Proposition 1.3.1 Soit Y une variable aléatoire réelle a valeurs dans R de fonction de
répartition Fy. On pose

Fyl(u) = inf{lyeR : Fy(y) >u} uvwelo,1].
St U ~ Ugompry alors F N U) et Y ont la méme loi.
Y
Preuve. Il suffit de remarquer que
P[Fy'(U)<y] = PIU<Fyr(y)] = Fr(y)

pour tout y € R. ad
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Remarque 1.3.2 Si Y a pour loi P[Y = yi] = pi, k € N, alors, si U ~ Ujp 1)

Yolu<p, + Z yil{Zé;b pi<USY ] ops}

i>1

a méme loi que Y. Pour simuler Y, on simule donc U ~ Uy 1; et on utilise la boucle

p=po;J=0;
Tant que(p< U ) faire { j=j+1;p=p+p;;}
Y =y;;

Evidemment cela peut étre trés cotiteux si la loi de Y est trés dispersée.

Remarque 1.3.3 Certains générateurs de nombres pseudo-aléatoire peuvent renvoyer
la valeur 0. C’est par exemple le cas de la fonction ran() en C. Si on n’y prend pas garde,
on est alors amené a calculer £y 1(0) ce qui peut poser un probléme & 'ordinateur et
générer une erreur si cette quantité n’est pas définie (comme dans I’exemple ci-dessous).
On verra dans la sous-section suivante comment gérer ce probléme.

Exemple 1.3.4 (Variable & support continu) Si'Y suit une loi exponentielle E(N), A >
0, on a :

Fy(y) = 1- e

SiU ~ Ui, —A1In(1 —U) et Y on donc la méme loi. Comme 1 — U suit également
une loi Uyo1;, =\ "In(U) suit également une E(X). Pour simuler une loi E(N), il suffit
donc de simuler une variable U ~ U 1[ et de poser Y = —X"'In(U). Pour simuler une
suite (Yn)nen de variables indépendantes de loi E(N), on simule une suite (U,)n>1 de
variables indépendantes de loi Uy [ et on pose Y, = —A"1In(U,), n > 1.

Exemple 1.3.5 (Variable a support discret) Si'Y suit une loi de Bernouilli de paramétre
p, on tire U~ U 1) et on pose Y = 1y<,.

Si Y suit une loi Binomiale de parametre (n,p), c¢’est la somme de n variables de Ber-
nouilli indépendantes de parametre p. On pose donc

Y = ) 1y
k=0

ou les Uy sont i.i.d. de loi Uy 1.

1.3.2 Méthode du rejet

a- Lois conditionnelles et lois uniformes sur un domaine
Proposition 1.3.6 Soit (Z,),>1 une suite de v.a. i.i.d. a valeurs dans R? et soit D C R?
tel que P[Z, € D] > 0. On pose
vy = inf{k>1: Z, €D}
Upt1 = inf{k>wv, : Z, € D}
Yo = 4, n>1.
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Alors, (Y,)n>1 est une suite de v.a. i.i.d. de loi p donnée par

p(A) = P[Zy€eA|Z €D] , ACR’.

On vérifie facilement (voir preuve ci-dessous) que E 4] = E[v,41 —vn] = 1/a ou
« :=P[Z; € D]. Dong, plus « est petit et plus il y a de rejet, i.e. plus la simulation est
colteuse.

Preuve. Les (Z,,) étant indépendants et de méme loi que Z;, on a
Plyy=4k = P[Z1¢D,....Z1¢D,Z,e€D] = (1—a)'a
ou a :=P[Z; € D]. On calcule alors
PZ, €Al = Y Plu=Fk, Z€ AN D]
k>1

= Y (1-a)'P[Z, € AN D]
k>1

= P[Z,€ AND]/P[Z, € D] .

On suppose maintenant que
n—1
PlZ, €A, i=1,...n-1 = [[PlZ1€AnD]/P[Z €D].
i=1
Etant donné le résultat précédent, il suffit de montrer que cette propriété implique que

PZ, €A, i=1,...,n] = [[P[Z€AnD]/P[Z €D].

=1
Or,
]P)[ZVZ GA“ 7,:1,,77,]
= > PlZ,€A,.... 2, €A ns =kvn=k+ ] Diy; € A

§>1,k>n—1
= > PlZ, €A, 2y, €Arvna=k] ) (1—a) 'P[Z € A,N D]
k>n—1 j>1

:P[Zyl EAl,...,kal GAnfl}P[Zl EAnﬂD]/]P)[Zl < D] .

Corollaire 1.3.7 Soit (Z,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant
une loi uniforme sur A = [[°_,[a;,b;] C R? et D C A tel que P[Z, € D] > 0. On pose
v = inf{k>1: Z, €D}
Upt1 = inf{k>w, : Z, € D}
Yo = 4, n>1.
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Alors, (Yn)n>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi uniforme
sur D.

Preuve. D’aprés la proposition précédente, (Y;,),>1 est une suite de variables aléatoires
indépendantes de méme loi p donnée par

1
A) = PlZ1€e AnND|/P|Z, € D| = +——— 1 1 dz .
pA) = PlA€ANDI/BIZ € D= o [ 1) 1p(e:
Il en découle que Y a pour densité 1p/( [z 1p(2)dz) sur R 0

Exemple 1.3.8 Lorsque ['on veut simuler une suite (Y,,),>1 de v.a. indépendantes uni-
forméments distribuées sur D = {y € R? : 0 < |ly|| < 1}, il suffit de simuler une suite
de v.a indépendantes (Up)nz1 ~ Uj_y1 14 et de poser

vy = inf{k>1: 0<||Us] <1}
Uny1 = inf{k>wv, : 0<| U <1}
Y, = U, n>1.

b- Lois A densité

La méthode de rejet est également utilisée lorsque I'on ne connait pas l'inverse de la
fonction de répartition de Y mais seulement sa densité fy. La proposition suivante est
a lorigine d’une premiére méthode. Une seconde, plus simple & mettre en oeuvre, sera
présentée dans la section suivante, voir Proposition 1.3.18.

Proposition 1.3.9 Soit f une densité sur R, (Z,),>1 une suite de variables aléatoires
indépendantes de densité g sur R, et soit (Uy,)n>1 une suite de variables aléatoires
indépendantes suivant une loi uniforme sur [0, 1], indépendantes de la suite (Zy,)n>1. On
pose

vy = inf{k>1: f(Zy) > aUrg(Zy)}
Upt1 = inf {k‘ >V, f(Zk) > CLng(Zk)}
Yo = 4, n>1,

ot a est un réel fizé vérifiant f(z) < ag(z) pour tout z € RY. Alors, la suite (Y;,),>1 est
une suite de variables aléatoires indépendantes de méme densité f.

Preuve. Utiliser la Proposition 1.3.6. O
Remarque 1.3.10 D’aprés 'exercice précédent, on a Plv; = k] = (1 — a)*ta d'ou
E[n] = a~! = a. Etant clair que v,,1 — v, a la méme loi que v; pour n > 1, on en
déduit que E[v,,1 — v,] = a. Ceci montre que plus a est grand et plus le temps de

simulation est grand (en moyenne). Il faut donc choisir a le plus petit possible.
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Exemple 1.3.11 Soit la densité définie par

f) = SVT= 1)

On peut alors prendre g définie par

o) = S11(2)

(loi uniforme sur [—1,1]) et a = 4/7.

1.3.3 Meéthode par transformation

Cette méthode consiste a écrire une v.a. Y comme une fonction g d’'une autre v.a. X
facilement simulable. Elle repose sur la formule de changement de variables suivante :

Lemme 1.3.12 (Formule de changement de variables) Soit ¢ un difféomorphisme d’un
ouvert D C R? sur un ouvert A C RY, et soit g une fonction borélienne bornée de A
dans R, alors

[t = [ gfo() kex(V (@)@l du.
a D

Preuve. Voir par exemple [53]. O

Comme Corollaire immédiat on obtient

Corollaire 1.3.13 Soit X un vecteur aléatoire de densité f sur RY. On suppose que X
€ D p.s. o D est un ouvert de R%. Soit ¢ un difféomorphisme de D sur un ouvert A.
Alors Y = (X)) a pour densité

FETHO) [det(V (™)) 1a(:) -

Preuve. Soit h une fonction borélienne bornée de R% dans R. On calcule

En applicant le Lemme 1.3.12 & ¢ := ¢! et g := h o 1), on obtient :
E[n(Y)] = /A B () (67 () |det(V (6~ (v)] dy
_ /A B(y) £ (9) |det(V () ()| dy

La fonction h étant quelconque, ceci conclut la preuve. O
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a. Cas Gaussien

En utilisant cette formule et le fait que V(¢ ')(-) = {V(¥)(x~*(-))}~!, on obtient
directement le résultat suivant sur lequel repose les deux principales méthodes de simu-
lation de la loi normale : la méthodes de Box-Miiller et I'algorithme polaire.

Proposition 1.3.14 (Boz-Miiller) Soit (U, V) ~ U 12 et
X = v/—2In(U)cos(2nV) , Y = /—2In(U)sin(27V) .
Alors (X,Y) ~ N(0, I).

Cette formule permet donc de simuler deux v.a. gaussiennes centrées réduites indépen-
dantes a partir de deux v.a. indépendantes uniformément distribuées sur ]0, 1[.

Remarque 1.3.15 Encore une fois, il faut faire attention aux valeurs retournées par le
générateur de Ujo | utilisé. En général, les générateurs pré-programmés en C' renvoient
des valeurs dans [0, 1] et non ]0, 1[. Il faut donc controler qu’il ne renvoit pas 0 (sinon
In(0) provoque un bug). Ceci revient a utiliser la méthode du rejet, Exemple 1.3.8.

L’algorithme polaire est construit sur le méme principe mais évite de faire appel aux
fonctions trigonométriques qui peuvent étre cotiteuses en temps de calcul. Il nécessite
par contre de mettre en oeuvre la méthode du rejet pour simuler une v.a. uniformément
distribuée sur D = {(u,v) € R? : 0 < u? +v? < 1}, voir Exemple 1.3.8.

Proposition 1.3.16 (Algorithme polaire) Soit (U, V') uniformément distribuée sur {(u,v) €
R? : 0 <u?+0v? <1}, soit R*:=U?+V? et

—2In(R?)/R?*> |, Y = V/—2In(R?)/R?.
Alors (X,Y) ~ N(0, ).

Preuve. On vérifie tout d’abord facilement que (R?,0/271) ~ Up 2 si (R, 0) sont les
coordonnées polaires de U + iV (utiliser le Corollaire 1.3.13). D’aprés la Proposition
1.3.14, le couple

(\/—2111(}22) cos(6), \/—21n(R?) sm(e))

suit une gaussienne N (0, I). Or, (cos(f),sin(f)) = (U/R,V/R) par construction. O

Il est facile a partir de ces deux méthodes de simuler une suite de vecteurs gaussiens
indépendants de méme loi N'(0, 1) puisque Y = (Y1, ..., Y%)* ~ N(0, I,) si et seulement
si (Y%L, est une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi A/(0, 1).

Etant donné une matrice définie positive I' € M? et un vecteur pu de R?, on simule
également facilement un vecteur de loi N'(i, T") en utilisant la procédure de factorisation
de Cholesky.
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Proposition 1.3.17 Soit p un vecteur de R? et T' une matrice carrée d x d définie
positive.

(1) Il existe A € M telle que AA* =T,

(2) SiY ~ N(0,14), alors X = p+ AY ~ N(p,T).

Pour simuler un vecteur gaussien de loi N'(u,T") on procéde donc ainsi. On commence
par calculer la matrice A en utilisant I'algorithme de décomposition de Cholesky (voir

par exemple [18]). On simule ensuite un vecteur Y ~ N(0, I;) en utilisant la formule de
Box-Miiller ou I'algorithme polaire, puis, on calcule y + AY".

b. Loi de Poisson

Si (Tk)k>1 est une suite i.i.d. de loi exponentielle £(N), A > 0, alors

Y = Z nl{Zﬁzl T<1SERA T}
n=1

suit une loi de Poisson P()), i.e.

On déduit de 'Exemple 1.3.4 que, si (Uy)r>1 est une suite i.i.d de loi Ujp ), alors

Y = Z nl{nzill ngefl/ASHZ:l Uk}
nzl
admet comme loi P(\).

c. Autres lois a densité : méthode du ratio de lois uniformes

On peut également utiliser cette approche pour écrire un algorithme proche de celui
considéré dans la Section 1.3.2 pour les lois a densité mais plus simple & mettre en
oeuvre dans la mesure ou il ne nécessite pas de trouver une densité g et un réel a telle
que f < ag, voir Proposition 1.3.9.

Proposition 1.3.18 Soit f une densité sur R et deux réels a; € R et ag > 0. On
suppose que l’ensemble

Dy = {(U,U)ER2 : 0<u2§f<a1+a2%)}

est borné. Alors, si (U, V') est uniformément distribuée sur D¢, Z := a; + a2V /U a pour
densité f.
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Preuve. (U, V) ayant pour densité 1p,/|Dy|, on déduit du Corollaire 1.3.13 que (U?, Z)
a pour densité fy2 z(w, 2) = Locw<y(z)/(2a2|Dy|). La densité de Z est donc f/(2az|Dy|).
Comme f est déja une densité, on a forcément 2ay|Dy| = 1. O

On peux utiliser la méthode du rejet pour simuler le couple (U, V) uniformément
distribué sur D, en partant d’une suite i.i.d. de couples uniformément distribués sur

[0,u*] X [vs,0*] D D ot u* = sup f(z)"/2, v, = inf[(x — a1) f(2)"?/ay], v* = sup|(x —
z€R z€R z€R
a1)f(z)'/?/ay]. On peut remarquer que si 22f(x) et f(z) sont bornés alors u*, v, et v*

sont bien finis et donc Dy est borné.

1.3.4 Variables corrélées et techniques par conditionnement
Variables corrélées

Si (X,Y) sont corrélées, on peut réécrire leur densité f sous la forme

flx,y) = fx@)f(y| X =2)

ou fx estlaloide X et f(-| X =) est laloi de Y sachant X = x. Pour simuler (X,Y"),
on commence donc par simuler X selon fx puis on simule Y (indépendemment) selon
laloi f(- | X =) ot T est la valeur prise par la simulation de X. Lorsque X et Y sont
indépendantes, on a simplement f(- | X = Z) = fy et cela revient a simuler X et Y
indépendemment, chacun selon sa loi marginale.

Techniques par conditionnement

ler cas. On suppose que la loi de Y s’écrit

) = D pifily)

>0

ou les f; sont des densités et les p; sont positifs (et donc ont une somme égale a 1 car fy
est aussi une densité). On peut voir fy(y) comme la densité marginale du couple (X,Y)
ot X a pour loi P[X =i] = p; et Y a pour loi f; conditionnellement & {X = i}. On peut
donc procéder comme ci-dessus. Cela n’a évidemment d’intérét que si 'on sait simuler

les f;.
Par exemple, si Y a pour densité

fry) = afe(y) + (1 —a)f,(y)

o a € ]0,1] et f, (resp. f,) est la densité de la loi N'(0,02) (resp. N'(0,7?)), on com-
mence par tirer une loi uniforme U sur [0,1]. Si U < «, on tire ensuite Y selon la loi
N(0,0%). Si U > a, on tire Y selon la loi N(0,~?). Ceci revient a poser p; = «, po



18 CHAPITRE 1. GENERALITES ET NOMBRES ALEATOIRES

=(1—-a), fi = fr et fo = f,. X suit alors une loi de Bernouilli de paramétre «, i.e.
P[X = 1] = a. On parle de mélange de gaussiennes.

2éme cas. On peut écrire la loi de Y sous la forme

frly) = /g(y,:v)d:v,

ol g est une fonction positive. La encore, g est la densité d’un couple (X,Y) ou Y a
pour loi marginale fy. On peut donc commencer par simuler X selon sa loi marginale
Ix(z) = [ g(y,z)dy puis on simule Y selon g(y,z)/fx(Z) ou T est la valeur prise par la
simulation de X.

1.4 Notion de discrépance

1.4.1 Généralités

Si (Up)n>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1],
Ujp,1), on a alors d’apres la loi des grands nombres

N-1 k
) 1
Nh_fpoo N 0 1D ((Ukn, Ukns1s - - Ukngr-1)) = 1_[1(bj — a;)
n= 1=
pour tout rectangles
D = lai,bi|x]ag, by] x -+ xJag,bp] . 0<a; <b; <1 j=1,...,k

de [0, 1]%.
Il est donc naturel de chercher a générer des suites de nombres qui ont le méme com-
portement. Ceci conduit & définir la notion de suite (réelle) uniforme.

Définition 1.4.1 Une suite (u,),>1 dans [0,1]¢ est dite uniforme sur [0,1]? si pour tout
z€[0,1]Y on a

A i

A}meﬁ;ililu%mi = Hx .

Il est important de ne pas confondre suite de v.a. uniformément distribuées sur [0, 1]¢

et suite uniforme sur [0, 1]%. Une suite uniforme sur [0, 1]¢ n’est pas forcément une suite

de v.a. uniformément distribuées sur [0,1]%. Par contre, il est clair, d’aprés la loi des

grands nombres, qu'une suite de v.a. uniformément distribuées sur [0, 1]? est presque

surement uniforme.

Etant donnée une suite u = (uy,),>1 uniforme sur [0, 1]¢, on définit les discrépances

Dp(u, N) = [[F(x) = Fx (@) ppgaary P € NU{+00},

p
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oit pour x € R% on a posé

d | N
F(x) := 1_[:6Z et Fy(z)= NZHlyigxi :
i=1 n=1 i=1

Az € RY fixé, le terme F(x) — FY(z) correspond & la différence entre le volume
théorique du rectangle H?ZI[O, 7] et le volume "empiriquement" estimé par la suite wu.
Si u est uniforme sur [0,1]¢, alors cette différence doit tendre vers 0. La discrépance
D3 (u, N) mesure en quelque sorte la bonne répartition des points de la suite u dans
espace [0, 1]¢.

Théoréme 1.4.2 [l y a equivalence entre
(i) u est uniforme sur [0, 1]¢
(i1) ]\}I_I)HOO D (u, N) = 0 pour tout p € NU {+o0}

(iii) La mesure® p% := % ZTJLI 0u, converge étroitement’ vers la mesure de Lebesque
sur [0, 1]4.
Preuve. Voir par exemple [14] O

L’intérét de la notion de discrépance réside dans 'inégalité de Koksma-Hlawka. Avant
d’énoncer ce résultat, on a besoin d’introduire la notion de fonction a variation finie. On
note 1, le vecteur de R? dont toutes les composantes valent 1.

Définition 1.4.3 On dit que f : [0,1]? — R est a variation finie si il eviste une mesure
(signée) v sur [0,1]? (muni de la tribu borélienne associée) telle que v({14}) = 0 et

f(x) = f(l) -V <H[xlv 1]) = f(O) -V <[07 1]d - H[xl> 1]) :

i=1 =1

On note alors V(f) = |v| ([0,1]%) la variation totale de f.

Remarque 1.4.4 Pour I C {1,...,d} et x € R% on note z; le vecteur de i-éme com-
posante 2’ si i € I, 1 sinon. Si f : [0,1]¢ — R vérifie®

o

pour tout I = {iy,..., i} C {1,...,d}, alors f est a variation finie.

of

—ldx; <
8332'1...332"”

3§, denote la mesure de Dirac en x

4Ceci signifie que f[O,l]d fdul = % Zivﬂ f(uy,) tend vers f[O,l]d fdAq pour toute fonction f continue
bornée.

5les dérivées étant prises au sens des distributions.
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Théoréme 1.4.5 (Inégalité de Koksma-Hlawka) Soit f : [0,1]? — R & variation finie.
Pour toute suite u = (uy,)n>1 dans [0,1]¢ on a

[0,1)¢

f(x)dx—%gf(un) < V()DL N) .

Pour calculer E [f(U)], U ~ Uy 1ja, on peut donc utiliser une suite (u,),>1 uniforme
sur [0, 1]% et calculer + Zﬁ;l f(uy). Plus la discrépance de la suite sera faible et meilleur
sera I'approximation de E[f(U)]. C’est une alternative aux méthodes de Monte-Carlo
présentées ci-dessus. Lorsque la suite (u,),>; est purement déterministe, comme c’est le
cas pour les suites a discrépance faible présentées ci-dessous, on parle de Quasi-nombres
aléatoires.

1.4.2 Cas des suites uniformément distribuées

Si (Un)n>1 est une suite de v.a. i.i.d. uniformément distribuées sur [0, 1]%, elle est p.s.
uniforme sur [0, 1]¢. On peut donc calculer sa discrépance D3(U,N) qui est alors une
quantité aléatoire.

D’aprés la loi du logarithme itéré, voir Theorem 1.1.2, on peut déja calculer que

/| N /| N
hﬁf’ip 2Inln N =(UN) 2 mesfé%dh]rvrﬂip 21nlnN(FN<x) F(w))

— sup VF@)(1- F(@))

z€[0,1]¢

1

5

On a en fait

Théoréme 1.4.6 Si (U,),>1 est une suite de v.a. i.i.d. uniformément distribuées sur

[0,1]%, alors
N 1
li — D (U,N) = —.
msup [ o g DU N) = 3

E[DL(U,N)] =

Par ailleurs,

ot ¢, — oo lorsque d — oc.

Ce résultat montre en particulier que

nln N
D(UN) < o( n ) p.S.




1.4. NOTION DE DISCREPANCE 21

1.4.3 Suites & discrépance faible

On peut contruire des suites dans [0, 1]¢ dont la discrépance est plus faible que celle
obtenue pour les suites de v.a. uniformément distribuées sur [0, 1]%. 1l existe une vaste
litérature sur ce sujet et nous n’allons présenté ici que les plus simples a mettre en oeuvre.

Il faut bien garder en mémoire que si ces suites ont une discrépances plus faible asym-
totiquement lorsque N tend vers l'infini, celle-ci dépend généralement de la dimension
de maniére non-triviale et peut devenir trés grande, a N fixé, lorsque la dimension
augmente. En grande dimension, il est généralement préférable d’utiliser des suites i.i.d.
uniformément distribuées sur [0, 1]¢ pour lesquelles le comportement asymptotique (p.s.)
ne dépend pas de la dimension (voir Théoréme 1.4.6).

On pourra consulter [61] pour une étude comparative de différentes suites et pour plus
de référence. Voir également [14].

a- Suite de Halton

Etant donné un nombre premier p > 2 et un entier n, il existe une unique décomposition
(décomposition p-adique) de n sous la forme :

n, n, n, k
n = ay’+aPp+ ...+ al? ptr

n,p

oil ky, est un entier et les a;” sont des entiers vérifiant 0 < aj” < p — 1 avec a;” p # 0.
Cette décomposition s’obtient facilement en utilisant la récurrence

mpo

re” = n
@ = P modp .t = (0 —af)fp 1<k <k,
avec kn, = min{k>1 : 2 =0}.

On note ensuite

n,p n,p

a a.
Dy(n) = 4.

p prr

On construit la suite de Halton u = (u,),>; de la maniére suivante. Soit py,...,pq les d

premiers nombres premiers. Pour chaque n > 1 et 1 <i < d, on pose :

ul, = @, (n).

n

Pour cette suite, on a :

D) < o (MY

voir par exemple [61]. C’est évidemment mieux que ce que I'on obtient avec une suite de
v.a. uniformément distribuées sur [0, 1] mais la majoration dépend de la dimension, ce
qui n’est pas le cas pour les suites de v.a. uniformément distribuées sur [0, 1]¢ (sauf en
moyenne). En pratique, ¢’est beaucoup moins efficace en grande dimension.

Pour d = 1, on parle de suite de Van der Corput.
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b- Suite SQRT

Pour tout réel x, on pose Ent[z] sa partie entiére. Soit py, ..., pg les d premiers nombres
entiers. Pour tout n > 1 et 1 <i < d, on pose u!, = ny/pi — Ent[n,/p;]. On a alors

1
D: (u,N) = O(N1€> pour tout € > 0 .

c- Suite de Faure

Soit p, 4 le plus petit nombre premier impair plus grand que d. On définit 'application
Q qui a un rationel z de la forme

X
T = E:H—l

i>0 Pia
associe

. ()z; mod p,
o = 3 Tl o

i>0 Did

et on note Q, l'application obtenue en composant k fois Q avec la convention que Q9
est I'identité. On définit alors la suite par

ut, = Qi_i(n—1) 1<netl<i<d.

n

* 1 (1 /poa—1\" [In(2N) ‘
< - - )
DL (u,N) < N[d!( 2 ) (hl(p*,d)w+1

(voir [69]).



Chapitre 2

Méthodes de discrétisation

La base des méthodes de Monte-Carlo en finance est la capacité a simuler I’évolution
des processus de prix. On commence donc par s’intéresser aux méthodes de simulation
d’une diffusion de la forme :

dX, = b(X,)dt +a(X,)dW, , Xo = v € R%. (2.0.1)

Ici, X modélise 'évolution de d sous-jacents sur le marché (actions par exemples) et
W est un mouvement brownien standard d-dimensionnel sur un espace de probabilité
filtré complet (2, F,P). On suppose que F = {F;, ¢t € [0,T]} est la filtration naturelle
complétée de W.

En général, on supposera que a et b sont lipschitziennes, i.e. qu’il existe K > 0 tel que
la(z) —a(y)|| + Ib(z) =b(y)| < Kllz—y| , pour tout z, y € R?. (2.0.2)

Cette hypothése garantit 'existence d’une solution forte a (2.0.1).

2.1 Modéle de Black-Scholes

Dans le modéle de Black-Scholes, la dynamique du prix sous la probabilité risque neutre
s’écrit
dXt = T’Xtdt + dlag {Xt] O'th s X() € Rd s (211)

oit 1 € Ry est le taux sans risque et o € M? est la matrice de volatilité (supposée
inversible pour assurer la complétude du marché). Ce systéme se ré-écrit sous la forme :

dX} = r X+ Xloc"dW, , X, e R, i=1,...,d, (2.1.2)
dont la solution est
) . 1 . )
X; = Xjexp { (T ~3 HU"HQ) T+ al'Wt} ,i=1,...,d. (2.1.3)
Pour simuler Xj, il suffit donc de simuler la valeur de W en t. Les W/, i = 1,...,d,

étant indépendants et de méme loi N(0, t), il suffit donc de simuler d variables aléatoires
indépendantes de loi N(0, ).

23
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2.2 Schéma de discrétisation

2.2.1 Discrétisation d’Euler
2.2.1.1 Construction

La simulation du processus X dans le modéle de Black-Scholes est "exacte" dans la
mesure oll, a t donné, on peut simuler exactement dans la loi de X;. Cela est possible
grace a la forme particuliérement simple de (2.1.2).

En général, la solution de (2.0.1) n’a pas une forme aussi simple et 'on est obligé
de recourir a une approximation de X qui correspond & une discrétisation en temps de
I'équation (2.0.1).

On se donne une grille de [0, 7]

" = (to,...,ti...,t,) avec t; = iT/n.

On notera A"t = T'/n et A"Wiy = W, — W,,. L'idée de la discrétisation d’Euler est
trés simple. Pour tout 2 =1,...,n,on a:

t; t;
X, = X, .+ / b(X.)ds + / a(X,)dIW,
ti—1 ti—1
= Xti—l + b(Xti—1)Ant + a(Xti—l)AnVVi

ce qui conduit a la construction du schéma

X = X, (2.2.1)
XP = X7 +b0(X] A" +a(X) AW, i=1,...,n. (2.2.2)

C’est I’équivalent stochastique du schéma d’Euler utilisé pour les équations différentielles
ordinaires.

La simulation de X" se raméne a la simulation des accroissements de W, ott A"W; ~
N (0, A™ 1) pour tout i =1,...,n.

On introduit maintenant un schéma d’Euler "continu". Pour cela on définit la fonction

¢y = max{t;, 1=0,...,n, tel quet; <t} sur[0,7],
et, at € [0,7], on associe
Xp o= X +0(X5)(t—¢f) +a(Xp,) (Wh — W) (2.2.3)

ce que l'on peut réécrire sous forme intégrale

t t
X' = X0+/ b()_(gn)ds+/ a(X ) dWs . (2.2.4)
0 0 °
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2.2.1.2 Convergence L”

A n fixé, une simple récurrence montre que, sous ’hypothése (2.0.2), )_(t" € L? pour
tout i € {1,...,n} et p > 1. On vérifie maintenant que ceci est vrai uniformément en n.

Lemme 2.2.1 Sous Uhypothése (2.0.2), pour tout p > 1

sup E

n>1

1/p
sup HX”Hp] < 00.
t€[0,7]

Preuve. On peut toujours supposer que p est pair et plus grand que 4 en utilisant
'inégalité des normes |||, < |||/ 2»- On commence par utiliser I'inégalité de Jensen
appliquée a Papplication convexe x — ||z||” pour écrire que, pour tout ¢t € [0, T,

3 (Xo—i-/ b(ng)dr—l—/ a(X;fp)dWT))
0 0
s _ p s B p
/ b(X2,)dr / o(X2)dWY, ) |
0 0

+ sup
En utilisant de nouveau I'inégalité de Jensen appliquée a ’application convexe x — ||x||”,

p

supHXSHp = 3’sup
s<t s<t

IN

(1l + sup)

s<t

on obtient
s B p s 1 _ p S _
/ b(X})dr|| = s / = b(X})dr|] < 77 / |o(X5)]|" dr .
0 " 0o S " 0 "
En utilisant ensuite (2.0.2), on déduit que
S p S
/Ob(ng)dr < spl/o [I6(Xo)|l + K || X, I|” dr

IN

c(1+/s|yxgy pdr) |

Comme, a n fixé, X;* € LP pour tout ¢, on vérifie en utilisant (2.0.2) que fo ¢n)dW )i<T

est une martingale continue de carré intégrable. En utilisant 1'inégalité de Burkholder-
Davis-Gundy (Lemme 2.2.2 ci-aprés), I'inégalité de Jensen et (2.0.2), on obtient alors

<] ([ >!2ds)p/2]
[ [ (Jaczl?) "

o1+ [Ellxgles) .
0
On déduit des inégalités précédentes que

elawplzl] < o1+ [Elxgas) < o (1+ [ & lxp)as)

que

IN

E {sup

s<t

/ a()_(g?)dWr
0

IN

IN
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Il suffit maintenant d’appliquer le Lemme de Gronwall (Lemme 2.2.3 ci-aprés) a s —
E [SUPrgs HX]}HP} pour conclure. O

On donne maintenant les deux Lemmes techniques que nous avons utilisés (voir par
exemple [40]).

Lemme 2.2.2 (Inégalités de Burkholder-Davis-Gundy) Soit (My)icpu,) une martingale
continue sur [u,v] de carré intégrable. Alors, pour tout m > 0, il existe ky, et K, > 0,
ne dépendant que de m, tels que

BaE [(M),)"] < E [ sup ||Mt||ﬂ < K E[((M))"]

u<t<v

Lemme 2.2.3 (Lemme de Gronwall) Soit g une fonction continue positive vérifiant
g(t) < aft +ﬁ/ s)ds Vtel0,T],
avec 3> 0 et a : [0,T] — R intégrable. Alors,
t
t) < a(t)+ ﬁ/ a(s)e’=)ds vt [0,T).
0

On étudie maintenant le comportement des incréments de X™ entre deux dates de
discrétisation.

Lemme 2.2.4 Sous (2.0.2), pour tout p > 1

max [E
0<i<n—1

’X" Xz,

sup
t€[tistiv1)

1/p
] < C/vn.

Preuve. On pose p > 4 et pair sans perte de généralité. En argumentant comme dans

le lemme précédent, on montre que, pour tout ¢ € {0,...,n — 1},
tit1 B B
E| sup ’X" X;;n < CE {np/w / [6(X3)||” + [Ja(X ds]
telti tiv1) t; °

Ceci implique, d’aprés (2.0.2) et le Lemme 2.2.1 que

E

V1 e
‘Xt - X‘b?

sup
te[ti,ti+1)

")) as)

ce qui conclut la preuve. O

P tit1 _
] < c(n—WH/ CA+E][| X
t; 3

< COnP? 7
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Remarque 2.2.5 Les mémes arguments que ceux de la preuve précédente montrent
que, sous (2.0.2), pour tout p > 1

max E
0<i<n—1

sup HXt — Xyp

te(ti,tit1)

1/p
”] < C/vn.

On peut maintenant étudier la vitesse de convergence LP du schéma d’Euler.

Théoréme 2.2.6 Sous l’hypothése (2.0.2), pour tout p > 1

E
te[0,T

1/p
o | —XtHP] < o

Preuve. On pose p > 4 et pair sans perte de généralité. En argumentant comme dans
le lemme précédent, on montre que

E

s€[0,t]

t
sup ||X§—X3Hp] < CE [/ HX;L?—XSdes] .
0

On utilise maintenant le Lemme 2.2.4

t
B | sup %7 — XS||p] < cu | [ - x - K2 as
s€[0,¢] 0 °
t
< ¢ (n_p/2 + [ [sup 17— XTHP} ds)
0 r<s
et on conclut en utilisant le Lemme de Gronwall. O

Remarque 2.2.7 On considére un payoff qui dépend de la trajectoire de X en un
nombre fini de dates (s1,...,sk), & > 1. Si g est lipschitzienne, on obtient comme
corollaire du Théoréme 2.2.6

]E[Hg (ngl,...,XQEJ—g(Xsl,...,Xsk) C/vn.

Exemple 2.2.8 La remarque précédente montre que le schéma d’Fuler permet d’ap-

p} 1/p

proximer correctement une moyenne discréte

k k
1 AT 1 Vel
A, = EE;Xsi par Al = EZIX R
pour évaluer les options sur moyenne du type [Aqy  — K|* (call sur moyenne de strike

K), [Xp — A ye IT (call avec strike flottant), et les puts correspondants. Le Théoréme
2.2.6 nous assure une convergence LP en 1/y/n.

De la méme maniere, on peut approximer correctement le maximum discret

My, = max{X,, i€{l,.. .k} par M2, = maX{Xg?Z_, ie{l,...,k}} .
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2.2.1.3 Convergence faible

En pratique, ce qui intéresse surtout les praticiens c’est la convergence du prix "discré-
tisé" vers le vrai prix, i.e. la convergence de Eg(X2) —Eg(X7) vers 0. C’est la convergence
faible.

Théoréme 2.2.9 Si b, a € C’;l et g € C’;f, alors
B [g(X3) — g(Xp)]|| < C/n.

Ce résultat est du a [66]. On va le démontrer dans un cadre simplifié. Pour cela, on
va partiellement utiliser le Théoréme de Feynman-Kac que I’'on commence par rappeler,
voir [40] et [46].

Théoréme 2.2.10 (i) Supposons que b et a sont lipschitziennes et qu’il existe une so-
lution v € C)* & Uéquation parabolique

ou S TR 0%
0 = — V—+ = ) ———— 0,7] x R?
ot 2w T2 20 e i T
g = u(T,") surR?, (2.2.5)

alors
T

u(t,z) =E[g(Xr) | Xo =2] et g(Xr)=El[g(X7)] +/ Vu(t, Xi)a(X;)dWy (2.2.6)
0

(ii) Sia € C},be CEetge C’;‘, alors la réciproque est vraie et u € C;‘.

Eléments de preuve du Théoréme 2.2.9. Pour simplifier, on suppose que b et a
sont bornées, que d = 1 et que la solution u de (2.2.5) est Cp°. On a alors par Ito sur le
schéma d’Euler continu

E[g(X3) — g(Xr)] = E[u(T,X3)] —u(0,Xo)

' X X % 1 _
- F {/0 ue(s; XJ') + b(XgyJua(s, XJ) + §a2(X$;;L)um(S7X§)dS] :

Puisque u est solution de (2.2.5), on a également

E [g()_(g) — g(XT)] = E [/0 (s, XI') — ut(s,)?gg) + b()_(g?) (ux(s,)?g) — ux(s,)_(g?)) ds}

T 1 Sn Ve X"
+E l/o §CL2(X¢Q) (uMn(S?Xs) - ufﬂx(‘S’X(ﬁ?)) dS:| ’
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On considére maintenant le premier terme. Comme v € Cp°, a et b sont bornées et
E [|[X7|] est uniformément borné en t € [0,7] et n (Lemme 2.2.1), on obtient, en
utilisant le Lemme d’It6, que pour tout s € [0, 7]

_ _ s _ 1 . - _
HIE [ut(s,Xf) — ut(s,X;}?)] H = HE {/M b(Xg?)um(s, X + §a2(X£?)utm(s,Xf)d7’]

< C/n.

On obtient le méme type de majoration pour les autres termes, ce qui implique que
I [g(X7) — g(Xn)]|| < C/n.,

et conclut la preuve. O

On obtient donc une vitesse de convergence faible en 1/n. Evidemment, ’hypothése
g € C’;L n’est pas trés satisfaisante car généralement non vérifiée en finance. Le résultat
précédent peut étre ameélioré de la maniére suivante.

Théoréme 2.2.11 Si b, a € Cy° et si l'une des deux conditions suivantes est vérifice :
(i) g € G,
(ii) g est a croissance polynomiale et il existe € > 0 tel que,

V( x €RY, (H(aa) ()¢ > <]IC]] (2.2.7)
alors
- C C
Eg(X}) — Eg(X7) = ;1 o+ n—,’j +O0n"*1), keN,

Remarque 2.2.12 Ce résultat est trés important en pratique car il permet de ramener
la vitesse de convergence en 1/n?. En effet, d’aprés le théoréme précédent, on a

E [20(X3") — (Xp)] ~Bo(Xr) = 20T 2% Coonum) = 0w
En utilisant 3n pas, on obtient une erreur en O(1/n?). Cette technique est connue sous le
nom d’extrapolation de Romberg. On peut remarquer que 'hypothése (i) du théoréme
est souvent satisfaite en finance. Dans le modéle de Black-Scholes, on pourra par exemple
considérer le In de la diffusion pour se ramener au cas ot a(z) est constante et satisfait
I'hypothése d’uniforme ellipticité (2.2.7).

Il faut cependant faire attention a I’accroissement possible de la variance de I'estimateur
associé a une méthode de Romberg. L’article [60| traite se probléme et propose des
algorithmes efficaces évitant une explosion de la variance.
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2.2.2 Schéma de Milshtein

Dans la présentation du schéma d’Euler, on a utilisé 'approximation

t;
/ a<XS>dWS ~ a(Xti—1> (Wtz - Wti71)
ti—1

mais on aurait pt utiliser une approximation d’ordre supérieur. Pour fixer les idées, on
se place en dimension 1 et on suppose que b = 0. Alors, pour s € (t;_1,1;]

a(X,) = a(Xt“Jr/tjla(Xt)th)

~ a (Xtiﬂ + a(Xtifl) (WS - Wtiﬂ))
~ (Xtifl) + a’ (Xtifl) a(Xtifl) (WS — Wtifl) .

On utilise maintenant 1’égalité

{(Wti S A A”t} ,

N | —

t;
/ (Wy = W,_,) dW, =
ti—1
ce qui conduit a 'approximation
t; 1
/ a(XS)dWS ~ a“<Xti—1) (Wtz - Wtifl) + 5&’ (Xti71> a(Xti—l) {(Wtz - Wti71)2 - Ant} :
ti—1

Le terme de dérive b ayant une contribution inférieure dans I'erreur d’approximation
par rapport au terme de diffusion, il n’est pas nécessaire de le corriger. Pour d = 1, on
obtient donc le schéma d’approximation suivant :

X(T]L - XO
X = XP +b(X] A +a(X] ) (Wi, — We ) (2.2.8)
1 S 2 n .
+5d (Xml) a(Xy, ) {(Wti —W) = A t} Li=1,....n.

Exemple 2.2.13 Dans le modéle de Black-Scholes en dimension 1, la solution de (2.1.1)
est approchée par

Xr o= X,

. . 1
X! = X, {1 +(r—0?/2) A" +0o (W, — W, ) + 502 (W;, — Wtil)Q} .

En dimension d quelconque, le méme raisonnement conduit a consider ’approximation
suivante :

Xg — Xo
X o= Xp 4+bX] A"+ a(X) ) (W, — W) (2.2.9)
d t '
+Z(va~ja~l)(xgl)/ WI—W{_)dwl, i=1,....n.
ti—1

ji=1 -
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Le théoréme suivant justifie 'introduction de ce schéma dans le sens ou il permet
d’obtenir une vitesse de convergence LF en 1/n au lieu de 1/4/n pour le schéma d’Euler.

Théoréme 2.2.14 Si b, a € C?, alors pour tout p > 1

~ py1/p
maxIE[HXg—Xti ] < CO/n.

0<i<n

La mise en oeuvre numérique du schéma (2.2.9) suppose de savoir simuler correctement
I'intégrale d’Tto ftt,l (Wi — Wtjifl)dWSl ce qui est trés difficile en pratique pour d # 1. En
général, on n’utilise ce schéma pour d > 2 que lorsque 'hyposése de commutativité

Valal =Vala? Vi, 1 €{1,...,d} (2.2.10)

est vérifiée. Dans ce cas, la formule d’intégration par parties du calcul d’Tt6 permet de
ré-écrire (2.2.9) sous la forme :

XSL — XU
d

N Y20 N n N 1 n n

Xp o= XP 40X A" +a(X] ) (W, — 52 (Vala?)(X] )A"t
7j=1

1 3 . .
+5 > (Vada) (X7 )W) — WL WL —W] ), i=1,...n.
gl=1

Il suffit alors de simuler les accroissements de W.

Remarque 2.2.15 On peut définir des schémas d’ordre supérieur, voir par exemple [43]
et [44]. Mais en général, ils sont trés difficiles & mettre en oeuvre numériquement surtout
en dimension d > 1. On peut se référer a [19] pour une discussion sur le sujet. Voir
également [24] pour un exposé complet sur le schéma d’Euler et le schéma de Milshtein.

2.3 Options Asiatiques

_y .. . T
On s’intéresse ici aux options sur moyenne g(Ar, Xr) avec Ap := fo X.ds .

2.3.1 Schémas simples

Une premiére solution pour approcher Ar consiste a introduire le schéma d’Euler de

t
/ X.ds
0

AO - 0 5 dAt - Xtdt

dont la dynamique est donnée par
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On approche donc Ar par A% défini par 'équation de récurrence stochasticque

A = X,
Ay = A} + X A", ie{l,...,n}.

Cela revient a utiliser 'approximation

T 1 n—1
/ Xods ~ =) X[
0 "=
On déduit du Théoréme 2.2.6 la vitesse de convergence L” de ce schéma.
Corollaire 2.3.1 Sous (2.0.2), si g est lipschitzienne, alors, pour tout p > 1,

Dans le modéle de Black-Scholes , on peut simuler parfaitement X en un nombre fini
de dates. On obtient alors un résultat plus précis.

Proposition 2.3.2 Sib(x) = rz, a(x) = diag [x] o, et si g est lipschitzienne, alors, pour
tout p > 1,

lg(Ar, X7) — g(A}, X1)|,, < C/n

ol
1 n—1
=0
Preuve. Il suffit de démontrer le résultat pour p pair. Pour t € [t;,t;41], on a :
_ B t
Ay — A} = A —AZ—i—/ (X5 — Xy,) ds
t;

ott (A%);<r est le schéma d’Euler continu de A. Par ailleurs, en utilisant la version
stochastique du théoréme de Fubini (voir par exemple [62])

t t s s
/ (Xs— Xy,)ds = / (/ r X, du +/ diag [X,] aqu) ds
t; t; t; ti
¢ ¢ ¢t
= / 'rXu(/ ds)du+/ (/ ds)diag [X,] odW,,
t; U t; U

7

t t
= / (t —u)rX,du+ / (t — u)diag [ X,| odW, .
ti t;

On utilise maintenant le résultat suivant dont la preuve sera donnée a la fin de la section.
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Lemme 2.3.3 Soit z € R? et

t t
Zy = z—l—/ bsd5+/ asdW,
0 0

ol a, b sont adaptés et satisfont
T
/ E []1*] +E [Jla.]] ds < oo
0
pour tout k > 1. Alors, pour tout ¢ > 1, il existe C' > 0 tel que
t
2 2 2 2 2
EfIZ)™] < = q+0/ E [[|Zs]I™ + 101 + lasI™] ds .
0

En appliquant ce Lemme aux égalités précédentes et en utilisant le fait que || X;||,, est
uniformément bornée sur [0, 7], on obtient que pour tout ¢ € [t;, ;1]

B4 -2 < B[l - &) 40 [ @A A0+ - o)

ce qui implique en utilisant le Lemme de Gronwall que

BllA- 2] < (EQlAu— A 0+ D)+ g ) e,

np+1

d’on, pour tout i € {0,...,n— 1},

] < (E[}|Ati—AZHp} 1+ o] )eC/n.

np+1

£ [fa. -

i+1

Comme Ay — Af = 0, cette récurrence montre le résultat. O

L’approche précédente consiste a utiliser une méthode de rectangles pour discrétiser
I'intégrale. Méme si d’un point de vue théorique, on obtient la méme convergence L” que
pour le schéma d’Euler, il est en général nettement préférable d’utiliser une méthode de
trapézes en considérant

n—1

An 1 T a0

Ay = o> (Xti + XtM) /2.,
=0

Exemple 2.3.4 On évalue un call asiatique dans le modéle de Black-Scholes de para-
metresr = 0.1, 0 = 0.2, T =1, Xg = K = 100 avecn = 50. Le tableau ci-dessous donne
les intervalles de confiance simulés pour les deux méthodes, le prixz réel étant d’environ
7.04.

Nombre de simulations FEuler Trapézes
10 000 [6.93, 7.26] | [6.96 , 7.30]
20 000 [6.88 , 7.11] | [6.97, 7.21]
50 000 [6.85, 6.99] | [6.97, 7.12]
100 000 [6.86, 6.96] | [6.98 , 7.09]

La sous-estimation du schéma d’Euler est flagrante.
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Preuve du Lemme 2.3.3. Pour simplifier, on suppose que d = 1. Par le Lemme d’Ito,
on obtient sur [0,7] :

t t
(Z)9 = 2y / 24(Z,)" b, + q(2q — 1)(Z,)a%ds + / 24(Z,)" aydV,
0 0

En utilisant les hypothéses sur a et b, on vérifie facilement que

/OTIE oz ds < oo,

de sorte que
t
E[(Z,)*] = 22q+/ 2¢E [(Z)" 'bs] + q(2¢ — VE [(Z5)* 2] ds , t €[0,T].
0

Il suffit maintenant d’utiliser les inégalités

_ 2 2 2 2
1(Z)27 || < N Zol Lz o + 10517 Lyzapcpponn < N 26l + [|6s]*
[(Z)*a2]| < 1Z)** + llas|*

pour conclure. O

2.3.2 Schéma avec développement dans le modéle de Black-Scholes

Dans le modéle de Black-Scholes, on peut améliorer la vitesse de convergence en utili-
sant un développement de Taylor a I'ordre 1 du type, pour d = 1,

o DTG 1 (r(t — 4) + o(W, — W)

pour obtenir

n—1 tivt
Ap = ZX“/ e(r=0?/2)(t=ti)+o(We=Wy,) 1y

ti

2 tit1

On procéde alors de la maniére suivante : on commence par simuler (W;,)", puis on
simule A% conditionnellement & (W;,)™ ;. Pour cela, on utilise le résultat suivant qui sera
démontré dans un cadre plus général par la suite (Lemme 2.4.3) :

Corollaire 2.3.5 Soit u < v. Conditionnellement ¢ (W, = x, W, = y), le processus
(Wt)ugtgu est un processus gaussien vérifiant pour u < s <t <w

EW, | Wy=z, W,=y] = Y ey uy, (2.3.1)
v —U Uv—U
_t —
Cov (W, Wa | Wy =z, Wy —y) = LZDE=w (2.3.2)

VvV—Uu
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On en déduit que, conditionnellement & (W,,, W, ,) = (z,y), ftti“ Wdt suit une loi

i

normale avec pour moments

tir1 tit1
E |: Wtdt ‘ Wti =, Wti+1 = y:| = / E [Wt ‘ Wti =, Wt¢+1 = y} dt
t; t

i

et

E

tit1 2
( Wtdt) ’ Wti =x, Wti+1 =y
t;

tir1 t
= 2/ / E [Wth | Wti =, WtiJrl = y} dudt 5
t; ti

la seconde égalité étant obtenue en utilisant le Lemme d’It6. On en déduit une formule
explicite en utilisant (2.3.1) et (2.3.2).

En utilisant ce schéma, on améliore la vitesse de convergence.
Proposition 2.3.6 Si g est lipschitzienne, alors, pour tout p > 1,
lg(Ar, X7) — g(A7, Xp)ll . < C/n®?.

Nous renvoyons a [49] et [68] pour les preuves de ces résultats ainsi que 1'étude d’autres
approximations.

2.4 Options a barriére
Dans cette section, on s’intéresse a I’évaluation d’espérance de la forme :
E[l,>79(Xr)] ou 7 := inf{t€[0,7] : X; ¢ D} (2.4.1)

est le temps de sortie de X d’un borélien D de RY, avec pour convention inf ) = +o0.

2.4.1 Approche naive

On commence par Papproche la plus simple qui consiste a approximer (2.4.1) par son
équivalent discret

E [1rnorg(X})] ou 7" = inf{t;, 1 € {0,...,n} : X[ ¢ D} (2.4.2)

est 'équivalent discret de 7. Cette quantité est facilement simulable et on a le résultat
de convergence suivant démontré dans [34].
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Théoréme 2.4.1 Si D est borné de frontiere 0D de classe! C3, b et a € C® avec a stric-
tement uniformément elliptique® sur D, alors, pour toute fonction mesurable g bornée
qui s’annule sur un voisinage de 0D, on a

E [Lonsrg(X3)] — E[Larg(Xr)] = o(%) |

Il s’agit d’un résultat assez négatif dans la mesure o 'on perd la vitesse de convergence

faible obtenue pour les options vanilla.

Nous renvoyons a la Section 6.4 pour une étude de la vitesse de convergence de 7" vers
7, voir également [12] pour le cas ou la diffusion n’est pas uniformément elliptique.

2.4.2 Approche par les ponts de diffusion

Dans cette partie, nous présentons une autre approche qui permet d’améliorer la vitesse
de convergence faible du Théoréme 2.4.1. Cette fois-ci on approche (2.4.1) par

E[1;0s7g(X7)] ou 7" := inf{t € [0,7] : X' ¢ D} (2.4.3)

¢’est-a-dire que ’on écrit le probléme sur le schéma d’Euler continu. On a alors le résultat
de convergence suivant démontré dans [35].

Théoréme 2.4.2 Si D est un demi-espace, b et a € C®° avec a strictement uniformé-
ment elliptique sur D, alors, pour toute fonction mesurable g bornée qui s’annule sur un
voisinage de 0D, on a

B [Losra(XP)] ~ Eflrg(in)] = S0 (1)

On retrouve ainsi une vitesse de convergence faible en 1/n. Par ailleurs, le premier
terme dans le développement suggere de mettre en place une méthode de type Romberg
afin d’obtenir une vitesse en o (1/n) au lieu de 1/n

2.4.2.1 Sur les ponts de diffusions

Afin d’implémenter cette approximation, on aura besoin du résultat suivant sur la loi
du schéma d’Euler continu conditioné.

Li.e. pour tout y € 9D, il existe un voisinage V (y) de y et un difféomorphisme ¢ de V (y) — B C R?¢
tels que
i) e(V(y)ND) CRY :={z e R? : 2! >0}
(ii) ¢(V(y) N OD) C ORL
(iii) p € C3(V(y)) et =1 € C3(B).
%j.e. satisfait (2.2.7) pour tout x € D.
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2 est inversible pour tout x € RY.

Lemme 2.4.3 On suppose que y(z) = (a(x)a*(x))
Alors, conditionnellement a (XZ =, XZH = z;11), le processus (X[)i,<i<t;,, a la log
de

(xi + V(I,-)Wt_ti> conditionnellement & Wi, v, = ()™ (zip1 — ;)

1 <t<ti41

tip1—t
tiy1—t;

ou W est un mouvement brownien. C’est un processus gaussien d’espérance x;

— . . . _t t _t
T ——4_ et de matrice de variance-convariance (s=ta)(tir1=t)
lit1—t; tir1—t;

<t

y(x:)? pour tout t; < s <

Eléments de preuve. Conditionnellement & X = z;, (X]"),<t<t,,, st un processus
de diffusion homogeéne qui admet pour densité de transition

pn(z,z) = .
mUT T ah) e (x)]

Pour tz S S S t S ti—i—l

exp {—% (2 — 2 — b(z)h)* (v2(z)) (+ — 7 — b(xi)h)} |

P[Xgedx,Xfedy,X"

tit1

€ dwit | XZZL = Iz]
= Ps—t, (@i, T)pi—s (2, y)Ptm—t(y, Tiy1)drdydz;q
i [X: € dv, X}, €duiy | X] = x]
= Dot (Ti, T)Pt,  —s(T, Tipr )dxda;py

En divisant le premier terme par le second, on obtient :

ptfs(xu y)ptprlft(y? 13z‘+1)
ptiﬂ—s (':Ea xi—i—l)

Ceci montre que

pt—s(xa y)])ti“—t(ya Ii—i—l)
ptiJrrs(% l’z’+1)

tit1,Tit+1

pti,xi (S,ZE,@Z/) =

est la densité de tramsition du processus (X[');<i<,,, conditionnellement a (X7 =

x;, X{' . = x;11). Le reste en découle par des calculs directs. g
1 Xt i+

Remarque 2.4.4 En utilisant la propriété de Markov de X™, on vérifie facilement que
les processus (X');,<i<;., pour ¢ allant de 0 & n—1 sont indépendants conditionnellement
a X XD

07"

2.4.2.2 Implémentation

On peut maintenant décrire la méthode. On commence par simuler le schéma d’Euler
(X7, et on écrit

E [1579(X7)] = E[E [Losr | (X2),] 9(X7)]
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ce qui signifie qu’il faut calculer E [1znvr | (X7)%,], une fois la trajectoire discréte
(X7, simulée. Evidemment si un des X7’ n’est pas dans D, il n’y a rien a faire et le
payoff de 'option donne 0. On ne calcule donc cette probabilité que si les )_(t” simulés
sont tous dans D.

Pour cela, on va utiliser les résultats de la section précédente. Tout d’abord, la Re-

marque 2.4.4 implique que
n—1
E[tor | (5] = [[P(veitntn) Sren| X, X7,)
=0

Nous allons maintenant montrer que, dans le cas ott D est un demi-espace, le calcul est
explicite. On écrit D sous la forme

D = {yeR’: *(y—k) >0} (2.4.4)
i.e. 0D est I'hyperplan passant par x € R? othogonal a ¢ € R%.

Exemple 2.4.5 Pour une barriére haute U en dimension 1, on a D = (—oo,U), ce qui
donne k =U et ( = —1.

On fixe i € {0,...,n — 1}. D’aprés le Lemme 2.4.3, on a
P <E|t € [ti7ti+1], XZI §é D | XZ: = Xy, XZ+1 = xi—&-l)

=P <E|t € [tistiva), C*’Y(ﬂfi)wpti <k — 1) | thfti = y(x) " (w1 — 961)) .

On choisit maintenant une matrice P orthogonale?® telle que P! = mC*V(%) Le

processus W_ti = (PWt_ti)te[t“tiH] a la méme loi que W. Par ailleurs
Cy@)Wiey, = (@) P Wiy, = |Iy(x) ¢l WL,

car le vecteur ligne (*vy(x;)P* a seulement sa premiére composante non nulle, égale a

|v(z;)C]|- En ré-injectant ce résultat dans les égalités précédentes, on obtient
P (Elt c [ti,t“_ﬂ, th ¢ D | XZ = Iy, Xg+1 = xi—&—l)
7 Clh—mi) | 5 C (w1 — @)
:P<3te [ty tia], Wh, <2l =2t T
T el e ()l
_ ]p< min Wi, < SEZI) g M) .
teltitisn] T Iy ()]l e |7 ()<l

Cette probabilité se calcule facilement en utilisant le principe de réflexion du brownien
(voir Lemme 2.4.8)

P( min W', <a|W}! , =b) =270 vg<0etb>a (2.4.5)
tE[ti,tH_l] ¢ 1T

que 'on applique & b = < @12 ¢(—zi) pyisque I'on ne fait ce caleul que si

] i [y ()<l [RIEDY]
€ D, on vérifie bien que a < 0 et b > a. Finalement, on a montré que

3i.e. PP* = P*P = I,.
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2

Proposition 2.4.6 Si v(z)? est inversible pour tout x € R% et si D est donné par

(2.4.4), alors pour tout x;, x;1 € D, on a
P (Vt S [ti,t“_l], th € D | XZ = Iy, XZ+1 = xi+1)

n (¢ (k — ;)" (C* (K — Ti41))
T @)l ) ' (24.6)

=1—exp (—2

Lorsque D n’est pas un demi-espace, on n’a en général plus de forme explicite pour
(2.4.6). On peut toutefois essayer d’approcher D par son hyperplan tangent en I1yp(z;),
le projeté de x; sur la frontiére de D. Si D est de classe C°, on retrouve la vitesse en
1/n du Théoréme 2.4.2, voir |35].

Exemple 2.4.7 On évalue un call up-and-out

E|1 max Xt<U[XT - K]+
te[0,T)
dans le modele de Black-Scholes de parameétres r = 0, o0 = 0.15, T =1, Xy = 100, K
= 90, U = 130. Le tableau ci-dessous donne les intervalles de confiance simulés pour
les deux méthodes (naive et par pont), le priz réel étant d’environ 9.21. On effectue a
chaque fois 30.000 simulations.

Nombre de pas de temps | Méthode Naive | Meéthode par pont
10 [9.84 , 9.97] [9.18 , 9.31]
50 [9.46 , 9.60] [9.14 , 9.27]
100 [9.40 , 9.54] [9.16 , 9.30]

La sur-estimation de la méthode naive est flagrante : il est absolument nécessaire d’uti-
liser la méthode tenant compte de la probabilité de sortie de D entre deux dates de
discrétisation.

On conclut cette section par le Lemme que I'on a utilisé pour obtenir (2.4.5).

Lemme 2.4.8 Soit W un mouvement brownien unidimensionelle et {FV, t > 0} sa
filtration naturelle. Alors pour tout a <0, b>a et h >0

P (min W, <a|W,= b) — eralasb)

te(0,h]

Preuve. Soit 7, :=inf{t >0 : W, =a}, le temps d’atteinte de a par W. On a alors,

P(minWtSa,thb) = Plra<h, Wpa2b)=P(ru<h, Wy —W,, >b—a) .

te[0,h]
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Comme 7, est ]-'T‘f —mesurable et que W, — W est indépendant de }"T‘f par la propriété
de Markov forte du mouvement brownien, on obtient

P(min W, <a, Wth) = P(r,<h, W —W,, <a-—0)

te[0,h]
= P(ra<h, W, <2a—0)

car Wy, — W, et W, — W}, ont la méme loi (propriété de symétrie). Comme 2a — b < a,
on a donc

P(min Wi <a, Wh2b> = P(W,<2a-0) .

te[0,h]

Finalement, comme

p) .
=P (min W, <a, W, <b
P min W, <a|W,=b] = b ( tea[o,h] t > h_)’
te[0,h] %IP’ (Wh < b)
un calcul direct donne le résultat. 0

2.5 Options Lookback

On s’intéresse maintenant aux payoffs de la forme g (XT, IT%ELX] Xt> dans un modéle
te[o, T

en dimension 1. Pour de telles options, on considére ’approximation

o (o 0)] = o (s )]

Pour cela, il faut pouvoir simuler max X}*, le maximum du schéma d’Euler continu. On
te[0,T]

commence par simuler les (X)i; puis on simule

max X, = max max X/ (2.5.1)
tE[O,T] 0<i<n—1 te[ti7ti+1]

sachant (X)7,. D’apres la Remarque 2.4.4,
Loi ax X7 | (X/),] = Loi ax X; | X7, X
i Q&E,ﬁd i1 ti)z_1> i (teﬁf,tﬁﬂ X t,H) :
dont la fonction de répartition est donnée par la Proposition 2.4.6 avec D = (—oo, M)

(ile(=—-1letk=M)

P( max X' < M | X”; = x;, X'ZH = xi+1)

tE[ti7ti+1]

M —2;) (M — z;
=1-—exp <—2%( xa)22xi) v +1)) = F,(M;xz;,x;11) pour M > max{x;, x;1} .
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Son inverse est

E N Usai, i) =

<ZE +xi1 + \/(xlﬂ —x;)? — 2a2($i)T In(1 — U)) .

n

N | —

On en déduit que

n—1

n—1
( max X") sachant (Xt" =z, 0<i<n) = (F;l(Ui;xi,xiH))i:O

t€[ti tit] 0
ot (U;)?=, est une suite de variables aléatoires indépendantes uniformes sur [0, 1]. D’aprés

(2.5.1) cela permet de simuler parfaitement r%i;g] X7 conditionnellement & (Xt”, 0<:<
te

n). On peut procéder de la méme maniére pour d > 1, en considérant les maxima des
différentes composantes de X.

2.6 Options Américaines

Dans un marché complet sans friction, le prix d’'une option américaine de payoff ¢
admet la représentation

p(0,z) = sup Eleg(X;) | X =]
TET[O’T]
ot X est la solution de (2.0.1) avec b = rX, r > 0 est le taux sans risque et 7 r) est
I’ensemble des temps d’arréts a valeurs dans [0, 7] (voir par exemple [47]). ‘On discrétise
cette équation naturellement en considérant ’ensemble des temps d’arréts [0 7 & valeurs

dans {0 = to,t1,...,t, = T} et en remplacant X par son schéma d’Euler X”. On obtient
alors ’approximation
p'(0,2) = sup E[e7Tg(X}) | X5 =a] .
TET[O 7]

On peut alors vérifier que p" satisfait ’équation de la programmation dynamique
ﬁn(tmxtr;) = g(XtZ)
Pt Xp) = max{g(Xp), e VE [p" (i, X) | X2|} L i€ {0, =1}
La preuve du résultat suivant peut étre trouvée dans [5].

Théoréme 2.6.1 Si g et a sont lipschitziennes, pour tout p > 1,

L, < C/vn.

sup ||p"(t:, X7') — p(ti, X4,)
1€{0,...,n}

On pourra se référer a [4], [5], [9], [11], [13] et [70] pour une approche similaire appliquée
a la discrétisation d’équations forward-backward plus générales.
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Chapitre 3

Réduction de la variance

On s’intéresse ici & évaluation d’option dont le payoff est de la forme F = g(X™) ou
X" est le schéma d’Euler de la solution X de (2.0.1). L’impact de la discrétisation est
donné par les théorémes du Chapitre 2. On rappelle que dans certains modéles comme
celui de Black-Scholes, (2.1.1), on peut simuler de maniére exacte X, il n’y a donc pas
d’erreur de discrétisation. Dans ce cas on écrira indifféremment X" ou X pour désigner
le processus X.

Une autre source d’erreur est l'erreur de Monte-Carlo : méme s’il est convergent, un
estimateur reste une variable aléatoire avec sa propre variance. On a déja vu dans le
Chapitre 1 comment la mesurer. En pratique, celle-ci peut étre trés grande, rendant le
résultat obtenu peu précis. Dans les sections suivantes, nous allons étudier différentes
méthodes permettant de la réduire.

3.1 Controle antithétique

L’idée du controle antithétique est trés simple. Nous la présentons dans le cadre du
modéle de Black-Scholes en dimension 1, i.e. X est solution de (2.1.1). Elle est basée sur
la propriété de symétrie du mouvement brownien : W = _W. On en déduit que X =
X  ou

X7 = Xoexp ((r—o*/2)T — Wr) .

Ceci implique que

B [Q(XT> +9(X7)
2

| = Bl

Si

9(Xr) + 9(X7) Var (g(Xr))
Var ( 5 ) < — 5

ce qui revient a dire que

Cov (9(X1) , 9(X7)) < 0,

43
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on peut obtenir une meilleure précision en simulant deux fois moins d’accroissement
du brownien. En effet, si N est le nombre de simulations par la méthode sans controle
antithétique, alors sous la condition précédente

(X7)+9(X7)
Var (#5255 var ()
N/2 N

t w avec N/2 trajectoires est

plus précis que celui qui consiste a simuler g(X7) avec N trajectoires. On peut montrer
qu’il y a un gain de variance dés que Wr — ¢g(Xr) est monotone.

ce qui signifie que 'estimateur obtenu en simulan

Lemme 3.1.1 57 g est monotone et o > 0, alors
Cov (9(Xz) , 9(X7)) < 0
avec inéqalité stricte si g est strictement monotone sur un domaine de mesure non nulle.

Preuve. Soit f la densité de la loi normale centrée de variance 7. On note m = E [g(Xr)]
et g(Wr) = g(Xr). Sans perte de généralité, on peut supposer que g est croissante. Soit
c:=inf{y € R : g(y) > m}. On a alors

/(Q(w) —m) (g(—w) —m) f(w)dw = /(g(w) —m) (§(—w) — §(—c)) f(w)dw
T (§(—c)—m) / (§(w) —m) flw)dw .

Par définition de m, on a [ (§(w) —m) f(w)dw = 0 . On utilise ensuite la monotonie de
g pour montrer que pour tout w

(g(w) =m) (g(—w) = g(=c)) < 0,

avec inégalité stricte sur un domaine de mesure non nulle g est strictement monotone
sur un domaine de mesure non nulle. O

Exemple 3.1.2 On applique cette méthode a [’évaluation d’un put européen dans le
modeéle de Black-Scholes. On prend r = 0, 0 = 0.3, T =1, Xy = 100, et un strike K
= 105. Le tableau suivant résume les écart-types et les intervalles de confiance estimés
avec et sans controle antithétique. Le nombre de trajectoires correspond au N ci-dessus.
Le priz exact est de 14.88.

Nombre de trajectoires Avec Sans
20 000 0.0256 , [14.83 , 14.93] | 0.1163 , [14.62, 15.08]
200 000 0.0181, [14.85, 14.92] | 0.03684 , [14.77 , 14.91]
1 000 000 0.0080 , [14.87, 14.90] | 0.0165, [14.85, 14.91]




3.2. REGULARISATION DU PAYOFF

Le gain est évident, surtout pour un petit nombre de trajectoires.

On refait maintenant la méme étude pour le payoff (non monotone) [K — X7|*+ [ X7 —
K" :

Nombre de trajectoires

Avec

Sans

20 000
200 000
1 000 000

0.1723, [24.40 , 25.08)
0.0554 , [24.72 , 24.93)]
0.0247 , [24.71 , 24.80]

0.1349 , [24.57 , 25.10]
0.0421 , [24.66 , 24.83)
0.0188 , [24.72 , 24.79]

3.2 Reégularisation du payoff

., X;"). Si la fonction

g est trop irréguliére, on risque d’avoir une mauvaise approximation de ’espérance. La

On se place en dimension d = 1 et on considére F' = g()_(t’i, ..

proposition suivante montre comment on peut la régulariser.

Proposition 3.2.1 On suppose que a > € sur R pour un e > 0. Soient g et G deux fonc-
tions a croissance polynomiale telles que g = O"G/Ox' - - 0x™ au sens des distributions,
alors :

E[F] = E

G(Xg,...,Xg)H
=1

Ta()_(g_l)

n (Vth B Wtil)] ‘

Preuve. On se restreint au cas ou F' = ¢g(X7) pour simplifier les arguments. Le cas
général est obtenu de la méme maniére. Par construction du schéma d’Euler, on a

Bloeep] = B[ [, o oan vty )0 ]

ou f est la densité de la loi A/(0,1). En intégrant par parties, on obtient alors

w2\ n'%w f(w)dw
ni’2 ) T'2a(Xp )

E[F] = E

o (R ruepanerae)
R
ce qui donne le résultat. O

Ceci permet de régulariser le payoff g en passant a une primitive. Le prix a payer est
n(We,~We,_, )

T ) dont la variance est trés élevée si les t;
ti—1

’apparition du poids aléatoire [},

sont proches.

Exemple 3.2.2 Soit g(x) = 1j,4(x) avec d = 1. On introduit la fonction G(x) = (v —
a)ligp)(z) + (b — a)lysy. Alors, G' = g et on obtient :

Bk = B foutp G )
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Dans le modele de Black-Scholes , si X = In(X) est le log du priz, on obtient

WT} . (3.2.1)

E [g(XT)] ~ E [G(XT) —

On teste cette méthode pour E [1{XT€[a7b]}} dans le modéle de Black-Scholes de paramétres
r=0,0=025 T =1, Xg = 100. On prend a = 95 et b = 105. On passe au In pour
utiliser la formule (3.2.1). Le tableau ci-dessous donne les écart-types et les intervalles
de confiance simulés avec et sans régularisation, le prixz réel étant d’environ 15.7.

Nombre de simulations Sans Avec
10 000 0.43, [15.6 , 17.3] | 0.18 , [15.3, 16.0]
20 000 0.30, [15.5, 16.7] | 0.12, [15.4, 15.9]
50 000 0.24, [15.6 , 16.5] | 0.10, [15.5, 15.9]

Exercice 3.2.3 Soit ¢ telle que ¢ = 1 sur [a,b]. Montrer que si ¢ et sa dérivée (au
sens des distributions) sont & croissance polynomiale, alors :

_ _ n T — tn_1 1S n1/2
() (so(X%) (Wr — W, )—wX”)ﬁ)]

E[1y(X7)] = E Ta(X3, )

ot G(x) = (v — a)ly(z) + (b —a)lysy.

3.3 Variable de controéle

3.3.1 Motivation et exemples

L’idée du Control Variate est d’introduire une variable Y d’espérance nulle telle que
Var (F'+Y) << Var (F). Puisque Y est d’espérance nulle, on peut estimer E[F] =
E[F + Y] par

1 N
= Nz Y(J

J=1

Evidemment cet estimateur a les mémes propriétés de convergence que p”, mais est plus
précis a N fixé.

Exemple 3.3.1 (Option Vanilla) On considére le payoff F = g(X2) ot g est G valeurs
dans R et X est solution de (2.2.1) avec b = 0, i.e. on considére par exemple les priz
actualisés des actifs sous-jacents au tauz sans risque. Dans ce cas, E[XZ] = X,. La
variable (vectorielle) X7 est donc un candidat naturel pour servir de variable de controle.
On peut alors chercher ¢ minimiser sur p € R?

Var (g()_(%) + p*)_(%) = Var (g()_(%)) + 2p*Cov (g(X%), X%) + p*Var ()_(%) 0,
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ot Cov (g(X7), Xp) = (COV (g()_(%),)_(%j)> et Var (X7) = (COV ()_(%i,)_(%j)> . L’op-

J ,J

timum est atteint pour
A on) 1 v e
p = —Var(X}) Cov (9(X7}),X}) .

En général, on ne connait pas explicitement p mais on peut essayer de l’approcher nu-
meériqguement par Monte-Carlo.

Dans l'exemple suivant on se place dans le modéle de Black-Scholes en dimension 1.
On prendr =0, 0 =0.3, Xog = 100, T' = 1, et on veut évaluer un call européen de strike
K = 80. Comme le strike est faible par rapport au priz du sous-jacent, on peut s’attendre
a un forte corrélation entre le payoff de loption et Xp. On estime le p = —0.825. Le
tableau ci-dessous résume les écart-types et les intervalles de confiance estimés avec et
sans variable de controle, le prix exact étant de 23.53.

Nombre de simulations Avec Sans
5 000 0.0938 , [23.29, 23.66] | 0.3887 , [23.42, 24.95

] ]
10 000 0.0664 , [23.39 , 23.65] | 0.2739 , [23.50 , 24.57]
100 000 0.0208 , [23.51 , 23.60] | 0.0851 , [23.47 , 23.80]
500 000 0.0093 , [23.52, 23.55] | 0.0379 , [23.48 , 23.63]

On observe que lutilisation de la varitable de contréle améliore largement la précision
de Uestimateur. Bien entendu, il s’agit d’un cas favorable puisque la corrélation est trés
forte.

On refait maintenant la méme étude avec un strike K = 150. Dans ce cas, la corrélation
n’est plus que de 0.148, le gain de variance est beaucoup plus faible. On obtient les
résultats suiwants, le prix exact étant de 1.49,

Nombre de simulations Avec Sans
5 000 0.06842 , [1.496 , 1.764] | 0.0828 , [1.445 , 1.770]]
10 000 0.0296 , [1.466 , 1.582] | 0.0360 , [1.4592 , 1.600]
100 000 0.0210, [1.470, 1.552] | 0.02567 , [1.468 , 1.568|
500 000 0.0092 , [1.477, 1.513] | 0.0113, [1.475, 1.519]

Exemple 3.3.2 (Option asiatique) On suppose que X est solution de l’équation de
Black-Scholes (2.1.1) en dimension 1. Si o est faible, on peut suivre l'approche de [{2]
qui consiste a utiliser [’approzimation

1 [ 1 [
T/o Xidt ~ exp (T/o ln(Xt)dt) = Zr,

1/T1 (X)dt = (r— 2/2)T+U/TWdt (3.3.1)
T . n t = T g 5 T ; t . L.

o
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Comme
Loi (% /OTln(Xt)dt) = N (T(r/2-0%/4), 0?T/3) ,

il est souvent possible de calculer facilement E [g(Z7)]. Par exemple, si g(x) = [z — K|,
il suffit d’utiliser la formule de Black-Scholes avec les paraméetres ¥ = r/2 — 0% /12 el &
= U/\/g, en faisant attention a corriger le résultat du facteur d’actualisation. On peut
alors se servir de g(Zr) comme variable de contrile.

On teste cette méthode pour évaluer un call asiatique de parameétres r = 0.1, o = 0.2,
T =1, Xg = K =100. On utilise la discrétisation par trapézes pour approcher fOT Xydt
avec n = 50. La formule de Black-Scholes permet de calculer e TE [g(Z7)] = 6.77 et on
prend pour variable de contréle

Vo= e (]E [g(ZT)] - [6(T702/2)%+ﬁ Z?;01(Wti+wfi+1) — K] +) .

Le tableau ci-dessous donne les intervalles de confiance simulés avec et sans cette variable
de contrédle, le prix réel étant d’environ 7.04.

Nombre de simulations Awvec Sans
10 000 [7.034 , 7.049] | [6.957 , 7.296]
20 000 [7.034 , 7.046] | [6.970 , 7.207]
50 000 [7.039 , 7.045] | [6.974 , 7.124]
100 000 [7.037 , 7.042] | [6.980 , 7.086]

Exemple 3.3.3 (Option américaine) Dans la Section 2.6, on a proposé un schéma
de discrétisation de ’équation backward réfléchie associée au probléeme d’évaluation de
loption américaine. On donnera dans la Section 5.1.2 une méthode pour estimer par
Monte-Carlo les espérances conditionnelles qui apparaissent dans ce schéma. Comme
le priz de l'option américaine est fortement corrélé a celui de l'option européenne, on
peut utiliser comme variable de contréle dans les modéles de type Black-Scholes pour
lesquelles on connait le priz exacte de l’européenne. Pour un put américain de strike K,
le schéma devient

—n Vg1 onlt

p (thtn) = [K_th}

-n n Ve —rr -n Ve v + v
(t;, X*) = max {g(Xti), e E [p (tisr, X7,) — [K—Xtm] | Xti]
+BS(X," tix1)} . i€{0,...,n—1}.

ot BS()_([:, tiv1) est le priz de Black-Scholes du put de maturité t; 1, sile sous-jacent vaut
)_(t" a la date t;. On peut également utiliser le prix de l'option européenne comme variable
de contrféle a la place du Qayoﬁ. Ceci revient & remplacer [K — X&lﬁ par BS(Xy, |, T)
et BS(X[,tiy1) par BS(X},T).
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3.3.2 Approche systématique

Dans les exemples précédents, on choisit une classe de variables de controle que ’'on
suppose étre "bonne" a priori. Le théoréme de représentation des martingales (voir par
exemple [40]) permet d’obtenir une variable de controle permettant d’éliminer en théorie
(de réduire en pratique) la variance de I'estimateur.

Théoréme 3.3.4 (Représentation des martingales) Soit F' € L? une variable aléa-
toire Fr mesurable, alors il existe ¢F € L*([0,T] x Q,dt @ dP) adapté tel que

T
F = IE[F]+/ oEdW .
0

Pour F = g(X%), il est donc optimal d’utiliser Y := — fOT dFdW, comme variable de
controle. Evidemment, ceci est complétement théorique puisqu’en général on ne connait
pas ¢F.

Si F' = g(Xr), on peut estimer ¢ en utilisant le Théoréme 2.2.10 :

1/ On calcule numériquement une approximation @ de la solution de (2.2.5) par une
méthode de différences finies. On obtient ainsi une approximation V, o du gradient de u
par rapport a x.

2/ On utilise 'approximation

T n
/ Vau(s, X)a(X)dW, ~ > Vailti, X' )a(Xp )W, = W,,_,) .
0

=1

3/ On pose

ti—1

Y = vaﬂ(tl,l,xn )a(XZﬁl)(Wti — Wtz‘—l) .
i=1

Comme E[Y] = 0, on peut s’en servir comme variable de controle.

Remarque 3.3.5 Evidemment, si 'on pouvait calculer une approximation suffisam-
ment fine de la solution de (2.2.5), on n’aurait pas besoin d’utiliser de méthode de
Monte-Carlo, cf (2.2.6). Toutefois, on peut se restreindre a une résolution grossiére de
(2.2.5) qui soit suffisante pour étre utilisée dans la méthode de réduction de variance.
On peut également approcher le gradient par celui correspondant a4 un payoff/modéle
proche pour lequel on a une formule explicite. Par exemple, dans un modéle & volatilité
stochastique, on peut approcher le delta en ¢; par le delta de Black-Scholes correspondant
a la valeur de la volatilité en t;.

Remarque 3.3.6 Cette approche par EDP s’étend aux options asiatiques, lookback ou
a barriére. Le cas des options asiatiques est traité simplement en augmentant la taille
du processus X, le résultat est similaire a celui du Théoréme 2.2.10 pour le processus
augmenté, voir également [48] Proposition 5.2.11. On pourra consulter [65] pour les
options lookback et [35] pour les options a barriére.
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3.3.3 Meéthode adaptative

On se place dans le cadre du modéle de Balck-Scholes, i.e. b(z) = rx et a(z) = diag [x] o
avec d = 1 et un payoff de la forme

G = w(WtNWtQ_th"'?th_thfl) .

On cherche un processus h déterministe et constant, égal & h’, sur les intervalles [t;_1, t;].
Onnote Z = (Wi, Wy, =Wy, ..., W, —W,,_,) et, par abus de notation, h = (h',... h").
Le probléme est donc de minimiser sur R” la fonctionnelle

H(h) = E[(Z)-h'2)] .

En écrivant les conditions du premier ordre sur ce probléme de minimisation strictement
convexe et coercif, on déduit que la solution est donnée par h défini par

hi = E[Z%(2)]/(t:i = ti) -

On considére alors la suite ((,), définie par

= S (ZZ) (i~ i)

ou (Z,), est une suite i.i.d. de méme loi que Z. Il est clair que ¢, — h p.s. Si 1 est au
plus a croissance exponentielle, on déduit alors des résultats généraux obtenus par |2|
que

1 N
my = N Z (V(Zns1) = hyZny) — E[Z] p.s
VN (1§ — E[Z]) — N(0,v?)
N
Z Zp+1) h:LZn+1)2 — (mfy)* — v* p.s.

ou v? := Var(y(Z) — h*Z).

3.4 Fonction d’importance

3.4.1 Un exemple

Supposons que 1'on veuille évaluer E[X; — K]*. Si K est proche de, ou inférieur a,
Xy, on aura beaucoup de simulations X(Tj) supérieures 4 K. Mais si K est beaucoup
plus grand que X, il y en aura peu et 'estimateur de Monte-Carlo risque d’avoir une
variance trés forte.

Une facon de remédier a ce probléme est de forcer Xr "a aller au dessus de K" en lui
ajoutant un drift positif. Ceci peut étre fait sans changer la valeur de I'espérance grace

au théoréme de Girsanov, voir par exemple Théoréme 5.1 dans [40].
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Théoréme 3.4.1 (Girsanov) Soit h un processus adpaté a valeurs dans R? tel que
T
/ |hs|?ds < oo P—p.s.
0
Soit
1 /7 T
HE = exp {—5/ HhSH2d8—|—/ h:dWs} .
0 0
Si E[HA] =1 alors P" = H-P est équivalente o P et
Wh = W —/ hst
0
est un P"-mouvement brownien.

Si h vérifie les hypothéses du théoréme précédent, et si on note E" I’espérance sous P”,
on a :

Elg(Xr)] = E [(H%)_IQ(XT)} :

Dans le cas présenté en introduction, on peut choisir h positif de telle sorte que P"[Xp >
K] soit grande. On simule X sous P" en utilisant I'équation

t t
Xy = Xo +/ (b(Xs) + a(Xs)hs) ds +/ a(X)dw!, 0<t<T,
0 0
oit W" est un P"-mouvement brownien. Il faut également simuler

1 T T
HE = exp{—/ ||hs|]2ds+/ hdesh}
2 0 0

sous P".

Exemple 3.4.2 On se place dans le modele de Black-Scholes en dimension 1. On prend
r=20,0=025 X,=100, T =1, et on veut évaluer un call européen de strike K =
150. Le priz exact est d’environ 0.672. On utilise la méthode avec h = 2.

Nombre de simulations | Sans Importance Sampling Avec h=2
10 000 0.0484 , [0.584 , 0.774] 0.0046 , [0.668 , 0.686]
100 000 0.0149 , [0.658 , 0.716] 0.0015 , [0.669 , 0.675]
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3.4.2 Approche systématique

Comme dans la Section 3.3, on peut trouver un h optimal. On suppose que ' > ¢ > 0.
Si le payoff est bornée inférieurement, ce qui est en général le cas dans les applications
en finance, on peut toujours supposer qu’il est uniformément strictement positif en lui
ajoutant une constante (ce qui ne fait qu’ajouter une constante a I’espérance que 1’on
veut calculer). On suppose également que F' € L?. Dans ce cas, on peut définir

1
hy = ——=——¢f te|0,T
! E[F|Ji]¢t’ €0.71,

avec ¢f" défini comme dans le Théoréme 3.3.4. On vérifie que h € L*([0,T] x Q,dt ® dP)
et que E[H!] = 1. On est donc sous les conditions du Théoréme 3.4.1. Soit

¢ = E[F|A]/E[F], tel0,T].
On a d’aprés la définition de h et ¢

1

t t
¢ = —— Byaw, = 1— [ ¢hidW,
¢ 1+E[F]/O<¢s> W, = 1 /Oc AW,

1 T T
(r = exp ——/ ||hSH2ds—/ REAW, b = HI .
2 0 0

On en déduit que (HR)™'F = E[F] de sorte que la variance de (H2)'F est nulle.
Comme dans la Section 3.3.2, on peut chercher a utiliser les techniques d’EDP pour

d’ou

approcher h et donc Hfl. Par exemple, pour les options vanilla, si la solution u(t, z) de
I'EDP associée (voir Théoréme 2.2.10) est suffisamment réguliére, on aura :

1
- X)a(X,) .
ht u(t’Xt) qu<t, t)a( t)

On peut également 1'approcher par celui d’un payoff/modéle proche de celui considéré,
pour lequel la formule est explicite, voir Remarque 3.3.5. C’est par exemple 'approche
suivie par [29].

3.4.3 Fonction d’importance optimale et algorithme de Robbins
Monro

Ré-écriture du probléme

On se place dans le cadre du modéle de Balck-Scholes, i.e. b(z) = rx et a(z) = diag [z] o,
avec d = 1 et un payoff de la forme

G — ¢(Wt17Wt2_thy---;th_Wtﬁ,1> .
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On cherche un changement de mesure optimal avec h déterministe et constant, égal & h?,
sur les intervalles [t;_1,t;]. On note Z = (Wi, , Wy, — Wy, ..., W, — Wy, ) et, par abus
de notation, h = (h',..., h*). Le probléme est donc de minimiser sur R” la fonctionnelle

. 2
H(h) = E |:<e_;”h||2—h ZlZ)(Z—l— h)) :|
En utilisant le théoréme de Girsanov, on observe que
) = B[] < gl gy
_ E[e%uhw—h*zwz)z] .

Si E[1)(Z)*"¢] < oo pour un € > 0, on vérifie facilement en utilisant I'inégalité de Holder
que H est deux fois continument dérivable. En particulier

VH() = E[(h— 2)e 22y

Comme il s’agit d’un probléme strictement convexe (calculer la Hessienne) et coercif
dés que ¢ > 0 et 1 # 0 (minorer le log en utilisant I'inégalité de Jensen), il existe un
optimum h qui en outre est la solution de

VH(h) =E [(ﬁ _ Z)e%IIEIIQ—ﬁ*ZQﬁ(Z)?} ~0. (3.4.1)

Algorithme de Robbins-Monro

D’aprés 1’équation (3.4.1), on doit résoudre un probléme du type
f(h)=E[F(h,Z)] = 0

ou F est une fonction de R* x R? dans R* et Z une variable aléatoire sur R?. L’algorithme
de Robbins-Monro consiste a simuler une suite (Z,),>1 de copies indépendantes de Z et
a définir la suite ((,),>1 de variables aléatoires par

CnJrl = Cn - ’VnJrlF(Cn; Zn+1) )

la condition initale (, étant donnée. Sous des hypothéses classiques on obtient le résultat
de convergence suivant.

Théoréme 3.4.3 Soit F,, := (i, Yi ;3 kK < n) ot Yoiq = F (o, Zni1). On suppose
qu’il existe h vérifiant f(h) = 0 tel que (h — h)*f(h) > 0 pour tout h € R* \ {h}. On
suppose également que la suite (7,), vérifie

Z% =00 et Zﬁ < 00 . (3.4.2)

n>1 n>1

S’il existe C > 0 tel que E[||Yoal]? | Fo] < C(1+ [|G?) p-s. pour tout n > 1, alors
Cn — h p.s.
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Il est clair que les deux conditions sur h sont vérifiées dans notre probléme 3.4.1. Par
ailleurs, on peut toujours choisir (7,), vérifiant (3.4.2). Par contre la derniére condi-
tion E[||Y,1]]? | Fu] < C(1 + ||€a]]*) p-s. n’a aucune raison d’étre vérifice a cause de
I’exponentielle intervenant dans la formule.

Pour palier a ce probléme, [3] a proposé une version tronquée de cet algorithme qui
évite I'explosion de la suite (,, quand la condition d’intégrabilité n’est pas vérifiée.
L’algorithme consiste a se donner z' # 2% et M > 0 tels que

max{f(z'), f(#*)} < min{M, inf f(z)},

ll=(|=M

puis une suite de réels (u,), strictment croissante et tendant vers l'infini, avec uy > M.
On définit ensuite la suite ((,), par

C = Cn - ’yn+1Yn+1 si Hgn - fYnJrlYnJrlH S up(n) )
i Z, sinon

avec z, = x' si p(n) est pair et 22 sinon, et p(n) = S 31—, Lji¢e i1 Yiesr [ >,y @VEC p(0) = 0.
Le résultat de convergence suivant est démontré dans [3]. Il discute également le choix
de la suite (uy,)n.

Théoréme 3.4.4 On suppose qu’il existe € > 0 tel que E[||¢(2)]|*¢] < oo et on définit
Ualgorithme précédent avec F' associée au probleme (3.4.1). Alors, on peut choisir (uy)s,
et (Vn)n telles que (3.4.2) soit vérifiée et

Y RElYanl? | Fa] <00 pas.

n>1

Dans ce cas, ¢, — h p.s. Par ailleurs, si

iy = %Z (Tt PG a) (2, 4 G,) et mi=Elp(2)].
alors
iy —m ps. et VN(ily —m) — N(0,0°)
ot v? :Var<<e_%”ﬁ”2_h*z) V(Z + fz))

Preuve. Voir la section 6.5 pour une preuve de la convergence p.s. sous des conditions
supplémentaires. O

Ce résultat est en fait un cas une application du cas général traité dans [2]. En particu-
lier, le théoréme de la limite centrale énoncé reste vrai si on remplace v? par I'estimation

N

N 1 _ 1 2_ * 2 AT

12V = N Z (6 2llGn =1l =(Xn-1) Zn) ¢<Zn + Cn—1>2 - (TnN)2
n=1



3.4. FONCTION D’IMPORTANCE )

dans le sens o \/N(6%)~1(m}y —m) — N(0,1). On a en fait 6% — v? p.s.

On conclut cette section par la preuve du Théoréme 3.4.3.

Preuve du Théoréme 3.4.3. Pour simplifier, on suppose que k = 1 et que f(z) =
E[F(z, Z)] est bornée uniformément par C. On commence par calculer

E[|Gusr =2 | Fa] = 160 = Bl = 290iB (G = B)Yosa | 7o
+ E[yna Yo | Fa] -

Comme E [(Cn — ]A”L)Yn+1 \ Fn] = (¢ — ﬁ)f({n) > 0, on en déduit que

E[|Cn+1—?z|2lfn} < G — WP+ E YA | Fl (3.4.3)

[’équation précédente implique également

0 <2E 27n+1<§n - iL>Yn+1

n>0

<P+ B[y Y] <o (3.4.4)

n>0

puisque |f| < C par hypothése. En particulier la suite (.S,,),, définie par

Su =Y B[y Vi | Ful
k=0

est bornée p.s. par C' et donc converge presque surement en tant que suite croissante.
Comme (Z,),, définie par

Zy = |G—h?+C—=28,

est une sur-martingale par (3.4.3) et qu’une surmartingale bornée inférieurement admet
une limite p.s., on en déduit que (|, — h|*), admet p.s. une limite. On déduit alors de

(3:4.4), de Tidentité E[5,2(C — W)Yo | = E[S,20(G — 1)(G)], de Ta condition

de monotonie sur f et des hypothéses sur (,), que Pllim, [¢, — h| > 6] = 0 pour tout
0 > 0. Il s’en suit que (, — h p.s. O
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Chapitre 4

Calcul des sensibilités

Connaitre la sensibilité d’un portefeuille par rapport aux variations des sous-jacents
est tout aussi important que de connaitre sa valeur. En effet, ce sont ces sensibilités qui
vont permettre de se couvrir. Par ailleurs, on a vu que la connaissance du delta permet
de mettre en oeuvre des techniques de réduction de variance.

4.1 Approche par différences finies

On note X* la solution de (2.0.1). Une premiére approche pour calculer le delta et le
gamma de

u(0,2) = Elg(X*)],

consiste a utiliser une méthode de différences finies, i.e.

: 0 1 , . o
AY(0,x) = a—;i((),a:) ~ o (u(0,z +ee)) —u(0,z —eel)) = A0, x)

ij 0u L i J A J g
r’(0,z) = S D0l (0,z) ~ % (A (0,2 4 ¢ce)) — A* (0,2 — sed)> =: (0, )

ol eq = Vect[1].
L’algorithme consiste & estimer par Monte-Carlo la fonction u en partant des différentes

conditions initiales puis & utiliser les approximations A et I

Il y a essentiellement deux possibilités que nous exposons pour le calcul du delta d’une
option vanilla en dimension d = 1 (on suppose évidemment que 'on peut simuler g(X?¥)) :

1/ On utilise N simulations pour estimer une approximation 4(0,z +¢) de u(0,z +¢) et
N (autres et indépendantes des premiéres) simulations pour estimer une approximation

o7
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(0,2 — €) de u(0,x — €). Dans ce cas, on a :

Var (ﬁ((), T +e) 2—871(0,13 — 6)) _ 4L52 (Var (@(0,z + €)) + Var (4(0,x — €)))

L (Var(g(Xg) | Var (9(7)
(P )

42 N N

1 T
= mvar (9(X7)) -

2/ On simule N trajectoires du brownien et on construit X*™ et X*~¢ avec les mémes
trajectoires. Dans ce cas

Var (a(o, T +e) 2—511(0, x — 5)) i\/ar (g(Xé;ﬁ) 2_69()(;—6))

~ Var (g (X3)

Si € est petit et g réguliére, la seconde méthode sera en général préférable a la premiére.

Cette méthode est trés simple a mettre en oeuvre mais le choix du € n’est pas évident. Si
€ est trop petit, la variance de 'estimateur peut étre trés grande, c’est le cas si le payoff
est tres irrégulier. Si € est trop grand, 'approximation des dérivées est mauvaise, voir
I’Exemple 4.2.4 ci-dessous. Les vitesses de convergence de ces méthodes ont été étudiées
par [31], [32] et [50].

Typiquement, en utilisant 1’approche 2/, on obtient une vitesse de convergence en loi
en VN si Nic — 0 lorsque u est C3. Si on utilise un schéma de type “forward”, i.e.
(@(0, z + ) — @(0,x)) /e, on obtient une vitesse en loi en v/N si Nze — 0 lorsque u est
C2.

On peut également consulter [23] pour des résultats sur les vitesses lorsque 1’on remplace
X par son schéma d’Euler.

L’objet des sections suivantes est de donner une interprétation probabiliste de ces
sensibilités qui ne fasse par intervenir d’approximation.

4.2 Grecques dans le modéle de Black et Scholes

On note X* la solution de (2.1.1) avec d = 1 et la condition initiale X, = z. On
considére le payoff g(X7%) et on cherche a donner une représentation probabiliste des
dérivées de

u(0,z) = Elg(X7)] -

Proposition 4.2.1 Supposons que g est 4 croissance polynomiale. Alors,

ou 1 -
%(Oﬂ) = mE lg (X7) W] .
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Preuve. On suppose que g est C}, le résultat général étant obtenu par densité. Tout
d’abord, on remarque que

0X7 o(b=0?/2)T+oWr lX::F P—p.s.
Ox x

On en déduit que
X 1 / xr xX
-+ (X7) = 59 (X7) X7 P—ps.

Par ailleurs,

1X7 — X]
€

e L%,

1
c Hg (X%—l—s) - g<X§B“)|| < Ng'llso He(bfa2/2)T+aWT

= [l9'lloo

Par convergence dominée, on a donc :

ou 1 s o
8_95(0’36) = EE[Q (XT)XT] .

Soit f la densitée de la loi normale centrée réduite. L’équation précédente se ré-écrit :

%(0, 33') _ /Rg/ (xe(b—az/Q)T-‘rJ\/Tw) e(b_UZ/Q)T+Uﬁwf(w)dw

1 (99 (xe(b—(f?/Q)T—&-o\/Tw) f(w)dw

B /R:EU\/T%

= / 1\/Tg (xe(b*02/2)T+"‘/T“’> wf (w)dw
R TO

en intégrant par parties, ce qui donne le résultat.

O
Exercice 4.2.2 Montrer que si g est a croissance polynomiale :
0%u 1 W2 1

—(0,z) = Elg(Xp) (=% -Wr—=]]. 4.2.1

8x2< ) 220T {g( 7) (UT T 0’)} ( )

Donner une représentation similaire pour le véga : g—“(O, ).
(o8

Exercice 4.2.3 Touver une formulation du delta et du gamma pour les options asia-
tiques.

Exemple 4.2.4 On utilise le résultat de (4.2.1) pour estimer

82
52 [Loxgean] -
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On prend comme paramétres x = 1, 0 = 0.25, r =0, a = 0.95 et b = 1.05. On donne
les intervalles de confiance obtenus par 'approche par différences finies avec différentes
valeurs de € et par (4.2.1). On fait o chaque fois 50.000 simulations. La valeur exacte
est d’environ —2.53.

Meéthode Intervalle estimé
Par (4.2.1) [—2.61, —2.51]
Diff. finies e = 0.5 [—0.32, —0.31]
Diff. finies ¢ = 0.1 [—2.47 , —2.06]
Diff. finies ¢ = 0.05 | [~3.34, —1.68]
Diff. finies e = 0.005 | [—20.31, 23.91]

On observe que le résultat est extrémement biaisé pour e = 0.5 et € = 0.1. Poure = 0.005,
il est trop volatil. Méme pour € = 0.05, le résultat est bien moins précis que celui obtenu
par (4.2.1).

Remarque 4.2.5 Dans la preuve de la Proposition 4.2.1, on a utilisé deux notions de
différentiation :

(i) On a dérivé X7 par rapport a sa condition initiale z. Le processus Y. = % s’appelle
le processus tangent a X*.

(i) On a utilisé la dérivée de g (me<b_02/2)T+Uﬁw) par rapport & w. A une normalisation
prés, cela revient a dériver g (X7) par rapport & Wp. On a ensuite utiliser une intégration
par parties par rapport a w, c¢’est-a-dire "par rapport a" W.

Au vu de la remarque précédente, on a besoin de deux notions : celle de processus
tangent, et celle de dérivation par rapport au mouvement Brownien. L’objet des sections
suivantes est de définir ces deux notions. On les utilisera ensuite pour généraliser les
résultats obtenus dans le modéle de Black et Scholes.

4.3 Processus tangent

4.3.1 Notions de processus tangent

On note X la solution de (2.0.1) avec pour condition initiale X§ = .

Théoréme 4.3.1 Sia, b € C}, alors, pour tout t € (0,71, Uapplication x — X[ est
p.s. C'. Le processus (matriciel) gradient V, X = {(%55),;} est solution de 'EDS :

t d t
Vo XP = I+ /0 V(X2 V. XEds + > /0 Val (XO)V,X2dW! . (4.3.1)
j=1

(voir Théoréme 39 dans [62].)

Le processus V, X7 est appelé processus tangent ou de dérivée premiére.
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Exemple 4.3.2 Pour d = 1, l’équation (4.3.1) s’écrit
t t
V. XP = 1+/ b’(Xf)Vfods%—/ ' (X2)V X7 dW,
0 0

dont la solution est

V. XE = oJo (V(XE)—la' (X2)|2/2)ds+ [§ o/ (XT)dWs .

Exemple 4.3.3 Si b(z) = rx et a(z) = diagz]o comme dans le modéle de Black-
Scholes, on obtient

. ) d
V. X7 = diag {(a“‘—lloﬂ'H2/2>t+of<wt)

j=1

} — diag[t] ' X7 = X[

Remarque 4.3.4 En imposant plus de régularité sur a et b, on peut définir des processus
dérivée d’ordre supérieur. On considére alors le processus tangent du processus tangent,
etc...

Remarque 4.3.5 On peut également définir le processus dérivée, V, X", du schéma
d’Euler X®" de X®. Il est obtenu par récurrence

Vngz,n = 1y

1

d
Vo XP" = VX" 4 VB[ VX" A+ Vad (X" ) VX" AW/ (4.3.2)
j=1

[’équation (4.3.1) peut étre vue comme limite de (4.3.2) quand le pas de temps tend
vers 0, V,X*" coincinde avec le schéma d’Euler de V,X?*.

4.3.2 Processus tangent et delta

On peut maintenant reprendre les arguments de la Section 4.2 pour calculer Vu. On
suppose tout d’abord que g est C}} de sorte que par convergence dominée :

Vu(0,z) = E[Vg(X7)V.XT] .

Par passage par densité, on obtient le résultat pour toute fonction g dont les dérivées
premiéres sont a croissance polynomiale. On peut également I'obtenir pour des payoffs
dépendant de la trajectoire de X aux dates t;.

Proposition 4.3.6 Soit g une fonction C; de R dans R. Alors,
VE [9(X},.... X0 = D E[Vig(XP, ..., X[)V.X]] (4.3.3)
i=1

o V;g denote le gradient de g par rapport & son i-éme argument (vectoriel).
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Remarque 4.3.7 On obtient le méme résultat si on remplace X* par son schéma d’Eu-
ler

VE [g(X5",... . Xi™] = D E[Vig(X5",. .., X0")VL X"
i=1

Au vu de la Remarque 4.3.5, cela revient en fait a discrétiser 'Equation (4.3.3).

Exemple 4.3.8 On considére un call sur moyenne discréte dans le modéle de Black-
Scholes en dimension 1. La maturité est 1 et la moyenne est calculée o intervalles régu-
liers de longueur 1/24, i.e. tous les 15 jours. On prend comme parameétre K = 100, X,
=100, 0 = 0.35 et r = 0.1. On considére n = 24 pas de temps, et on estime le delta par

la formule
2 1 L (r—o2/2)+ocW; 1
E 1A12K;ﬂ624 24 = WE [Al]'AlZK]
avec
1 2 L (r—a2/2)+oW;
Al = ﬂZXQ@M 21
=1

Les résultats suivants ont été obtenus en utilisant le contréle antithétique.

Nombre de simulations | Intervalle de confiance du delta
5 000 [0.598, 0.605]
10 000 [0.601, 0.606]
50 000 [0.601, 0.604]

Exercice 4.3.9 Donner une représentation du gamma sur le modéle de la Proposition

4.3.6.

4.3.3 Processus tangent et véga (exercice)

On peut facilement étendre 'approche précédente pour estimer le 9, i.e. la sensibilité
du prix de 'option par rapport & une pertubation sur la matrice de volatilité a. On se
donne une fonction @ de R? dans M¢, ¢ > 0 et on note X? la solution de (2.0.1) avec la
matrice de volatilité a 4+ ca a la place de a. On cherche a estimer

v(a) = %E [9(X5")] L

On suppose que a, b et a € C}
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1/ En considérant £ comme un processus déterministe, déduire du Théoréme 4.3.1 que

ARES %Xgalgzo est bien défini et est solution de

/Vb Z“ds+/ S)dW, +Z/ Va'(X)ZEdW! | te[0,T].

2/ En déduire une formulation de la dérivée directionnelle ¥(a) sur le modéle de la
Proposition 4.3.6.

4.4 Calcul de Malliavin

Les deux derniers résultats donnent une représentation précieuse du gradient, puis-
qu’elle fournissent des estimateurs de Monte-Carlo trés naturels. Evidemment, elles sont
utiles a des fins de couverture mais peuvent également étre employées dans le cadre des
techniques de réduction de variance présentées dans le Chapitre 3. Toutefois, ces for-
mulations imposent la dérivabilité du payoff (au moins dans un sens faible) et surtout
la connaissance de cette dérivée. Ceci n’est pas si évident. Si 'on veut calculer le delta
d’un book d’options, on ne connait pas forcément dans le détail la forme exacte de tout
les payoffs (ils sont généralement fournis par un ordinateur qui agit comme une boite
noire). Dans la Proposition 4.2.1, on a vu que, dans le cadre particulier du modéle de
Black-Scholes, on pouvait obtenir une formulation ne faisant pas intervenir le gradient
de g. Pour cela, on avait utilisé une idée d’intégration par parties par rapport a la den-
sité gaussienne. Dans cette section, on va introduire une notion de calcul différentiel
par rapport a la trajectoire du mouvement brownien, et une formule d’intégration par
parties associée. Nous renvoyons a [57] et [58] pour une présentation compléte du calcul
de Malliavin.

4.4.1 Introduction au calcul de Malliavin

Définition 4.4.1 On dira qu’une variable aléatoire F de L? est simple s’il existe un
entier kp, une suite 0 < s{ ... < sf < T et une fonction ¢* de (RY)*" dans R,

continue, C* par morceauz, tels que :
kr

F = ¢F (st, e WSEF) avec ZVJ(;SF (W) 1[t’T}(3]F) € L* pour toutt € [0,T] .
j=1

On note S Pespace de telles fonctions.

Bien qu’il soit défini sur un espace beaucoup plus gros que S, voir [57] et [59], on
n’introduira ici le calcul de Malliavin que pour des fonctions simples. Il y a deux raisons
a cela :

1/ En général, si on sait simuler parfaitement F, ¢’est que F' € S.
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2/ C’est beaucoup plus simple, et nous pourrons mener les preuves jusqu’au bout.

3/ Discrétiser des formules obtenues en travaillant sur X ou travailler directement sur
le probléme discrétisé associé 4 X" revient généralement au méme, voir Remarque 4.4.18.
On ne perd donc rien en se placant tout de suite dans un cadre plus simple a gérer.

Définition 4.4.2 Soit F' € S, pour tout t € [0,T], on définit

F(W +¢1 —
D\F = lin%¢ ( c [t’T])
e— 19

F W kr
o W) _ Zvjaf (W) 1pmy(sh) P-p.s.
j=1

Cette définition peut étre comprise comme ceci : on choque légérement la trajectoire du
brownien W en la remplacant par une trajectoire Wl = W + ely,m, i.e. on "shifte"
le brownien de € aprés t. On regarde ensuite 'impact de ce choc sur F.

On appelle DF' le processus dérivée de Malliavin.

Exemple 4.4.3 On fize s, t € [0,T].
1/ s est indépendant de W et donc Dys = 0.
2/ St F =W ona

W, + ¢l ~ W,
DF = lim et (s = 1ym(s) .

e—0 g

3/ Dans le modéle de Black-Scholes , on a simplement

—g2 2
Dtxe(r 0% /2)s+oWs O'J,’e(r o /2)s+an1

it7](8) -
Remarque 4.4.4 D,F n’est en général pas adapté, voir 'exemple 3/ ci-dessus.
Les propriétés suivantes découlent immédiatement de la définition.

Propriété 4.4.5 Soient F' et G € S et ¢ € C. Alors,
(i) FG et (F) € S,
(1) DY(F) = ¢'(F)DF,
(iii) D(FG) = (DF)G + F(DG).

Remarque 4.4.6 Sibet a € C}, alors )_(f" est une fonction déterministe de (W, 0 <

Jj<i), et Xf" € §. Sa dérivée de Malliavin en ¢ peut étre calculée récursivement :

Dt)?g?n = 0 s t; <t

Dtthim = G(Xt?_nl) si ti—l <t S tl (441)
d

D" = DX+ VHXE) DG A + Y Vad (XI5) DX AW it <t

J=1
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Remarque 4.4.7 On peut observer que le gradient et la dérivée de Malliavin en ¢ de
X" suivent la méme équation, voir Remarque 4.3.5, & la condition en ¢7 prés

Dthil” =0 # VmXx;z” .
Si a(z) est inversible pour tout x € R, un calcul direct montre que
V. X" = DtXi’"a(X;?n)_lva;;ﬂ pour tout t <t; < T .
t
ou " (t) = inf{t;, i € {0,...,n} : t <t}

L’intérét de cette notion réside dans le fait que la stratégie de couverture d’une option
peut s’écrire en fonction de la dérivée de Malliavin du payoff.

Théoréme 4.4.8 (Formule de Clark-Ocone) Soit F' € S, alors
T
0

Preuve. Pour simplifier, on se place dans le cas ot d = 1. On suppose également que

¢ € C?. Le cas général est obtenu par densité. A sI” | <t < sF fixé, E[F | F] est une

fonction ¢ (t, Wy, (W,r);j<i—1). On note ¢ sa dérivée par rapport au deuxiéme argument.
F)j<

On a alors pour s | <t < s
Y(twz) = lime'E[¢7 (5,0 twte,.. 0" twte) =0 (2,00 fw,.. 0" +w)]

ol @ est une variable aléatoire a valeurs dans R* ! distribuée selon une loi normale

N(0,%) avec
Yk = min{s] —t, sk —t}.
On a donc par convergence dominée

kr
ZvasF (z,wi+w,...,w"+w)

j=i

P(t,w,z) = E

SzF—lv SzF]

d’ou pour t € (

W' (t»Wta(WSf)jgz‘A) = E = E[Dip" (W) | F] .

kr
> Vet (W) | R

Comme ¢ € C?Z, on peut vérifier par des arguments similaires que v est C,}’Q par
rapport a ces deux premiers arguments. En appliquant le Lemme d’It6 a la martingale
Y (t, Wy, (Wer)j<i—1) sur (st , sF], on obtient alors

F)j<

i—17 2%

s

E[F| 7| = E[F|]—"Sf_1}+/z

F
Si—1

0 <t, Wi, (st)jéi—1> dW;
_ E[F | ]—“Sfil} +/:FE[Dt¢F (W) | F]dW, .

i—1
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Cette relation étant vérifiée pour tout i € {1,...,k}, en sommant le systéme d’équations
obtenu, on en déduit que

F = E[F|f5kp} = E[F|]—"0}+/SkIE[Dt¢F(W) | Fi] AW, .
— E[F]+/TIE[Dt¢F(W) | Fi] dW
O

On peut maintenant énoncer le théoréme d’intégration par parties du calcul de Mal-
liavin.

Théoréme 4.4.9 (Formule d’intégration par parties) Soit F' € S et soit un pro-
cessus adapté h € L*([0,T] x Q,dt @ dP), alors

T T
0 0

Preuve. On pose X; = E[F | ] et H, = f[f htdWs. On remarque que Hy = 0. D’aprés
le Théoréeme 4.4.8, on a donc par le Lemme d’It6 :

T T T
F / AW, = XpHp — / (Xih! + HE[D,F | F])dW, + / E[D,F | 7] hudt
0 0 0

On obtient donc

T T T
0 0 0

ot 'on a utilisé le Lemme de Fubini et le fait que h est adapté. g

Remarque 4.4.10 Le Théoréme 4.4.9 reste vrai, dans une certaine mesure, méme si
h n’est pas adapté. Dans ce cas, l'intégrale fOT hidW, est définie en tant qu’intégrale
de Skorohod, voir [57]. Lorsque h = Fu oit F' est une variable aléatoire Fp-mesurable
et u est un processus adapté, on obtient, sous certaines hypothéses de régularité et
d’intégrabilité, un lien entre 'intégrale d’It6 et de Skorohod :

T T T
0 0 0
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4.4.2 Calcul de Malliavin et sensibilités

4.4.2.1 Delta pour les variables simples

On commence par utiliser les résultats de la section précédente pour donner une re-
présentation probabiliste du delta. Soit F' € S. Alors, d’aprés le Théoréme 4.4.8

T
F = E[F]+/ E[D,F | F]dW, .
0

On fixe maintenant ¢ et i tels que s’ | <t < s, on a alors

kr
> V6" (W) (s Zv o (
j=1

qui est indépendant de ¢t € (sI”, s!]. On a donc

F
i DJF
ds

d’ot, en utilisant le Théoréme 4.4.9
F
i D,F
E / F—dS | ft

On obtient finalement le résultat suivant

W — W,

%

E[DtF | ft] =

Proposition 4.4.11 Soit F' € S, alors
—W,
— | ft} dwy .

A sl <t < s fixé, la stratégie de couverture est donc donnée par la quantité

WF—Wt

E [F F - | Ft}, aprés renormalisation, qui peut étre approchée par Monte-Carlo.

Exercice 4.4.12 Ecrire la stratégie de couverture d’une option européenne dans un
marché complet, en fonction du delta. Retrouver le résultat de la Proposition 4.2.1 en
utilisant la Proposition 4.4.11.

4.4.2.2 Delta et Gamma pour les fonctions du schéma d’Euler

On suppose maintenant que F' = g(X7"). On suppose également que g € C}, que a
est inversible sur R¢ et on pose

u(0,z) = E[g(X3™")] .
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D’aprés la Proposition 4.3.6, on a
Vu(0,z) = E [Vg(X%’”)V:BX;’"} ,
ce qui peut se réécrire, en utilisant la Remarque 4.4.7 et la Propriété 4.4.5

1 r_ o . . .
Vu(0,z) = TE UO VQ(X%")DtX%”a(X;fé")—1V1X;;’f+dt}

1 4 v T,n VT, — v T,M
= SE { /O Dyg(X7")a(X5") V. X ¢;;,+dt} :
En utilisant le Théoréme 4.4.9, on obtient
T - - N *
o) ([ (g vz ) am) |
0 t

En passant par densité, on obtient

Vu(0,z) = %E

1

Proposition 4.4.13 Si a(x) est inversible pour tout x € R%, a=* et g sont & croissance

polynomiale, a et b sont C}, alors

T . *
g(XE") ( | (et vaxz) dwt)] .
0 t

On retrouve en particulier le résultat de la Proposition 4.2.1 en utilisant ’Exemple
4.3.3.

VE [g(X3™)] = %E

Exercice 4.4.14 Montrer que sous les conditions de la Proposition 4.4.13

T * *
VE [g (X", ....X2")] = E|g(X5",..., X" (/ hy (a()’(;i?)*lvx)’(;ﬂ) th)] :
0 t

ou h € L*([0,T],dt) vérifie
t;
/ hidt = 1 pour tout i€ {l,...,n}.
0

On s’intéresse maintenant au gamma de E [g(X’%")} Si on suppose g, a, a”! et b
suffisamment réguliéres, on obtient en argumentant comme dans la Proposition 4.3.6 et
en utilisant la Proposition 4.4.13 que :

82u 0 . 1 0 E Xxm T Xac,n —1v _Xz,n *dW
5o 00 = 7B 906" | (oG TV ) aw,

1 T e
_ TIE{Vg(Xéﬁ’”)ijX%’" / (a(xg;)*lvﬂx;ﬁ) th}
0 t

1 T
—E
+T ;

d _ .k _ _ k :
g(xXE™) / A% @(X@?)*) Vo X5 (vxinj;j;) AW,
k=1 !

1 T _ _ *
+—1E[g<xgxn) / (a(X5) 'V VXL ) dwt] ,
0 t

T
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£
ot V¢ est la dérivée par rapport a z¢, i.e. V eXxnn+ = (V X$7?+> On s’intéresse
uniquement au premier terme qui fait intervenir Vg Pour une processus adapté h de
carré intégrable, on note maintenant

T
0
En utilisant la Remarque 4.4.7 et la Propriété 4.4.5, on obtient

A = E [Vg(X;’n)ijijJn(S (ao‘(;;)—lvxi)‘(;?z)}

1 T _

_ ?E[/ V(X5 D, X “5(( )X ) a(X2 )1vxjan”+dt]
0

1 T v T,n xn —1 J:n —1 x,m

_ TE[/O D <g(XT )5( a( X)L X )) (X2 VIJXHdt]
1 o .
—=E { / g(X7") D6 (a(X” 1vxlxﬁ’1) (X5 1VIgXxn”+dt}.
0

D’aprés le Théoréme 4.4.9, ceci implique que
1 vZ,n
A= ~E [g(XT’ )6 (a(X¢n )7V XY +) 5 (a(X¢n )V X +)}

1 g v T,M v,mn\—1 L, v ,m\—1 v T,M
~E { /0 G(XEM DS <a(X¢?) vxiX¢;L,+) a( X2 vij¢;L,+dt} .

En regroupant les termes et en passant par densité, on obtient

Proposition 4.4.15 Si a est inversible sur R, a=! € C’;, g est a croissance polyno-
miale, a et b sont C¢, alors

a v ,mn x,n 17
WE l9(X7™")] = E[g(Xz"n7]

ot
17 1 L, — v T,n v T,m — X,
mo= (5 (a(qu; ) 1vxiX¢,;,+) 5 (a(XW ) 1ijX¢?$+)>
1 ! 1 1 z,n
s (/0 D (a(X R szX¢:L+> (X5, X n+dt)
acn -k L, L, K v L,n\—1 v L,n
+ 5 Zv ( (X% ) VL X (Vﬂxﬁg +a(X5) IV Ve XL )
Exercice 4.4.16 Vérifier que dans le modele de Black-Scholes ViV X" = 0 et re-
trouver ainsi la formule (4.2.1).
Exercice 4.4.17 FEtendre la formule de la Proposition 4.4.15 a des payoffs de la forme
g (X02" X0

sur le modeéle de I’Ezercice J.4.14.
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4.4.2.3 Véga pour les fonctions du schéma d’Euler (exercice)

On reprend P'exercice de la Section 4.3.3. On se donne une fonction @ de R? dans MY,
e > 0 et on note X°®" la solution de 2.2.3 avec la matrice de volatilité a + & a la place
de a. On veut estimer

D) L
9(@) = —E [ Xz }
@ = gEoEn]|
On suppose que a, b et a € C’;.
1/ Donner 'équation satisfaite par Z4" := %XE&’"‘EZO.

2/ Verifier que pour tout ¢t € (¢, 1,7

d
D, Zg" = Y Val(Xp )ZE" +alX] ).
j=1

et g sont & croissance polynomiale, déduire de 2/, de la fo-

3/ En supposant que a~
mulation obtenue dans la Section 4.3.3 pour ¥(a), du Théoréme 4.4.9 et de la Propriété

4.4.5 que

9@ = E

d
n S _ n Sa,n AN gd7vn ~a,n ~ (YN
g(XT)a(thfl) ! <T T A Wn - Zvaj(thfl)Ztn71 - G(thl))] .
7j=1

4/ Etendre cette formulation aux payoffs de la forme g (X7*,..., X/ ).
5/ On suppose maintenant que X¢ est solution de (2.1.1) pour d = 1 et 0 + ¢ a la place
de o. Calculer %Xa‘szo' Faire le lien avec D, X1 et montrer, en utilisant le Théoréme

4.4.9 et la Propriété 4.4.5, que

9(1) = E{g(XT) (Z/—YT?—W —é)} |

Etendre cette formule au cas d > 1. (On peut également obtenir cette formule en consi-
dérant le "schéma d’Euler" de In(.X). Dans ce cas, il faut faire attention car o intervient
dans le coefficient de drift de In(X) ce qui modifie la forme de "Z%"" par rapport a celle
obtenue dans 1/).

Remarque 4.4.18 Cette approche a été initiée par [27]. Les formules que nous démon-
trons ici correspondent & la discrétisation des formules obtenues en considérant un payoff
dépendant de X au lieu de X™. I’étude de ces méthodes a été poursuivie dans [26], voir
également [21]. Des extensions au cas des options barriére et lookback on été obtenues
par [36]. On pourra également consulter [7] qui traite notamment le cas des options
asiatiques et |38] qui développe des approches alternatives.



Chapitre 5

Espérances conditionnelles et options
ameéricaines

Dans la Section 2.6, on a montré que le prix d’une option américaine peut étre appro-
chée par un schéma discret de la forme

Pt X)) = 9(X})
]jn(thZ) = max {g(XthL) ’ e—rT/nE ﬁn(ti—&-laXttJﬂ) | XZ:|} ) (&S {07 sy 1} :
Le probléme de ce schéma est qu’a chaque date de discrétisation, il nécessite le calcul

d’une espérance conditionnelle. Il faut donc trouver un moyen de les estimer de maniére
efficace.

5.1 Approche par calcul de Malliavin

On montre dans cette section comment le calcul de Malliavin permet d’obtenir des
estimateurs d’espérances conditionnelles qui sont rapidement calculables en pratique.

5.1.1 Espérances conditionnelles et densités
Par souci de simplification, on va se limiter au cas d = 1, le cas général est obtenu de

la méme maniére (voir [10]).

Théoréme 5.1.1 Soit X" le schéma d’Euler de (2.0.1). Soit 1 a croissance polynomiale
et p, ¢ € CI}(RJF) telles que p(0) = @(0) = 1. On suppose que a, b € C} avec a > € > 0.
On a:

E [1%@@0(5(;;1)5@» (o(Xp — 1’))}
E [lxg‘(;ﬁi (P(X7 — x))]

E[(X7,) | X =a] =

tit1

71
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ot pour une fonction f € C)(R;)
5 (f(X1 =) = —f(Xp =)+ = F(X =) {a(X ) AW,
- ) [ THE)A W+, - D L

Remarque 5.1.2 On obtient en particulier une formulation de la densité de )_(g sous
la forme

~/n n . on VT — n ~I({yYn
ELexyo (357 —2)] = E[Lexy (7 2% - 2)a(Xp_) " a"Wi - ¢(X2 - 2)] |
cette égalité étant obtenue en observant que
T /(YN n I(yvn n 2 T
E (14’51) (XE)A"Wig +a' (X)) (A M/Hl_g) | Ful = 0.
Si on note
G(p(Xp — @) = 5 @(Xp —w)a(Xp)TIAW; - F(X] - x)

on obtient donc

NS

E Lyt (X100 (o(X5 — 1) |
E |:1x§)_(?135i (@(XZZL - x))]

E|w(X,) | X =2] =

Remarque 5.1.3 Cette formulation de la densité a été largement utilisée par [57| pour
étudier la régularité des densités de variables aléatoires. Une étude sur les méthodes de
réduction de variance de lestimateur ainsi obtenu a été menée par [45] en dimension 1.

Remarque 5.1.4 Les fonctions ¢ et ¢ agissent comme des fonctions de localisation :
on sélectionne les trajectoires qui ne sont pas trop éloignées de x. Typiquement, elles
atteignent leur maximum en 0 et décroissent ensuite rapidement. On peut choisir les
fonctions ¢ et ¢ de maniére a minimiser la variance intégrée des estimateurs du numé-
rateur et dénominateur. Il est montré dans [10] que les fonctions ¢ et ¢ optimales sont
de type exponentielle p(y) = e ™, @(y) = e, ou

7= E (X, )22 B [v(RE,)7]
P? = E [Si(1)2] .
On peut vérifier que 7 et 77 ont une évolution avec n de 'ordre de y/n.

Remarque 5.1.5 Si X est le log des prix dans le modéle de Black-Scholes, i.e. b(z) =
r —o0?/2 et a(r) = o, on obtient
n f(XtL — Zl?)

6 (f( Xy, —x)) = _f/(Xti —z)+ T 5 {A"W, — A"W; 1} .
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Preuve du Théoréme 5.1.1 On commence par fixer [a, b] tel que x € [a, b] et on écrit
que

E |10 (X0)0(X7,)]
E 1oy (X8)]

On se concentre sur le numérateur, le dénominateur étant obtenu de la méme maniére

(5.1.1)

i+1

E[(X7,,) | X € o8]

en remplagant ¢ par 1. On suppose que ¥ € C}, le résultat général étant obtenu par
passage a la limite. On pose

Xt _ _
o - / o (OW(XP (X7 — €)de

— 00

Par la Propriété 4.4.5, la Remarque 4.3.5 et le fait que ¢(0) = 1, on a, pour tout ¢t €
[0, 77,

D@ = 1y(X0)0(Xy,, ) DX
Xg; B B B B 3 _
[ han(© (WD 07 - )+ G(XE, )6 (X~ ODXE) e
\ — v\ — T VT Ve n
hi,t = 7 (G(Xtrjl) 11[ti71,ti)(t) - a(Xti) 1(1 + Eb/(th) + a,<Xti)A m+1)1[t¢,ti+1)(t)> :

On remarque que, par construction de h; et (4.4.1),

tit1 _ Lit1 _
/ DtXZ+1hi,tdt =0 et DtXt:th’tdt =1 (512)
ti—1 ti—1
de sorte que
tivr1 _ _ XZ; _ _
Dy ®h;dt = 1[a,b}(XZI)¢(XZ)+/ €10 ()Y (X))@' (X7, =€)
ti—1 —0o0
= (K7 )R(XD) + [ ez GO (R~ 9 (513

On calcule maintenant
tit1 n 123 _
th)hi,tdt = — / th)a(Xf 1)71dt
ti—1 T ti—1 "
n tit1 B T _ _
t;

D’aprés le Théoréme 4.4.9 conditionnellement a F;, |,

t;
E | / D@ a(X" ) ldt| = E [ﬁ O a(XT )*1A”Wi]
T ti—1 o T o
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et
n tita _ T - _
E T Dt<I>a(Xt’:)‘1 <1 + —b’(X;f) + a’(Xg)A”I/[/iH) dt}
t; n
tit1 B T _

=E [ﬁ Dy®a(X) ™ (1 + —b’(Xt”,)> dt]

T J ‘ n :

n tit1 _ B
+E |i? Dtéa(XZ:)la/(XZ>AnVV;+1dt:|

t;

n _ 1 T - n [t _ _

=E {f Pa(X])™ (1 + gb/(XZ)) A”WM} +E {T Dy(®A"Wip)a(X)) a/ (X])dt
t;

tit1 _ _
—E {% / CIDDt(A”I/qurl)a(Xg)_la’(XZ)dt}
t;
comme D;A"W; 1 = 1 sur (t;,t;41], on a donc par le Théoréme 4.4.9 conditionnellement
a F,
no [t ony—1 T, < .
E T Dy®a(Xy) " ( 1+ Eb (X[) +ad (X])A" Wiy ) dt
t;
L vn\—1 T/_n n n vn\—1 //vn n 2

—-E [@a(XZ)_la/(XZ)] )

On a montré que

tit1 3 B
E { Dt<1>hi,tdt} - %]E {cb (a(X[j_l)‘lA"Wi —a(Xp)! (1 + Tb’( )) A" Wm)}
ti—1
_ gry-1 (1
E [@a(Xti) (T

En combinant cette équation avec (5.1.3), on obtient

(XA Wi = d (X))

~E {@axz ) ammw,

n

- /[ b]E {1[ab}(X 1)¢(XS)+/ lecxr V(X' (X] _5)1 d¢ |

[a b] ti—1

ce qui implique, par définition de ®,

B [La(0ez,] = [ B flecn v (o5, —6)] de.
En utilisant (5.1.1), on obtient
S B [Lezsp (X0, )0 (9(X7 =€) | d

E[w( ) | XG € [aab]] - f[mb]E[lgngai((p(Xg_é))] “
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et comme la loi de Xg n’a pas d’atome, on en déduit le résultat. O

La formulation du Théoréme 5.1.1 fournit un estimateur naturel pour ’espérance condi-
tionnelle. On peut ainsi considérer N copies indépendantes (X”(]));V:l de X™ et définir
un estimateur de ’espérance conditionnelle par

N SOy <0 Snl) o
o S Ly o UXEDY (o(X77 - X))
Eloxp,) | x| = S
' Lo (0507 = X))

oll (5§j ) et 51@ sont les opérateurs correspondant a la j-éme trajectoire simulée. En pra-
tique ces estimateurs risquent d’étre instables a cause de la division (ils n’ont d’ailleurs
aucune raison d’étre dans L'!). Il faut donc les corriger légérement. Si ¢ est a croissance
polynomiale, il est assez facile de construire des polynomes p et p tels que

tit1

p(Xi) < E[w(Xp,) | K2] < p(XD).

On définit alors I'estimateur de 1'espérance conditionnelle par

E (X"

L IXR] = p(K VB [e(XE,) | K| AR
Comme, d’aprés le Lemme 2.2.1, )_(t” est dans tous les LP, p > 1, on obtient ainsi un
estimateur avec de bonnes propriétés d’intégrabilité. On a le résultat de convergence

suivant.

Théoréme 5.1.6 Sous les hypothéses du Théoreme 5.1.1, si on prend ¢ et ¢ de la forme
e~ quec n, ~ \/n quand n — oo, alors, pour tout p > 1,

1

n4p
< T

Lr Nz

EWM%HXQ—E@@LHXQ

ou C ne dépend pas de n et N.

La preuve de ce résultat n’est pas trés difficile mais un peu longue. Nous renvoyons a
[13] pour les détails et pour 'étude du cas général.

Remarque 5.1.7 D’apres la Remarque 5.1.2, si on connait explicitement la densité fx»

de X!, on peut également utiliser comme estimateur

1 al onl c(J) on (i) v
¥ 2 Lgn o P(XEL)0; <90(X[j —X[j))

]:1 i 1

Blo(Xp,) | X =a| =
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Remarque 5.1.8 Lorsque d > 2, un résultat similaire a celui des Théorémes 5.1.1 et
5.1.6 peut étre obtenu mais Iécriture de I'estimateur est plus compliquée. Dans [10],
vous trouverez une écriture en terme d’intégrales de Skorohod itérées. Le cas du modéle
de Black-Scholes a été étudié par |51], la formulation est alors plus simple. On peut
néanmoins obtenir une forme élégante de ce résultat dans le cas ot X" = X = W. A un
changement de variable prés, il est souvent possible de se ramener a ce cas. On a alors
sous des conditions analogues a celles du Théoréme 5.1.1

E [w(Wti—o—l) ’ Wti - SL‘}

.
—n"(Wy. —x) n n n
E{w(W%H)HLl 1mfgwf_e T {T(A Wi-A W/L‘ZH)JF”Z}}

i (

d —
E |:Hl:1 114§Wt£. €
i

d 1
La convergence de I'estimateur L? est alors en n* /N2 . Dans ce cas particulier, on peut
simplifier la formulation de ’estimateur puisque ’on connait explicitement la densité des
W, voir Remarque 5.1.7.

Exemple 5.1.9 On considére le processus suivant
dX, = diag [X;]odW, , Xg=X=X=1.

avec
0.2 0 0

o= 1008 04 0
0.03 —-0.15 0.32

On estime la densité du processus et l’espérance conditionnelle

X+ X2 *
r(z) = 100 x E (g—XQ”) ]Xlzx]

2

en différents points. On donne le résultat moyen obtenu ainsi que [’écart-type de [’esti-
mateur avec ou sans fonction de localisation.

Densité a''=1.3

23\ 22 0.7 1.0 1.3
Valeur ezacte 0.29 0.56 0.48
0.7 | Avec localisation | 0.30[0.03] | 0.56[0.02] | 0.48[0.01]
Sans localisation | 0.30[0.41] | 0.57[0.43] | 0.51[0.44]

Valeur ezacte 0.59 0.70 0.43
1.0 | Avec localisation | 0.59[0.02] | 0.70[0.01] | 0.45[0.27]
Sans localisation | 0.60[0.47] | 0.72[0.48] | 0.47[0.49]

Valeur exacte 0.44 0.38 0.18
1.3 | Avec localisation | 0.44[0.01] | 0.38[0.00] | 0.18[0.00]
Sans localisation | 0.45[0.48] | 0.40[0.49] | 0.22[0.51]
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Espérance conditionnelle z'=0.9
23\2?2 0.9 1.0 1.1
Valeur exacte 17.26 20.56 24.05
0.9 | Avec localisation | 17.28[1.12] | 20.49[1.19] | 24.06[1.17]
Sans localisation | 16.88[5.01] | 20.62[7.14] | 25.04[11.52]
Valeur exacte 13.70 16.59 19.61
1.0 | Awec localisation | 13.72[0.82] | 16.59[0.92] | 19.73[1.00]
Sans localisation | 12.97[6.20] | 16.08[10.41] | 21.35[25.48]
Valeur exacte 10.88 13.39 16.11
1.1 | Avec localisation | 10.94[0.85] | 13.48[0.90] | 16.32[1.05]
Sans localisation | 10.58[17.54] | 13.81[28.01] | 13.19[166.22]
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On observe une trés forte volatilité de l'estimateur en l’absence de fonction de locali-

sation. Il est donc absolument nécessaire de ['utiliser. Méme avec celle-ci, la variance

reste forte. Cette approche doit donc étre combinée avec d’autres techniques de réduction
de variance dés que cela est possible.

5.1.2 Application a I’évaluation d’options américaines

On revient maintenant au probléme d’évaluation d’options américaines présenté dans
la Section 2.6. On considére le probléme discrétisé

pn(tnv X;) =

9(X7)

max {g(XZ) ,

6_rT/nE |:]§n(t1+1, t+1> | Xn:|} s Z 6 {O, “e ,7’L - ]-} .

Si g est lipschitzienne, il est facile de construire une suite de polynémes p;(z) = «a; +
Bi |lz|)? tels que les (a;, 5;) sont uniformément bornés en i et n et tels que

& [g(X0) | X7 I < pna (X3, )
et Vi HE [g L)Vve rT/n 5 (X7 | X7 1]

‘<pl I(Xl 1)'

On peut donc utiliser 'estimateur du Théoréme 5.1.6 pour calculer les espérances condi-
tionnelles. L’argorithme utilisé est le suivant :

On considére nN copies (X", ..., X7} de X" = X" et on pose N; := {(i —
)N +1,...,iN}.
Initialisation : Pour j € {0} UN,, on pose : p"(t, any)) (X"(])>.

Récurrence rétrograde : Pour i =n,...,1, on pose, pour j € {0} UN;_; :

T n(d)
p (tifla Xti ’ ) =

—1
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ol
S Sn() @) _ ) ~ [ =) Sn() _ =)
Bt X2 | X0 = —paK) VB [ X2 | K| A e (K50)

ti—1
n([) n(z) TL( )
sz;/ 1X"(Ji<Xn< ) P (ti, XJ: )51( )1 (SO(X - X7 7 ))
eN; ) - )

Z 1Xn(J><Xn(Z> O (p(X1" = X))

ti—1—

E [ m(t, X7 | X"(”]

pour 2 > 1 et pourt =1
B [An@l’Xn(y) ] — Z tl,X”<)
Z€N1
Comme on fait n approximations de I'espérance conditionnelle, 'erreur est de I'ordre de

n fois celle donnée par le Théoréme 5.1.6, i.e.

max ||p"(t;, X7') — 0" (t;, X7

0<i<n

< Cn (n1/4p/N1/2p) :

Remarque 5.1.10 On pourra bien évidemment, et ¢’est méme fortement recommandé,
coupler cet algorithme avec une méthode de réduction de variance de type control variate
comme celle proposée dans I’Exemple 3.3.3.

Remarque 5.1.11 Tout ceci se généralise a une large classe d’équations forward-backward.
La présentation générale de la méthode et les vitesses de convergence sont dues a
[13]. Lorsque le processus X" est de dimension d, la vitesse de convergence devient

n (nd/% /N'/?). Cette approche a été initiée par [17] et [52] mais en utilisant des ou-
tils différents pour le calcul des espérances conditionnelles, voir aussi [20], [37] et les
références de la section 2.6.

Exemple 5.1.12 On utilise cette approche pour évaluer un put américain sur moyenne
dans le modele de Black-Scholes en dimension 2. On prend X} = X2 = K = 100, r =
0.05, T =1, o' = 0.15, 02 = 0, 0* = —0.05 et 0* = 0.10. On s’intéresse & deux
types de moyenne, géométrique et arithmétique, i.e. aur deux payoffs :

+ 1 27+
, X7+ X
Goee — |:K _ )(71« )(72“:| et Gamth — |:F( T ; T:|

On écrit le priz en fonction du brownien, p(t;, Ws,). Le priz de l'option européenne géo-
métrique est donné par la formule de Black-Scholes avec dividende valant 6.25%, une
volatilité de 7,07% et un sousjacent correspondant & la moyenne géométrique de X' et
X? (& vérifier en exercice en considérant la loi de /X 1+X%). On appelle BS9°(W,,,T)
le priz de option européenne sur moyenne géométrique de maturité T a la date t; pour
une valeur Wy, du Brownien. On considére [’estimateur suiwant :

E [(p(tiJrla Wti+1) - plBSgeo(WtiJrl?T) - p2Wti+1) Qti(x7 Wtz>:|

E [p(ti+17Wti+1) | Wi, = 37] - fw,, (7)

+ptertin = BSIO (W, T + p* W,
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ou
Qu (2, W) = {H.(Wp,)5; (p(W} — 1)) 67 (p(WE — ®)) — ed; (1) 67 (1)}

o' et 6% correspondent auz & du premier et du second Brownien, fw,, est la densité de
Wi, voir Remarque 5.1.7, et H,(y) = 1 si ' < y' et 2* < y?, 0 sinon. La fonction de
localisation ¢ est de type exponentielle avec un parametre estimé selon la formule de la
Remarque 5.1.4. Le paramétre p est le paramétre de corrélation estimé, voir [’Ezemple
3.3.1. En ce qui concerne le ¢, on utilise la propriété (a vérifier en exercice en utilisant
la formule d’intégration par parties)

E [(p<ti+1>Wti+1) - P BSQe()(WtzH? ) p2Wti+l) 511 (1> 522 (1)} =0

et on choisit le ¢ de maniére ¢ minimiser la variance de ['estimateur. Le prix de ['op-
tion américaine sur moyenne géométrique vaut environ 1.54. On donne les priz moyens
estimés et leur écart-type entre | |.

n N | Arithmétique

T Ga 5 2048 1.38 [0.017]
o e | 102048 144 [0.029)
A8 10007 1 o0 5 048 | 150 [0.143

10]2 048] 152 [0.018] | | =
204096 | 154 [0.014] -37_10.007]
108192 143 [0.009]

20 (8 192| 1.46 [0.033]

5.2 Meéthodes de quantification

Les méthodes de quantification appliquées a I’évaluation des options américaines ont
été introduites dans [4].

L’idée de la quantification est la suivante : Etant donnée une variable aléatoire Y
dans L?(R%), quantifier Y revient a se donner une grille I' = {zy,..., 25} € (RN et a
approcher Y par la variable aléatoire Y définie comme Y = Projp(Y) ou Projp désigne
la projection sur I’ au sens du plus proche voisin, i.e. ¥ = minger Y —z|| .

De maniére plus précise, afin d’éviter toute ambiguité sur la nature du projeté, on
définit une partition en cellules de Voronoi, i.e. une partition Cy, ..., Cy de R? telle que

crc{ve R ly-all=miply- a1}

et on pose

d
= Z rile, (Y)
=1
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L’erreur de quantification L? est alors définie comme
E|lY -V -E {min Iy - xiw] .
i<N

On dit qu’une grille de quantification & N points est optimale si elle minimise ’erreur
de quantification sur I’ensemble de toutes les grilles & N points.

L’idée est maintenant d’appliquer cette approche afin d’approcher X par un processus
a valeurs sur un espace fini pour lequel les espérances conditionnelles de 1'algorithme
discret de la Section 2.6 peuvent étre calculées facilement.

Pour chaque k£ < n, on se donne une grille I'y = (z41,..., 2% n,) de quantification de
X;, & Ny points. On note X;, le quantificateur de X;,. Si on connait les probabilités de
transition

k. v v
T = P [th+1 = Tp41,5 | th - xkd}

on peut alors calculer la suite p" = (pf, )p<n définie par

A~

ﬁn(tn’ th) = g(th)
ﬁn(tk7th) = max {g(th) , E |:ﬁn<tk+17)2tk+1> | th]} k <n.

C’est la contre-partie du schéma de discrétisation théorique de la Section 2.6.

L’erreur d’approximation de p™ est alors controlée par I'erreur de quantification.

Théoréme 5.2.1 ([4]) Si g est Lipschitz, alors il existe C > 0 tel que, pour tout k < n,

E (15" (t, X) =70, X < € DB 1% - X, ] -

i=k

On peut montrer que si la grille est optimale pour chaque k, alors 'erreur de quan-
tification E [||th - )_(tkHz] est de 'ordre de O(Nk%). Le probléme est évidemment de
construire les grilles de quantification optimales et d’estimer les probabilités de transi-
fj) Ceci peut-étre fait par des méthodes de gradient stochastique, voir la section
2.5 dans [4]. La page http ://www.proba.jussieu.fr/pageperso/pages/ propose un lien

tion (7

vers des grilles de quantification.



Chapitre 6

Compléments (exercices)

6.1 Simulation d’un CIR : schéma exact

On considére le processus de Cox Ingersoll Ross (CIR) X* défini sur [0,7] par

t t
X7 = x+/(a—be)ds+0/ V/ XzdWy
0 0

ou x, a, b, 0 > 0 et W est un mouvement brownien sur 'espace (€2, F,P) muni de la
filtration naturelle F = (F;);<r engendrée par W complétée. On suppose que a > o2 /2
ce qui implique que X* >0 P — p.s.

Par la suite on se donne 7 := {0 =ty <t; <...<t; <...<t, =T} une partition de
[0, T7.

1. Peut-on approcher X par un schéma d’Euler classique ? Justifiez.

2. Soit A > 0. On suppose qu’il existe une fonction F' € Cg’z([O,T] x Ry; R, ) vérifiant

0 _ i o2
{aF(t,x) = (a=bo)g Ft,0) + 50%aga F(te) sw 0T xRy g )

F(0,z) = e sur R, ,
2.1. Montrer que supy.osup,<p E[X7, ] <ocooum :=inf{t >0 : X7 >k} AT.
2.2. Soit t € (0,7], montrer que le processus M défini par M, := F(t — s, X7) est une
martingale sur [0, t].
2.3. En déduire que F(t,z) = E [e7¥7].

3. On suppose maintenant que la solution de (6.1.1) est de la forme F(t, x) = e~®¢®)=2¥(®),
Quelles équations doivent vérifier ¢ et ¢ 7

AL(t)¢(t,@)

4. On admet que F(t,z) = (2AL(t) + 1)720/7° " L0+ avec L(t) = (02/4b)(1 — e )
et ((t,x) = dabe " /(0?*(1 — e")). Quelle est la transformée de Laplace ¢ys de V" :=
X{/L(t)?

5. On suppose que 4a/o® =: k € N.

81
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5.1. Soit N une gaussienne de variance 1 et de moyenne m. Calculer la densité fx2 de
N? et sa transformée de Laplace ¢yo.

5.2. En déduire une méthode de simulation des accroissements (X[ | — X )i, lorsque
4a/o? est un entier.

6. On considére maintenant le cas ou 4a/c? est un réel strictement positif quelconque.

6.1. Soient a« > 0, 3 > 0 et

s
[(a)

a—1_-—px
x € ]-ac>0 )

fap(r) =

la densité de la loi Gamma G(«, 3), ou I est la fonction Gamma. Comment simuler
une variable aléatoire (U, V) de loi uniforme sur D := {(u,v) € (0,00)* : 0 < u <

fap(v/u)} quand o > 17 On commencera par montrer que D est contenu dans un
rectangle A.

6.2. On suppose a > 1. Soit (U, V') une variable aléatoire uniformément distribuée sur
D. Quelle est la loi de V/U ?

6.3. Déduire des questions précédentes une méthode de simulation de copies i.i.d. de loi
G(«, ) quand « > 1. Donner le cott moyen d’un tirage en fonction du volume |D| de
D.

6.4. Que faire quand a =17

6.5. On rappelle que, pour tout a > 0 et § > 0, la transformée de Laplace de la loi
G(a, #) est donnée par

baply) = (L+y/B)™ y>0.

Soit v > 0, M une variables aléatoire de loi de Poisson de paramétre p > 0 et (xy+i)i>0
une suite de variables aléatoires indépendantes (et indépendantes de M) telle que x,; ~
G((v +1)/2,1/2) pour chaque ¢ > 0. Calculer la transformée de Laplace ¢, o0 de

Xv+2M = Zizo XV+2i]-i:M-
6.6. Comment simuler des copies i.i.d. de x,40n 7

T

6.7. Déduire des questions précédentes un mode de simulation des accroissements ( foin

Remarque : En pratique cette méthode est assez cotiteuse numériquement. Lorsque
le pas de temps est petit, on préférera discrétiser 'EDS associée a X7 en adaptant
I’approche par schéma d’Euler (voir a ce sujet les travaux récents de [1]).
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6.2 Simulation d’un CIR : schéma d’Euler implicite

On s’intéresse a I'équation différentielle stochastique

{dXt = a(b — X,)dt + o/X;, AW, 621)

X() = X9
ot a,b, o,z > 0 et (W;);>0 est un mouvement brownien réel.

Soit "> 0 et N € N*. On pose At = T'/N et pour 0 < k < N, on note t,, = kT /N = kAt.
1. Quel résultat assure 'existence d’une unique solution a 1’équation

dY, = —8Y;dt +  dB,
Yi = V@

ol (Bt)i>0 est un mouvement brownien standard. Que peut-on dire du processus W, =
[7 (Lgvis0y — livi<oy) dB, ? Vérifier que X, = (V;)? est solution de I'équation (6.2.1) pour
b=12.

2. On se donne maintenant (W}, ..., W);50 un mouvement brownien & valeurs R? et
pour 1 <14 < d on note Y;' la solution de

dYi = —8Yidt + S dW;
Y5 = Li=yv/To.

3. On pose X; = S0 (V)2 Que peut-on dire du processus

t 1 d ' ' t
W, :/ lix.soy—F—== YZdW;%—/ lex.—o0 dWsl?
. {Xs>0} /—XS ; o { }

En déduire que X; est solution de I’équation (6.2.1) pour b = %.

A partir de maintenant, on admet que 1’équation (6.2.1) posséde une unique
solution (X});>o telle que P(Vt >0, X; > 0) = 1.

4. On pose « d:efi%b >1et

Vo >0, s(z) :/ y e/ dy.
1
Pour k,n € N* tels que 1/n < 2y < k, on pose

™" =inf{t >0, X, ¢]1/n,k[} , ™ =inf{t >0, X, >k} .

On admet que P(7F < +00) = 1.
(b — ZL‘) $'(z

5. Vérifier que Vo > 0, s"(z) = —a 7 (z).
T
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6. Appliquer It6 & s(X). En déduire que E [s (XTT;LS)} = s(x).

7. On suppose que a > 1. Donner lim,,_, 1, s(1/n).

En déduire lim,, ., P (XTﬁ = 1/n) puis que P(Vt < 7, X; > 0) = 1 en utilisant le
lemme de Borel Cantelli (on utilisera une minoration adéquate de s(1/n)).

Conclure que P(Vt > 0, X; > 0) = 1.

On se place désormais dans le cas a > 1.

8. Calculer < VX, W >,.
9. En remarquant que pour 0 <k < N —1, /X, | (I/Vtk+1 — Wtk,) est égal a

(\/ th+1 Y, th) (Wtk+1 - Wtk) + th (Wtk+1 - Wtk) )

donner la limite en probabilité de iV:_Ol VXters Wiy, — Wa,) lorsque N — +o0.
10. Conclure que

2

N-1
Zo + Z |:(Cb<b — th+1) — %) At -+ O'Q/th+1 (Wtk+1 — Wtk):|
k=0

converge vers X lorsque N — +o0.

Ce résultat suggére I'utilisation du schéma implicite suivant
Xo=uz0 et pour 0 <k < N —1,
th+1 - th + <a(b - th+1) - é) At +o \/ th+1 (Wtk+1 - Wtk)

pour I'équation (6.2.1). En raison du caractére implicite, il faut vérifier que 1’équation

(6.2.2)

de récurrence qui précéde a bien une solution.

11. Vérifier que pour z > 0 et w € R, I’équation
(14 aAt)y* —wy — (ab(a — 1) +2) =0

portant sur la variable y admet une unique racine strictement positive f(z,w).
12. En déduire P'existence d’une suite de variables strictement positives (Xy, Jo<k<n Vé-
rifiant (6.2.2).

6.3 Discrétisation d’EDSR

On considére un marché financier formé d’un actif risqué S de dynamique

t
S, = 50+/ o(S)dW, , t<T,
0



6.3. DISCRETISATION D’EDSR 85

oll o est bornée, uniformément lipschitzienne et vérifie ¢ > ¢ pour un € > 0. On suppose
que le taux sans risque est nul.

1. On note H? 'ensemble des processus prévisibles & vérifiant

T
1€l ::E{ | ek

On note ¢ le processus de H? correspondant au nombre d’unités de S détenues dans le

1
2
< 0.

portefeuille.
1.1. Ecrire la dynamique de la richesse X%? associée a une dotation initiale = et une
stratégie de portefeuille ¢ sous la contrainte d’autofinancement.

1.2. On suppose a partir de maintenant que la gestion du portefeuille entraine un coft
continu f, fonction uniformément lipschitzienne de constante de Lipschitz L, qui dépend
de la valeur du portefeuille et de celle du sous-jacent S. La dynamique de la richesse
s’écrit alors

t t
X0 = g— / f(X%¢,S,)du + / GudS,, .
0 0

Montrer que pour tout (z,¢) € R x H? X®¢ appartient a 'ensemble S? des processus
prévisibles x vérifiant

=

2

Ixlls = E [supb@ﬁ] .
t<T

2. On veut couvrir Poption g(St), i.e. trouver (z,¢) € R x H? tels que

X5 = g(Sp) . (6.3.1)

2.1. Montrer que cela revient a trouver (Yp, Z) ou (Y, Z) € 8§? x ‘H? est solution de

Y, = Yo— [y f(Ya,Su)du+ [ Z,dW, Yt<T (63.2)
YT = g(ST> . e
On supposera par la suite qu’'un tel couple (Y, Z) existe.
2.2. Montrer que pour tout 0 < s <t < T
t
Y, = E [Yt + / £V, S)du | Fal (6.3.3)

3. Dans la suite de I'exercice, on étudie une méthode de discrétisation de I’équation
(6.3.2). On fixe un entier n > 0 et on considére la grille 7 := {t; = th, i = 0,...,n}
de [0,T], ot h = T/n. A partir de maintenant, on suppose que ¢ est uniformément
lipschitzienne, de constante de Lipschitz L.
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3.1. Rappeler la définition du schéma d’Euler S de S.

3.2. On définit la suite (Y},)o<i<, de maniére rétrograde par

Yt = g(gt )
tn In _ _ ) 6.3.4
{ Y;fz = E[thiﬂ—i_hf(yziﬂﬂstiﬂ)’fti] ) z:n—l,...,O. ( )

En utilisant une récurrence, montrer que 17,5 € L? pour tout i < n.
3.3. Montrer que pour tout a, b € Ret o > 0: (a+0)* < (1+ a)a® + (1 +4/a)b®.
3.4. Déduire de (6.3.3) et (6.3.4) que, pour tout 7 € {0,...,n — 1} et a > 0,

|Y;5L - Y;fl|2 S (1 +a+ 3L2(1 + 4/a)h2)E |:|}_/ti+1 - Y;i+1|2 | fti}

tig1 2
</ ’Sti+1 - SS‘ + ‘}/tiJrl - Y;’d5> ’ fti .
t;

3.5. On suppose & partir de maintenant que Z € S2. Montrer que, pour tout i €
{0,...,n—1},

+ 3L (1+4/a)E

E| sup [V, —VYif

Se[ti,tzuﬁﬂ

< Co(tiy1 —ti),

ou Cj est une constante qui ne dépend ni de ¢ ni de 7 (Rem : on peut en fait vérifier
cette propriété méme si Z ¢ S?).

3.6. En utilisant I'inégalité de Jensen, déduire des questions précédentes que, pour tout
ie€{0,...,n—1},
|Zz - }/;z|2 < (1 +oa+ 3L2(1 + 4/Oé)h2)E |:|Zi+l - Y;fz‘+1|2 ‘ ',th} +C (1 + 1/0&) h3 )

ou C' > 0 est une constante indépendante de i et 7.

3.7. En choisissant a > 0 correctement, en déduire que

max E [|V, — Y, )] < Gy (E[IVi, — Vi) +h) < Cah,

0<i<n

ou C; et ()5 sont deux constantes indépendantes de h.

1
3
sup |V, — Yi|?| 7 Justifier.

Se[ti,t¢+1]

3.8. Que peut-on dire de Err, := max E
0<i<n

4.1. Montrer qu'il existe un processus Z € H2 tel que
_ _ _ _ i1
}/ti — hE [f(}/ti—&-l’ St71+1) | ‘7:751} = }/ti-&-l _/ ZSdVVS :
t;

4.2. Montrer que si f = 0, alors ||Z — Z||${2 < Ch ou C ne dépend pas de h (Rem : on
peut le montrer également quand f # 0).
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4.3. Dans le cas générale, i.e. f # 0, calculez E [Y,,,,(W,,,, — Wy,) | F,]. Que proposez-
vous pour estimer Z et ¢ 7

4.4. Soit Z défini sur chaque intervalle [t;, t;41) par Z, = (ti1 —t;)'E [f:“ Zyds | F.|.
En admettant qu'il existe Cy indépendant de h tel que ||Z — Z|25 + |Z — Z|)?2 < Csh,
montrer que > 1 ["'E [|Z, — Z,|*] < Cyh, oit Cy est indépendant de h.

Remarque : Pour simuler les trajectoires (V;,)i>o, on simule S et on utilise des es-
timations de type Monte-Carlo pour approcher les espérances conditionnelles (voir le
Chapitre 5).

6.4 Approximation du temps de sortie d’une diffusion

Soit W un mouvement brownien unidimensionnel et F = (F;);>0 sa filtration naturelle
complétée.

Soient b une fonction lipschitzienne de R dans R, Xg € R, 0 > 0, T > 0 et X la
solution de

t
X, = X0+/ b(Xs)ds +oWy , te€]0,T].
0

On se donne un maillage 7 := {t; :=ih , i <n} oun € N\ {0} et h:=T/n. On note
P(t) :=sup{s € 7 : s <t} pour t < T. Enfin, on note X le schéma d’Euler (continu)
de X associé a .

1. a. Rappeler la définition du schéma d’Euler (version continue).
b. Donner la définition du schéma de Milschtein de X.
c. Le fait que o soit constante permet-il d’avoir une majoration du type :

NI

sup E U)_Q,(t) - Xtm

t<T

<Ch,

pour une constante C' > 0 indépendante de h 7 (justifiez briévement).
Soit U un réel vérifiant U > X. On note
ri=inf{t €[0,T] : X, >U} et 7:=inf{t€[0,T] : X; >U},

avec la convention usuelle inf ) = +oo.

2. Soit i € {0,...,n — 1} et z;, x;11 deux réels appartenant a (—oo, U).
a. Donner la forme explicite de

p<xi7$i+1) =P sup Xt >U | th‘ = Ty, XtiJrl = Ti1

te[ti,ti_‘_l]

b. Proposer un mode de simulation de ¢(7).
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A partir de maintenant, on s’intéresse a 'écart entre 7 AT et ¢(7) AT. On note d la
distance signée a U :

Etant donné v > 0, on note

F(z) =d(z)*/y .

Dans tout le reste de I’exercice, C' > 0 désigne une constante générique qui peut changer
de ligne en ligne mais qui ne dépend pas de h. On note C. si elle dépend d’un autre
parameétre €.

3. Caculer les limites de F’ et F (la dérivée premiére et seconde de F) quand z — U. En
déduire que 'on peut choisir » > 0 et 7 suffisamment petit (I'un dépendant de I’autre)
de sorte que :

1 1"
b(m)F’(x)+§c72F (x)>1 ,Vaee(U—-rU).

A partir de maintenant, on supposera toujours que r et v sont tels que I'inégalité précé-
dente est vérifiée.

4. a. Appliquer le lemme d’It6 & F(X) sur [7,7 A T] sur ’événement A N B avec
A={T<7AT}, B={X;e(U-nU),Vselr, TANT]}
et en déduire que
E{(tAT —7)1lans] < E[|F(Xoar) — F(X3)|1ans]

TAT
+ ’]E {1%36 / F’(Xs)adWS}

b. Montrer que pour tout p > 1, il existe une constante C, > 0 telle que

E

sup ’Xt|p ’ fT] ]_nT-ST S Cp (1 + |X~7-’p)17:§T .
te([7,T)

c. En utilisant 'inégalité de Holder conditionnellement a F», montrer que, pour tout
e € (0,1), il existe une variable aléatoire {. admettant des moments de tous ordres tel
que

TAT
’E {1,4056/ F'(X,)odW, | ﬁ] < &(T-7)3:PANB | F) 1ierp.

d. En utilisant le fait que F(X;) =0si 7 < T et F(X,;) =0si 7 < T, montrer que

E HF<X7-/\T) - F(X‘T')‘]-AQB]-TST] ’YilE Ud2(X%)|1AmBl7-§T}

<
1 o 2
< 7 E [|d( 7) —d(X7)] 1AﬂB]-7'§Tj|
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Montrer ensuite que
E[|d(X7) — d(X:)lanplcr] < Ch.

e. En appliquant le Lemme d’Itd et des arguments déja utilisés en b., montrer que,
pour tout ¢ € (0, 1), il existe une variable aléatoire . admettant des moments de tous
ordres tel que

E[|F(Xoar) — F(X7)[Lanplsr] < &(T - f)%P [7>T | .7:%]175 14
f. Soit n € (0,1/4) et
E:={X;>U—h2"}.

Montrer en utilisant la définition de 7 et I'inégalité de Tchebychev que, pour tout p > 1,
il existe C,, > 0 tel que

P[E°N A] < C,h"" 5 [sup | X, — Xﬂ < C,h™ .

t<T
En déduire que pour tout € € (0, 1), il existe C.,, > 0 indépendant de n tel que
P[E°NA] < C’anhl*E :

g. En supposant (seulement pour cette question) que b = 0, montrer que, pour tout
e € (0,1), il existe une variable aléatoire £, admettant des moments de tous ordres telle
que

Plr>T | Fllpla < &hG0NT —7)701,

(utiliser la loi du max d’un mouvement brownien). Donner une indication sur comment
traiter le cas b # 0.

Par la suite on admettra que ceci est vrai méme si b # 0.

h. On admet maintenant que, pour tout € € (0,1), il existe une variable aléatoire &,
admettant des moments de tous ordres telle que

P[B°| F]lpls < ERGTM079

Déduire de cette estimation et des questions précédentes que, pour tout € € (0,1), il
existe C. > 0 tel que

E[(r AT —7)14] < C.hzc.
5. On admet que, pour tout ¢ € (0, 1), il existe C. > 0 tel que

E[(FAT = 7)lrcrnr] < C.h2™c.
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Donner une majoration de E [|¢p(7) AT — 7 AT|].

6. En reprenant I'algorithme proposé dans la question 2.b., proposer un mode d’esti-
mation de 7 A T et donner une borne sur l'erreur effectuée tenant compte de I'erreur

d’approximation de 7 A T ainsi que de I'erreur statistique due a 'approche par Monte-
Carlo.

Remarque 6.4.1 Nous renvoyons a [12] pour 'étude de la vitesse de convergence du
temps de sortie dans un cadre plus général. Voir également [33].

6.5 Algorithme de Robbins Monro

Soit une fonction continue, bornée, strictement croissante f : R — R. On suppose qu’il
existe 2* € R tel que f(z*) = 0.

Etant donnée une suite (U, ),>1 de variables aléatoires indépendantes de méme loi
uniforme sur [—1, 1], on considére la suite (X,,,Y},),>0 définie par Xy = 0 et

Yn+1 - f(Xn> + Un+1
1
XnJrl = Xn - n——HYn+1 , n Z 0.

On note F,, = o(X;, 0 <1< n).
1. Ecrire E[Y,,4 | F,] en fonction de X,,. Calculer | X,, 1 —z*|*—|X,, —z*|* et en déduire,

en utilisant les hypothéses faites sur f, que, pour tout n > 0,

1
QE [‘Yn+1‘2 | fn} .

E Xn —:C*Q Fn < Xn—l'*2—|——
(X =P [ F] < | Rl ey

2. Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout n > 1,

[y

n—

1
Sy 1= 0 mﬂ“: [1Yeal® | Fu] < C P—pus.

e
Il

En déduire que (S,,),>0 converge presque slirement.
3. Déduire de 1. que le processus (Z,,),>1 défini par

Zn = | X, —2*+C -5,

est une (F,),>o-sur-martingale.

4. En utilisant le fait que pour une sur-martingale positive (W,,),>1, il existe une variable
aléatoire W, telle que lim,, .o W,, = W, P-p.s., déduire des questions précédentes que
la suite (| X, — 2*|),>0 admet une limite presque stre.

5. Montrer que pour tout n > 1

03 BRI - SO
=0
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6. Déduire de 5. que
[Z—f (X3) (X, — z* )] < | P40

7. En utilisant les hypothéses faites sur f, montrer que, pour tout § > 0,

inf (z—2a")f(x) > 0.

|x—z*|>0

8. Déduire de 6. et 7. que, pour 6 € Q N |0, c0[, P[As] = 0 ou
As = { lim | X, —2*| > 6} .

Que peut-on dire de lim,,_ ., X, ? Justifiez.
9. On reprend le modéle précédent mais maintenant on définit (X,,),>o par Xo = 0 et

Xn+1 - Xn - ’YnYn—l—l , N 2 0 y

ol (Yn)n>0 est une suite réelle positive. Quelles conditions doit-on imposer sur la suite
(Vn)n>0 Pour que X,, converge vers x* presque surement ? Justifiez briévement.
10. Proposer une méthode basée sur des simulations permettant de résoudre

ol g est une fonction continue, bornée, strictement croissante et o € g(R).

6.6 Meéthode de rejet avec recyclage

On veut estimer par Monte-Carlo E [g(X)] ou X est une variable aléatoire de densité
fx strictement positive sur R et g une fonction réelle bornée. On considére un couple
(U, Z) de densité

f(U,Z)(u7 Z) = 1{ue[0,1]}fZ(Z)

ol fz est une densité strictement positive sur R. On suppose qu’il existe a > 0 tel que
fx(z) < afz(z) pour tout z € R.

On considére maintenant une suite (U, Zi)r>1 de variables aléatoires indépendantes de
méme loi que (U, Z). On pose pp = vy = 0 et on définit de maniére récursive

visn = nf{k>v; : fx(Zy) > aUpf2(Zy)}
pivr = inf{k>p o fx(Z) < aUifz(Z1)} -
1- Donner (sans justification) la loi de (Z,,,...,7,,)7?

2- Décrire une méthode de rejet permettant d’estimer E [g(X)] .
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3- Calculer o :=P[(Uy, Z;) € D] on
D:={(u,z) €[0,1] xR : fx(z) > aufz(2)} .

4- En déduire E [11] en fonction de a (on commencera par calculer la loi de v).
5- En admettant que
E [Vi+1 — Vi] =E [1/1] 1 Z 1

calculer E [v,,]. Quelle interprétation donner a ce nombre 7
6- Calculer la loi de v, i.e. Py, = k] pour k > 1.
7- Montrer que pour toute suite (A4;);>1 de Boréliens de R

P[Z, € A;, izl,...,n|unzn+p]=H/ fx(2)dz
i=1 7 Ai

et que
P[Z,, € A, i:l,...,p|yn:n—f—p]:(a—l)_pH/A(afz(z)—fx(z))dz.
i=1

& En déduire

(a- 1) fx(Z,)
. [wz ~ 10 (Z)

g(ZMi)|Vn:n+p:| ) 1§Z§p7

et

n

— 9(Z,) | va=n+p

vV,
=1

9- En utilisant les résultats de la question 8., proposer une méthode d’estimation de
E [g(X)] tenant compte de tous les éléments de la suite (Z;);",. Justifier.

6.7 Estimation d’espérances conditionnelles

Soit U une variable aléatoire uniforme sur [0, 1] et X une variable aléatoire de fonction
de répartition ® continue et strictement croissante sur R.

1. Soit I un intervalle de [0, 1] et (U,),>1 une suite i.i.d.! de méme loi que U. On définit
la suite (7},),>1 par

The1 = inf{k>T, : Us€l} , n>1,

avec comme convention 7Tp = 0. Soient m < M tels que P[X € [m, M]] > 0. Déterminer
I tel que (@7 H(Ug,))n>1 soit une suite i.i.d. de loi égale a celle de X sachant X € A :=
[m, M] (on admettra que la suite (Ur, ),>1 est i.i.d.).

i.e. dont les éléments sont indépendants et de méme loi.
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2. On pose 0, = T,, — T,,_1 pour n > 1. Montrer que les ¢,, sont i.i.d. de loi géométrique
de paramétre a > 0 a préciser.
3. Soit I défini comme en 1. Montrer que, pour toute fonction bornée f,

iy = 2ot SOOIy ey X e A] B s

27]:[:1 1I<Un)

(avec la convention 0/0 = 0).

4. On veut estimer la vitesse de convergence L? de Pestimateur 7y. On suppose que
|f| < fin o fo, est une constante réelle. On note

Ay = %;f((I)‘l(Un))ll(Un) , By = %Z 1,(U,)

n=1
A
A:=E[f(X)lxea], B:=P[X € A] et r= R
4.1. Montrer que
) 1
A A :
Elliy —rf2 < E||5°— 5| La<v| +rELssn]s.
N
4.2. Montrer que
) Ay — A B — By
—ril = 1
[y — 7L <n ’ v e RUEO

et en déduire que

R 4
iy — P ly<y < o |Axn — A+7(B — By)|* + 4f21q. ,

ou ) :={|By — B| <27 'B}.
4.3. Déduire de la question précédente que

N 1
E[jmy — r[*15,<n]2 <

St

ou C' > 0 est une constante indépendante de N.
4.4. Déduire que

Efliny -2 < C (N34 (1-a)™?)

ot C' > 0 est une constante indépendante de N. Conclure sur la vitesse de convergence
L? de Pestimateur my.

5. On se propose maintenant d’utiliser une autre méthode.

5.1. Calculer la loi de la suite (Y},),>1 définie par

Y, =& (®(m) + U, (®(M) — ®(m))) ,n>1.
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5.2. Construire & partir de (Y,,),>1 un estimateur de E[f(X) | X € A]. Quel est son
biais ? Quelle est sa vitesse de convergence L?? Comparer avec la méthode précédente.
6. On suppose maintenant que f est continue. Soit (&,),>; une suite (déterministe)
équi-répartie sur [0, 1], i.e. telle que

N

1

N Zg(gn) — o g(x)dx ¥ g continue bornée de [0, 1] dans R .
n=1 ’

En utilisant ’approche des points 3. et 5. proposer deux modes d’estimation de E[f(X) | X €
A] a partir de (&,)n>1. Justifier la convergence des deux méthodes.

6.8 Variables antithétiques

On se donne (G;);>; une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées suivant la loi gaussienne centrée réduite.
On dit qu’une fonction f : R™ — R est monotone (resp. croissante) en chacune de ses va-
riables si pour tout k£ € {1,...,n}, Papplication qui & (1, ..., k1, Tki1, ..., Tn, T,Y) €
R™*! associe

(y—x) (f(x1, ooy o1, Yy Thaty ooy @) — f(T1y 0o X1, &y Tt 1y - - -5 Tn))

est de signe constant (resp. positive) sur R™".
1. Quelle est la loi de —G; 7

2. Soit f,g: R — R croissantes et bornées.

(a) Quel est le signe de (f(Gy) — f(G ))( (—G1) —g(—G9))?
En déduire que Cov ((, f) (G1), 9(—G1)) < 0.

(b) Pour Pestimation de E [(] f(G1)), quelle variable faut-il préférer entre o> S (G
et o ¢:1(f(G )+ f(—G;))? (comparer a la fois la précision et U'effort de cal-
cul).

3. Nous allons voir que la technique de réduction de variance précédente s’étend a la
dimension n > 2 et méme a la dimension infinie.
On admet que pour ¢ et 1 : R*! — R croissantes en chacune de leurs variables
et bornées, on a

Cov () (Grs- v, Gr)s(=Grye e, —G1)) <0 .

On se donne f et g : R" — R croissantes en chacune de leurs variables et bornées.

(a) Pour x € R, quel est le signe de
E[(] f(Gy,...,Gn1,2)9(—G1,...,—Gy_1,—2)) — A(z)T(—2) (6.8.1)

ou A(z) =E[(] f(G1,...,Gno1,x)) et T(x) =E[(]g(=G1,...,—Gp_1,2)) 7
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(b) Que peut-on dire des fonctions A(z) et I'(z) ? En déduire le signe de
E [(] A(GH)F(_GH))_E [(] f(Gla s >anl> Gn))]E [(] g(_G17 SRR _anla _Gn))
(¢) En intégrant l'inégalité (6.8.1) contre une densité bien choisie, vérifier que

Cov ((, f) (Gry-. ., Gr)sg(—Ghs .., —Gi)) < 0.

(d) Conclure que pour tout n € N*, pour toute fonction f : R™ — R monotone
en chacune de ses variables et bornée,

Cov ((, f)(G1,...,Gp), f(=Gyq,...,—Gp)) < 0.

(Remarquer que si € = (g1,...,&,) € {—1,1}", le vecteur (&1Gy,...,e,Gp) a
méme loi que (Gy,...,Gp).)

Qu’indique ce résultat pour Pestimation de E[(] f(Gy,...,Gy)) par la mé-
thode de Monte-Carlo ?

4. On se place maintenant dans le modéle de Black-Scholes
St(W) — SoeaWt+(r—02/2)t

ot Sy € R et W = (W,);>0 est un mouvement brownien standard. On fixe une
maturité 7' > 0 et f : R — R une fonction de payoff monotone, continue et bornée.
Pour N € N*, on pose At =T/N et t;, = kT/N = kAt, k€ {0,...,N}.

(a) Quel est le signe de Cov ((, f) (Sr(W)), f(Sr(=W)))?
(b) On note M (W) = LSS, (W).
i. Donner, en la justifiant, la limite presque stire de MY (W) lorsque N tend
vers +00.

ii. Montrer que

So Wy, Wy, — W, Wt_VVt)
MNW:— 3 17 2 1’”.7 N—-1 N-—2 :
r W) =75 on 1(\/At VAt VAt

ot pour n € N,

n
on: (21,...,2,) ER" — Z cOVALTS | zjtk(r—o?/2) At
k=0

iii. En déduire le signe de Cov (f(My (W), f(M (=W))).

iv. Conclure que Cov ( f (% s St(W)dt> f (% I8 St(—W)dt>> <0.

(c) Montrer de méme que Cov (f (maXtE[O,T] St(W)) f (maXte[QT] St(—W))) <
0.
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6.9 Un exemple de réduction de variance par intégra-
tion par parties et conditionnement

Soient X une variable aléatoire de loi normale A(0,1) et a < b deux réels. Soit Z une
variable aléatoire égale en loi & X | X € [a, b].

1. Proposer deux modes de simulation différents de Z basés sur l'inverse ¢ de la fonction
de répartition de la loi N'(0,1). Lequel vous semble le plus efficace ?

Soit 7 une variable aléatoire indépendante de Z de loi exponentielle de paramétre
A > 0. On note Y := Z]_Tgl.

2. Comment simuler Y 7

Etant donnée une suite (Y*);>; de copies i.i.d. de Y, on pose
LN
my ::NEg(:c—i—Y) , N>1,

ol g est une fonction mesurable bornée sur R et € R. On note m := E[g(x + Y)] et
m:=E[g(z+ 2)].

3. a. Montrer qu’il existe p € (0,1) tel que

NVar[iiy] = (1 —p) (Var [g(z + Z)] + (m —m)*) +p (9(x) —m)*

b. Construire un estimateur my de m dont la variance vaut N~!(1—p)?Var [g(z + Z)].
c. Quel estimateur de m est-il préférable d’utiliser 7 Donner deux raisons différentes.

A partir de maintenant, on insiste sur la dépendence de m en x en notant m(zx), et on
suppose g continuement dérivable a dérivée bornée.

4. a. Montrer que la dérivée de m par rapport a x est donnée par
m'(z) =Elg'(z +Y)] .

b. Montrer que Y n’a pas de densité.
c. Soit f la densité de Z. Peut-on avoir

m'(z) = E[—g(x + Z1,<1)(f'/ ) (Z)] ?
d. Trouver des constantes v et p telles que
m'(z) =7 — (1 —p)E[g(z+ 2)(f'/)(Z)] .

e. Discuter les avantages relatifs des estimateurs naturels de m/(z) associés aux iden-
tités des questions a. et d..
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6.10 Suites uniformes randomisées

Pour une fonction réelle f sur [0,1], on note || f|, = fo |f(z)[Pdz)Y? pour p > 0 et

[flloe = sup,efoy Lf ()]

On considére une suite (£,),>1 a valeurs dans [0, 1] et on lui associe la fonction

1 N
= Nzlfnﬁm s IG[O71]
n=1

1. On définit la discrépance LP a l'origine de la suite par
DY = |[Fy-Fl, , peNU{oo}

ou F(z):= x sur [0, 1].

a. Montrer que si x €]0, 1] vérifie |Fy(z) — 2| > b, b € Ry, alors D'V > 2/2.

b. Déduire de a. que D](\P — 0 implique DJ(VOO) — 0.

c. En déduire que s’il existe p € N* U {oo} tel que DE\I,’) — 0, alors D](\?) — 0 pour tout
q € N*U{oo}.

d. Rappeler la définition d’une suite uniforme sur [0,1] et montrer qu'une suite est
uniforme si et seulement si D](f;) — 0 pour tout p € N* U {oco}.

e. En déduire que si (&,),>1 est une suite de v.a. indépendantes uniformément distribuées
sur [0, 1] alors + SV 1¢, <, tend vers z uniformément sur [0,1] p.s.

2. Soit f une fonction réelle a dérivée bornée sur [0, 1] et U une loi uniforme sur [0, 1].
Montrer que pour p € N*

B0 - 5 Do fE)| < 171, DY

ou q veérifie ]lj + é =1 (on pensera a utiliser Pégalité f(x) = f(0) + [, f'(z)dz
3. En utilisant la loi du log itéré?, montrer que si (£,), est une suite de v.a. indépendantes
uniformément distribuées sur [0, 1] alors

N (
A oSN N = vl , p€N

ot y(z) := /x(1 — x) sur [0, 1].
4. a. Montrer que

N
(DE\?))Q = —Z (1 —max(&,&))) —%Z

1,j<N

2Soit (X,,), est une suite de v.a. indépendantes de méme loi, d’espérance nulle et de variance égale
a 1. On pose Sy = (Zﬁ’zl X,,)/VN. Alors limsupy_,., Sxv/vV2Inln N =1 p.s.
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b. On suppose que (&,),>1 est une suite de v.a. indépendantes uniformément distri-
buées sur [0, 1]. Montrer que E [(DE\?))Q} = 1/(6N). Que peut-on dire sur E[|E[f(U)] —
NI (&) si f et U sont comme dans la question 2.7

5. On revient au cas ou la suite (&,),>1 est déterministe. Etant donnée une v.a V
uniformément distribuée sur [0, 1], on définit la suite (£,), par &, = {&, + V} ou {y}
désigne la partie fractionnaire de y. On note

DG = |Fy — Flle ot Fy(z) =
a. Montrer que pour tout n, fn est de loi uniforme sur [0, 1].
b. On fixe N > 1. En décomposant {1,...,N}en Ji :={j <N : 0<&+V —1<uz}

et Jo:={j <N : 0<¢ +V <z}, montrer que

|Fy(z)—z[ < sup
0<y1<y2<1

N

1

N Y Ly<ticy — 2 —wy1)| , Yo e0,1]
n=1

et en déduire que
pEI < 9pl

c¢. Montrer que dy(z) := Var [FN(x)] < 4(DEY? pour tout z € [0,1], et que, si f et U

sont comme dans la question 2., alors
E[E[f(U)] = inl’] < a(lf b DY)

ou My = % quzvzl f(gn)

d. Calculer E[my] et proposer une méthode pour estimer Var [my].

Remerciements : Je tiens a remercier sincérement Fabian Astic, Laure Elie et Nizar
Touzi pour leurs conseils et leur aide lors de 1’écriture de la premiére version de ces notes.
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