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Exercice 1 (Sur la métrisabilité de la topologie faible étoile).

1. Soit E un evtlcs, montrer que la topologie faible étoile de E' est métrisable
si et seulement si E posséde une base algébrique au plus dénombrable.

Supposons la topologie faible étoile de £’ métrisable par la distance d
alors pour tout n € N* il existe une partie finie de F, ®,,, telle que si
f € E' vérifie |f(z)] < 1 pour tout z € @, alors f € B(0,n™ 1) :={g €
E' . d(0,g) < n~'}. Définissons alors 'ensemble au plus dénombrable
d = U,PD, et soit z9 € FE, il existe alors n € N* tel que si f € F’
vérifie |e,(f)| = |f(z)] < 1 pour tout z € ®,, alors |f(xg)| < 1, ce
dont on déduit que Nyecq, ker(e,) C ker(ey,) (ex(f) := f(x)), le lemme
des noyaux implique alors que e,, est combinaison linéaire de {e,, = €
&}, utilisant enfin le fait que E’ sépare les points de E (en vertu du
théoréme de Hahn-Banach et grace au fait que E est un evtles) on
en déduit que x( est combinaison linéaire des éléments de ®,,, ainsi ®
est une famille génératrice. Réciproquement, si E possede une base
algébrique au plus dénombrable, @, la topologie faible étoile sur E’ est
associée a la famille au plus dénombrable (et séparante) de semi normes
{f € E' — |f(z)|, v € P} ce qui assure sa métrisabilité comme vu en
cours.

2. En déduire que si E est un espace de Banach de dimension infinie, la
topologie faible étoile de E' n’est pas métrisable.

Il s’agit de montrer que si E, un espace de Banach de dimension in-
finie, il ne possede pas de base algébrique. Si {z,,n € N*} était une
telle base, chaque sev de dimension finie donc fermé de E, E, :=
vect{xy,...,z,} étant d’intérieur vide, il résulterait du théoreme de
Baire que sa réunion, i.e. E entier, est aussi d’intérieur vide, ce qui
constitue la contradiction recherchée.

Exercice 2 (Condition de Legendre-Hadamard et systémes ellip-
tiques du second ordre).

Dans tout ce qui suit, on utilisera systématiquement la convention d’Einstein
de sommation sur les indices répétés. Soit d et n deux entiers non nuls, et



aapi; des réels, 1 < o, 3,< d, 1 < i,j < n vérifiant la condition (dite de
Legendre-Hadamard) qu'il existe v > 0 tel que

aagijMaiMﬁj Z th"(MMT)
pour toute matrice M € My, (R) de rang inférieur ou égal a 1.

1. Soit £ € RY, soit M(€) € L(C") défini par (M (€)2); = aapijéalsz; pour
tout i = 1,....,n et z € C", montrer que idcn + M () est inversible et
qu’il existe une constante C' > 0 telle que

| (iden + M(€)) Ve € RY.

1= 5

Remarquons d’abord qu'une matrice M = [M,;] € My,(R) de rang 1
s’écrit sous la forme M = £ ® x avec £ € R?\ {0} et z € R™\ {0} (cest
a dire M., = &a;) et quion a alors tr(MMT) = (30 &2)(3,22) de
sorte que la condition de Legendre-Hadamard peut aussi s’écrire sous
la forme

Gagisbariprs = V(Y €)@l = vIgl|al, V(6 x) € R xR (1)

Soit maintenant ¢ € C", et z € C" tels que (iden + M(£))z = ¢
c’est-a-dire

Zi + aagijgagﬁzj = ¥y, = 1, ., n
multipliant chacune de ces équations par Z;, en sommant sur 7, en

prenant la partie réelle du résultat obtenu, en utilisant (1) et enfin
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient facilement

2% + vIg[|2? < Re(wiZ:) < lell2]

ce qui montre bien sur que idcn + M () est inversible mais aussi que

B el
2| = [(iden + M(&)) | < TETE

ce qui établit I'inégalité recherchée.

2. Soit s € Roet [ = (fi,., fu) € (H*(RY))™ montrer que le systéme
d’EDPs:
—aaﬁijﬁaguj +u;=fi,i=1,...,n



posséde une unique solution w = (uy,...,u,) € §'. Montrer que u €
H*? et que
[ul[ge+2 < C[ f]

pour une constante C indépendante de f € H*.

HS

En prenant la transformée de Fourier du systéme on obtient le systeme
algébrique )
(id+ M(g))u = f
ou encore R
a=({d+ME)'feds

de sorte que le systéme possede une unique solution u dans S’ avec
I’estimation de la question précédente on obtient que u € H*T2 avec

lull oz = (14 (€20 2 < CIA+ €72 Fll e = Cll 1l e

Exercice 3 (Dualité pour des problémes convexes paramétrés).

Soit Gunevnet f: G — RU{+0o0}, propre c’est a dire non identiquement
égale a 400, la transformée de Legendre f, f* est la fonction : G — R U
{400} définie par

[ (x*) :==sup{< z*,2 > —f(2)}, Vz* € G

zeG

Pour z € G, le sous-différentiel de f en x est par définition I’ensemble
of(x) ={z* € G : fly) > flx)+ <z*,y—z >, Yy e G}

Soit maintenant F et F' deux evn, ® convexe s.c.i. propre EXF — RU{+o0},
pour tout p € F', on pose

h(p) := inf ®(z,p).

zeFE
On considere alors le probleme
;ggfb(x, 0) (2)
ainsi que son dual:
sup —&*(0, p") (3)
P*GF’

On suppose que h(0) € R et qu'il existe xy € E tel que p € F — ®(z0,p)

soit finie et continue en p = 0. Le but de l'exercice est de montrer que

I'infimum dans (2) est égal au supremum dans (3) et que ce dernier est

atteint, autrement dit de prouver la relation de dualité

inf ®(x,0) = max —®*(0,p"). (4)
p*eF’

zel



1. Soit G un evn, f conveze s.c.i. propre : G — RU {400} montrer que
f* est convexe s.c.i. propre sur E'.

Soit xg € G tel que f(xg) < 400 et A\g < f(zg) on peut alors séparer
au sens strict (zg, A\g) du convexe fermé Epi(f) : il existe (z*,«a) €
G' xR\ {(0,0)} et € > 0 tels que

<axt xg > targ << zf x> 4a —¢e,V(x, \) € Epi(f)

il est facile d’en déduire que o > 0 puis que —f — z*/«a est majorée
c’est a dire que f*(—2*/a) < +o0, le fait que f* soit convexe et sci
est évident : c’est un supremum de fonctions affines continues (donc
convexes et sci). On pourra noter au passage que le fait que f* soit
propre signifie que f possede une minorante affine continue, ainsi on
a montré que toute fonction convexe sci possede une minorante affine
continue.

2. Soit C un convexre d’intérieur non vide dans un evn, montrer que
lintérieur de C est conveze et dense dans C'.

Soit x € int(C) et y € C, nous allons montrer que [z,y[= {tx + (1 —
t)y, t €]0,1]} est inclus dans int(C'). Soit donc r > 0 tel que B(z,r) C
C,t€)0,1], z :=te+ (1 —t)y et w € B(0,1) on a alors z + tru =
t(x +ru) + (1 — t)y € C par convexité de C' et ainsi B(z,tr) C C de
sorte qu'on a bien z € int(C'). Ainsi si z et y sont intérieurs a C' on
a [z,y] = [z,y[U]z,y] C int(C) ce qui étabilt la convexité de int(C')
mais aussi sa densité dans C puisque si y € C et x € int(C) on a
y = limy_o+(tz + (1 — t)y).

3. Soit G un evn, f convexe : G — RU {400} et x € G tel que [ soit
majorée au voisinage de x montrer que f est continue en x puis que
Of (x) est non vide.

Sans perte de généralité, supposons x = 0 et f < M sur B(0,1). Soit
u € B(0,1) et r € [0, 1], par convexité de f on a f(ru) < (1 —r)f(0)+
rf(u) < (1—7r)f(0)+rM et ainsi f(ru)— f(0) < r(M— f(0)). Ecrivant

r
1+7r

(ru) + (—u)

14
et utilisant & nouveau la convexité de f il vient (1+7)f(0) < f(ru) +
rf(—u) < f(ru)+rM et donc f(0)— f(ru) < r(M — f(0)). Nous avons
donc établi que | f(z) — f(0)] < (M — f(0) pour tout = € B(0,7) ce qui
montre en particulier la continuité de f en 0. Montrons maintenant que
f est sous-différentiable en 0 c¢’est a dire que 9f(0) # (), on remarque

4



d’abord que puisque f est continue en 0, I’épigraphe de f est d'intérieur
non vide. Notons C' lintérieur de I’épigraphe de f, en vertu de la
question précédente C' est un ouvert convexe dense dans 1’épigraphe
de f. La premiere forme géométrique du théoreme de Hahn-Banach
nous permet de séparer (0, f(0)) de C' au sens large: il existe (z*, a) €
G’ x R\ {0, 0}, tels que

af(0) <ad+ < z*y>, Y(y,A\) eC

et par densité de C' dans I’épigraphe de f, remarquons qu’en fait
I'inégalité précedente a lieu pour tout y € E tel que f(y) < +oo et
tout A > f(y). Il est clair que o > 0 et si « était nul, comme f < M
sur B(0, 1) on aurait que < z*,y >> 0 pour tout y € B(0, 1) ce qui im-
pliquerait que z* = 0 ce qui est absurde. On a donc o > 0 et pour tout
y€ G, ona f(y) > f(0)— < a lz* y > de sorte que —a~'a* € 9f(0).

. Montrer que h(p) > —oo pour tout p € F et que h est conveze.

Par hypothese h(0) € R et il existe zy € E tel que ¢ — P(xg,q)
soit continue en 0 en particulier il existe r > 0 et M € R tel que
®(x0,q) < M pour tout ¢ € F tel que ||¢]] < r. Soit p € F et
e:=r/(|p| + 1), soit x € E, par convexité de ® et par définition de h,
on a

1 15 1 15
h0<q>( o)<—c1> — _° oz,
(0) < 0+ 7,0) < 1 (o Ep)+1+5 (z,p)

< M n €
“1+e 1+4c¢

®(x,p)

ceci montre que x € F +— ®(x,p) est minorée et donc que h(p) > —oo.
Soit maintenant (p,q) € F? et t € [0, 1], pour tout (z,y) € E? on a:

h(tp+(1—t)q) < ®(tr+(1—t)y, tp+(1—1t)q) < t@(x,p)+(1-1)P(y,q)

prenant I'infimum du membre de droite en (z,y) € E?, on en déduit la
convexité de h.

. Etablir (4).

On commence par remarquer que par définition de ®* pour tout (z,p) €
E x Fet (z5,p*) € E' x F' on a

(z,p) + @*(2", p") =< (27,p"), (z,p) >=<z",2 >+ <p",p>
en particulier

®(z,0) + @*(0,p*) > 0,Y(z,p") € E x F'

>



et donc
h(0) = inf ®(z,0) > sup —P*(0,p"). (5)

zeE preF!

Comme h < ®(xg,.) et ®(xzg,.) est majorée au voisinage de 0 il en est
de méme de h, comme h est convexe on déduit de la question 2. qu’il
existe p* € Oh(0) on a alors pour tout (z,p) € £ x F

h(O) S h(p)_ < ]_)*ap >§ @(l’,p)— < ]_)*729 >= @(a:,p)— < (072_9*)7 (I,p) >

en prenant I'infimum du membre de gauche sur (z,p) € E x F', il vient
donc
")

ce qui avec (5) implique que p* résout (3) et que (5) est une égalité.



