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Résumé. V.I. Arnold [Petits dénominateurs et problemes de stabilité du mouvement
en mécanique classique et en mécanique céleste (en russe), Uspehi Mat. Nauk. 18
(1963), 91-192] a affirmé et partiellement démontré que, pour le modeéle newtonien
du Systeme solaire a n > 2 planetes dans ’espace, si la masse des planetes est
suffisamment petite par rapport a celle du Soleil, il existe, dans ’espace des phases
au voisinage des mouvements képlériens circulaires coplanaires, un sous-ensemble
de mesure de Lebesgue strictement positive de conditions initiales conduisant
a des mouvements quasipériodiques a 3n — 1 fréquences. Cet article détaille la
démonstration que M.R. Herman a exposée de ce théoréeme [Démonstration d’un
théoreme de V.I. Arnold, Séminaire de Systemes Dynamiques et manuscrits, 1998].

Abstract. V.I. Arnold [Small denominators and problems of stability of motion in
classical and celestial mechanics (in Russian), Uspehi Mat. Nauk. 18 (1963), 91—
192] stated and partly proved the following theorem : in the Newtonian model of
the Solar system with n > 2 planets in space, if the masses of the planets are small
enough compared to the mass of the Sun, there is a subset of the phase space of
positive measure, in the neighborhood of circular and coplanar Keplerian motions,
leading to quasiperiodic motions with 3n — 1 frequencies. This article details the
proof of this theorem, following M.R. Herman’s lectures [Proof of a theorem of V.I.
Arnold, Séminaire de Systémes Dynamiques and manuscripts, 1998].
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Stabilité du systéme planétaire 3

1. Le probléme de la stabilité du Systeme solaire

1.1. Le systéeme planétaire newtonien Soient mg et mq,...,m, les masses
respectivement du Soleil et des planetes du Systeme solaire, et qg et q1, ..., ¢, leurs
vecteurs position dans l’espace, identifié par le choix d’un référentiel galiléen a
’espace euclidien R?. Les unités étant convenablement choisies, la loi de 'attraction
universelle de Newton affirme que le mouvement des astres est régi par les équations

d*q; QI — 4y .
mj—; :ijmkijg, ji=0,...n. (1)
at* = lax — ¢

différentielles

Or, les rapports de masses m;/mg (j # 0) sont petits, au plus de 1/1000 pour
Jupiter. Donc, en mettant les n dernieres équations sous la forme

d*q; q — g my gk —qj .
dt2J: ol j:ﬁZ*' s =L (2)
lao —aill” w5 ™0 llae — 4

on voit que le terme qui rend compte de I'attraction du Soleil est prédominant,
et, pendant un court intervalle de temps, chaque planéte décrit approximativement
I’ellipse képlérienne qu’elle décrirait si elle subissait la seule attraction du Soleil.

La loi de I'attraction universelle explique de facon magistrale la contradiction
apparente entre le principe, mis en avant par Galilée et Descartes, du mouvement
inertiel rectiligne uniforme en mécanique terrestre et les lois, énoncées par Kepler,
régissant le mouvement elliptique des planetes autour du Soleil. Mais Newton lui-
méme mesura tres vite, a la fin du XvII® siecle, que les perturbations mutuelles
des planétes pouvaient avoir, au fil des révolutions képlériennes, des implications
dynamiques énormes. Le contre-coup imprévu de la découverte de Newton fut donc
d’ébranler la conviction que le Systeme solaire fut stable : il ne fut plus évident
que le mouvement des planetes du Systéme solaire se répétat immuablement, sans
collisions (|lg; — x|l — 0, j # k) ni éjections (||¢; — qr|| — o0).

1.2. Le < théoréme d’Arnold > En 1963 Vladimir Arnold publia le résultat
remarquable suivant [Arn63| (voir I’énoncé plus précis G3)).

THEOREME 1. Si le mazimum € = max{m;/mo}j=1.. , des masses des planétes
rapportées a la masse du soleil est suffisamment petit, les équations () admettent,
dans l’espace des phases au voisinage des mouvements képlériens circulaires et
coplanaires, un ensemble de mesure de Lebesgue strictement positive de conditions
initiales conduisant a des mouvements quasipériodiques.

Michael Herman commente ainsi ce théoréme dans [Her98a] :

I. Newton, [New87], certainly believed that the n-body problem, n >
3, (n particles moving under universal gravitation) is topologically
unstable and, to paraphrase Laplace, made the hypothesis that God
solves the problem and controls the instabilities (a hypothesis criticized
by Leibniz and all the enlightened XVIIIth century). [...]
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The fact that the bounded orbits have positive Lebesgue measure when
the masses belong to a non empty open set, is a remarkable result
announced by V.I. Arnold [Arn63] (Arnold only gives a proof for the
planar 3-body problem and, if the author is not mistaken, Arnold’s claim
is correct).

Dans Papproximation képlérienne (m;/mo = 0, j = 1,...,n), le mouvement de
chaque planete est périodique, alors qu'un potentiel d’interaction gravitationnel
générique engendrerait des mouvements quasipériodiques a deux fréquences. La
dégénérescence du potentiel newtonien est levée par les petites interactions
mutuelles des planetes, qui font que les ellipses képlériennes tournent et se
déforment lentement. C’est cette dynamique lente, qualifiée de séculaire, qu’il s’agit
d’étudier a long terme. Moser a di résoudre un probleme de méme nature pour
démontrer le théoreme de stabilité des points fixes elliptiques [Mos62], points au
voisinage desquels la torsion est faible. Dans le systéme planétaire, des difficultés
supplémentaires proviennent de la forme méme de la perturbation considérée : non-
intégrabilité du systeme séculaire, dégénérescences dues a l'invariance par rotation
et & une mystérieuse résonance remarquée par Herman [AAQT] (Propriété BO), ainsi
qu’a la singularité elliptique du systeme séculaire.

La démonstration d’Arnold est complete dans le cas ou trois corps se meuvent
dans le plan. Les mouvements quasipériodiques ont alors 4 fréquences. L’argument
d’Arnold pour déduire le cas spatial du cas plan est discutable. Apres réduction
symplectique par la symétrie de rotation, le probléeme des trois corps ressemble en
effet & un certain probléeme plan, qui est une perturbation du probleme plan des
trois corps quand les inclinaisons sont petites. Mais, apres réduction, il n’y a plus
d’inclinaisons, et I’étude de la limite des faibles inclinaisons n’est donc pas une
simple formalité [Rob95l [Her98|]! Par ailleurs, 'argument d’Arnold dans le cas de
n corps dans I'espace est faux, comme la Proposition B1] et la remarque suivant sa
démonstration le montrent.

1.3.  La démonstration d’Herman Dans [Her98] M. Herman a démontré un
théoreme de tores invariants abstrait qui généralise et simplifie le résultat homologue
d’Arnold (Théoreme [B0), puis il a montré que le systéme planétaire releve de ce
théoreme. Pendant ma these, j’ai eu la grande chance de profiter du secours et des
explications de Michael Herman sur la théorie KAM. J’ai rédigé cette démonstration
a partir de ses notes manuscrites, qu’il avait pour la plupart distribuées aux
auditeurs de ses exposés. Ces notes sont parfois succintes, et j’espére ne pas les
avoir trahies en introduisant des erreurs. Par ailleurs, j’ai essayé de mentionner
quand je m’en suis écarté.

Les démonstrations du Théoreme et de son précurseur reposent sur un
théoreme de forme normale, le Théoreme[38] dont la démonstration décrite ici utilise
un théoréme d’inversion locale pour un certain opérateur @, 5 de conjugaison. A
cause des petits diviseurs, aucun choix de topologies banachiques ne permet de
rendre l'opérateur ®, g simultanément borné et coercif; c’est le phénomene de
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< perte de différentiabilité >, qui oblige a utiliser un théoreme d’inversion locale
dans des espaces de Fréchet, a la Nash-Moser [Nas56, [Mos61], [Zeh76]. Comme dans
des démonstrations antérieures [Her80], Herman utilise la version due & Sergeraert et
a Hamilton [Ser72, [Ham74, [Ham82], en classe différentiable, a cause de sa simplicité.

Les Théorémes et de tores invariants de dimension non maximale
sont analogues ou liés a des résultats annoncés ou prouvés antérieurement,
notamment [Mel65| Mel68|, [Par84], [EIi85] [Kuk88| [E1i89) [P6s89) Riis90, [Riis94) [CS94]
Sev95, Bou97]. Nous renvoyons & [Sev03] pour une histoire et une bibliographie
beaucoup plus completes. Ces deux théoremes utilisent la condition de non-
dégénérescence de l'application fréquence d’Arnold-Pyartli [Pya69] (Définition [57)).

D’autre part, Herman a démontré que le probleme des n corps dans I’espace
satisfait d’une certaine fagon & la condition de non-dégénérescence de Kolmogorov,
ce qui n’est pas nécessaire pour démontrer le théoreme d’Arnold. Je me suis limité ici
a vérifier la condition d’Arnold-Pyartli, par récurrence sur le nombre n de planétes.

Le corps de cet article commence, dans la deuxieme partie, par des rappels
sur la catégorie des bons espaces de Fréchet et sur le Théoreme d’inversion
locale de Nash-Moser-Sergeraert-Hamilton. Dans la troisieme partie on démontre
des lemmes de redressement infinitésimal de flots et de tores. Dans la quatrieme
partie on démontre un Théoréme[38 de forme normale pour les hamiltoniens proches
d’un hamiltonien ayant un tore invariant isotrope quasipériodique diophantien.
Cette forme normale définit une conjugaison & un hamiltonien possédant un tore
invariant diophantien, tordue par une correction de la fréquence. L’existence de
tores invariants ne découle pas directement de l'existence de cette conjugaison
tordue, et c’est 'objet de la cinquieme partie que d’établir des conditions sous
lesquelles on peut en déduire I'existence d’'un ensemble transversalement cantorien
de tores invariants : condition de Kolmogorov (Théoréme H3)), puis condition
d’Arnold-Pyartli (Théoréme BI). Un théoreme de stabilité [60] qui complete le
Théoreme B9l est prouvé. Dans la sixieme partie on définit la dynamique séculaire
du systeme planétaire (1) et on introduit deux développements classiques de
I’hamiltonien séculaire au voisinage de sa singularité elliptique. Dans la septieme
partie, on montre comment ramener le systeme planétaire a un systeéme satisfaisant
a la condition d’Arnold-Pyartli. Enfin la question du rapport entre le théoréme
d’Arnold et la question de la stabilité du Systeme solaire est succintement discutée.
Un appendice décrit les notations tensorielles utilisées.

2. Inwversion locale dans les bons espaces de Fréchet

Reprenant et raffinant les travaux de Sergeraert [Ser72], Hamilton [Ham82]
a énoncé une version différentiable du théoréme de Nash-Moser [Nas56, Mos61]
que nous utiliserons de fagon cruciale pour démontrer le Théoreme de forme
normale. Le théoreme de Sergeraert-Hamilton est un analogue pour la catégorie des
< bonnes > applications entre < bons > espaces de Fréchet du théoreme d’inversion
locale dans les espaces de Banach. Pour commodité j’inclus quelques rappels sur
cette catégorie. Les démonstrations omises sont dans [Ser72], dans [Ham82] ou dans
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des références spécifiques indiquées au fur et a mesure.

2.1.  La catégorie des bons espaces de Fréchet

DEFINITION 2. Un espace de Fréchet est un espace vectoriel topologique séparé,
séparable, localement convexe et complet.

La propriété de convexité locale signifie que lorigine admet un systeme
fondamental de voisinages convexes. La caractérisation suivante de la convexité
locale est démontrée par exemple dans [Sch64] I-9] :

THEOREME 3. Un espace vectoriel topologique E est localement convexe si et
seulement si il existe une famille de semi-normes définissant la topologie de E.

Une telle famille, quand elle est dénombrable, est un échelonnement et son
existence fait de F un espace métrisable.lﬂ

DEFINITION 4. Un espace de Fréchet échelonné est un couple formé d’un espace
de Fréchet et d’un échelonnement de cet espace de Fréchet.

EXEMPLE 5. Soit M une variété compacte de dimension finie et de classe C*,
éventuellement a bord. Soit E un fibré vectoriel de classe C>* et de rang fini
au-dessus de M. L’espace I'°(E) des sections de classe C*° du fibré, muni de
la topologie C*°, est un espace de Fréchet.

Pour s’assurer de la convergence de l'algorithme de Newton dans la
démonstration du théoreme d’inversion locale, on a besoin de certaines estimations
d’interpolations sur les semi-normes, dont I’existence est assurée par I’hypothese de
< bonté > suivante :

DEFINITION 6. Une famille d’opérateurs de lissage sur un espace de Fréchet
échelonné (£, ([|-[|;)jen) est une famille (S);>1 d’applications linéaires continues
de E dans lui-méme, telle qu'il existe des réels Cj i, (j, k) € IN2, tels que pour tous
r€FE, t>1etj<kon ait

|Sex|,, < Cp k7 (E41P (régularisation)
[(id — Sp)z|; < C;xt’~% ||z, (approximation de I'identité).

L’espace E est bon si on peut le munir d’une famille d’opérateurs de lissage.

(Un bon espace de Fréchet dans ce sens est essentiellement ce que Sergeraert
appelle un Z-objet. Les tame Fréchet spaces d’Hamilton sont, en particulier, de
bons espaces de Fréchet.)

EXEMPLE 7. L’espace des sections du fibré £ comme ci-dessus est un bon espace
de Fréchet [Ham74] (pour voir comment construire des opérateurs de lissage comme
opérateurs de convolution, voir aussi Hirsch [Hir76], et, pour le probleme spécifique
des bords, voir Seeley [See64]).

t. Merci a M. Garay pour ses explications sur ce sujet.
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DEFINITION 8. Soient E et F deux espaces de Fréchet et soit ® : U — F une
application continue d’'un ouvert U de E vers F. La différentielle de Gateaux ou
différentielle radiale de @, si elle existe, est 'unique application

D®:UxE—F, (x,h)— D®(x)-h,
linéaire dans sa seconde variable, telle que

Oz +ty) — ()
t

lim

t—0

=D®(z) - y.

L’application ® est continiment différentiable ou de classe C! si elle possede une
différentielle de Gateaux continue; pour tout entier k > 2, elle est de classe CF si
elle est de classe C! et si sa différentielle est de classe CF~1: elle est de classe C®
si elle est de classe C* pour tout k € IN.

Remarques.

— L’usage est de ne pas toujours préciser qu’il s’agit de la différentielle radiale,
bien que dans le cas banachique de dimension infinie la différentiabilité radiale
n’implique pas la différentiabilité habituelle.

— L’espace des applications linéaires continues de U dans F' n’est généralement
pas un bon espace de Fréchet. Donc il est préférable de voir D® comme une
application du bon espace de Fréchet TU = U x E (muni de la structure produit
naturelle) vers F' que comme une application de U vers L(E, F)).

Solent (E, |||l;en) et (F,[|[l;en) deux espaces de Fréchet échelonnés. Si E et
F' sont banachiques, une application continue d’un ouvert U de E vers F est
localement bornée. Mais en général cette propriété n’est pas vérifiée, et on lui
substitue le succédané suivant :

DEFINITION 9. Une application ® : U C E — F est bonne si pour tout point zg
de U il existe un voisinage V' de zg dans U, un entier r € IN et des réels ¢; > 0
(7 € IN) tels que lon ait

”(I)(x)HJ <c¢(l+ ||x||j+r)

pour tout point € V et pour tout entier j € IN. L’application ® est une bonne
application C* (k € NU{oc}) si @ est de classe C* et si ® et toutes ses différentielles
Di® U x B9 — F d’ordre j < k sont bonnes. Elle est un bon difféomorphisme CF
si elle est inversible et si ® et ®~! sont de bonnes applications C*.

L’entier r dans la définition s’appelle la perte de différentiabilité de 'application
®, & cause du cas particulier ou E et F' sont des espaces fonctionnels échelonnés
par les topologies C*.

Les bonnes applications qui sont linéaires dans certaines de leurs variables,
notamment les différentielles, admettent des estimations linéaires dans ces facteurs :

LEMME 10. Soit L : (U C E) x F — G une bonne application (U x F étant muni
de la structure naturelle d’espace de Fréchet échelonné produit), linéaire dans le
second facteur. Pour tout xo € U il existe un voisinage V de xg, un entier r € IN
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et des réels c; > 0 (j € IN) tels que pour tout point x € V, pour touty € F et pour
tout entier j € IN on ait

1L(2) - yll; < ezl lyll, + yll;40)- (3)

Démonstration. 1l existe un réel € > 0 et deux entiers r et k € IN tels que pour tous
zeUet e F tels que ||z — x|, <eet |y, <eona

IL(x) - gll; < (L + [l + 119150

Soit maintenant y € F quelconque. Soient 6 = ||y||, /e le facteur qui empéche
d’appliquer 'estimation précédente directement a y, et soit ¢ tel que y = 0y. On a
IL()-yll; < 0 + [l + 1911540
< Lyl + 2 llelpr Iyl + s vl
S R | ey
d’ou I'estimation découle en modifiant la définition des constantes c; et r. O

LEMME 11. Une bonne application f : (U C E) — F de classe C' est localement
lipschitzienne : pour tout xg € U il existe un voisinage V de xg, deuz entiers r et
k et des réels c; > 0 (j € IN) tels que l'on ait

1£(y) = F@); < cilllypr ly — 2l + ly = 2ll;4,) (4)
pour tous points x et y de V' et pour tout entier j € IN.

Démonstration. On a
1
flo) = £@) = [ D@+ tly—2)- (r—a)ds

(la définition et les propriétés élémentaires des intégrales dans les espaces de Fréchet
sont détaillées dans [Ham82] 1.2]). Le résultat découle alors du Lemme [I0l a
On déduit des deux lemmes précédents le résultat important suivant :

PROPOSITION 12. Soient k > 1 un entier et f: (UCE)—>Fetg:(VCF)—G
deuz bonnes applications de classe CF telles que f(U) C Int V. Alors go f est une
bonne application de classe CF.

Démonstration. Soient 7 > 0 un entier, € > 0 un réel, z € U un point et v € F un
vecteur tel que [|lv|; < e. Pour tout réel ¢ €] — 1,1 on a

gof(z+tv)—gof(x) :/o Dy(f(x) +0(f(x +tv) = f(2))) - (f(x+tv) — f(x)) db.

La dérivabilité de f et la continuité de Dg montrent que

1

lim Dy (f(z) +0( (@ + tv) = f(2))) - 5 (/@ + t0) = f(2)) = Dg(f(x)) - Df () .
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Or si j est assez grand et si € est assez petit les lemmes [0 et [[T] montrent qu’il
existe une constante c;(z,v) telle que quand ¢ tend vers 0 on a

|Dats@) + 01+ ) = 1)) - (a4 00 = )| < i)
J
Donc d’apres le théoreme de convergence dominée on a
ool =92 80 py(yw)) - Diw) 0| enn

J

La dérivée (radiale) de g o f vaut donc Dgo f - Df, qui est une bonne application
de classe C°. La proposition s’en déduit par récurrence sur k. O

DEFINITION 13. Une bonne variété fréchétique est une variété modelée sur la
catégorie dont les objets sont les ouverts des bons espaces de Fréchet et dont
les morphismes entre deux objets U et V sont les applications ® : U — V qui
sont de bons difféomorphismes C* sur leur image. De méme, un bon groupe de Lie
fréchétique est une bonne variété fréchétique et un groupe de Lie dont la loi et
I’opération d’inversion sont de bonnes applications C*°.

EXEMPLE 14. Si M est une variété compacte et si E — M est une fibration,
Pespace I'°(E) des sections différentiables de la fibration est une bonne variété de
Fréchet. En particulier, 'espace C*°(M, N) des applications différentiables de M
dans une autre variété N est une bonne variété fréchétique; et le groupe Diff * (M)
des difféomorphismes de M, ainsi que le groupe DiffS (M) des difféomorphismes
symplectiques si M est symplectique ou le groupe Diff° (M) des difféomorphismes
symplectiques exacts si M est symplectique exacte, sont de bons groupes de Lie
fréchétiques. Cf. [Ham82 11.2.3.1].

EXEMPLE 15. Soient M une variété compacte, V. — M et W — M deux
fibrations au-dessus de M et P : I'°(V) — I'*°(W) un opérateur différentiel de
degré r. Lopérateur P est une bonne application de classe C*°, dont la perte de
différentiabilité vaut r. Cf. [Ham82| 11.2.2.7].

EXEMPLE 16. Soient M, N et P trois variétés différentielles. L’application
C>®(M,Int (N))x C*(N, P) — C*(M,P), (f,g9) — go f est une bonne application
de classe C*. Cf. [Ser72l, Hor76] ou [Ham82l 11.2.3.3].

EXEMPLE 17. L’application .# : Diff**(M) — Diff**(M), G — G~!, est un bon
difféomorphisme tel que

DJI(G) - AG = —((DG)™ ' - AG) o G

On en déduit que l'application < dérivation cotangente » ¢ : Diff™*(M) —
Diff*(T* M), ¢ — *(Dp)~! est une bonne application C* telle que

D 7 (p) - Ap=—"((Dp)~" - D(Ap) - (Dp)~ ).
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2.2.  Théoreme d’inversion locale et théoréme d’extension de Whitney Le
théoreme suivant est la raison des définitions précédentes, et le résultat essentiel de
ces rappels.

THEOREME 18 ([SERT2, [HAaMT4], [HAMS2]) Soient E et F deuz bons espaces de
Fréchet, U un ouvert de E, ® une bonne application C* (2 < k < o0) de U dans
F, xo un point de U et yo = P(xg).
Supposons qu’il existe une bonne application L : U x F — E linéaire en la
seconde variable, continue et telle que, si x € U, L(x) soit linverse de D®(x).
Alors il existe des voisinages ouverts Uy de xg dans U et Vi de yo dans F tels
que la restriction ® : Uy — Vi soit un bon difféomorphisme CF.

Nous aurons besoin d’une version renforcée de ce théoreme, qui répond aux deux
questions suivantes :
— comment la taille de I'image locale de ® dépend-elle des bonnes estimations de
® et de l'inverse local L de sa différentielle ?
— quelle est la régularité de l'inverse local de ® comme fonction de parametres
variant dans un fermé d’un espace de dimension finie (pour ce qui nous occupe, ce
fermé sera un ensemble transversalement cantorien de vecteurs diophantiens) ?

Sous les hypothéses du Théoréme [I8, quitte & restreindre l'ouvert U et en
supposant pour simplifier que zy = 0 et yo = 0, il existe des réels ¢; (j € IN)
et des entiers r et [ tels que pour tous x € U, £,£1,& € E et n € F on ait

18l < e a1,
1D®() €l < ¢ (Il . Vel + il )
|D20(@) - &), < e (Il N0l ol + €N ol + €0, 2154, )

12 - lly < e (lall g Il + Il )
(5)

ces estimations résultent de la Définition [@ et des lemmes [I0] et [Tl

COROLLAIRE 19. Soient E et F' deuz bons espaces de Fréchet, U un ouvert de E
contenant l'origine, A un ouvert relativement compact de RP,

O:UxA—=F, (z,0)— Py(x) =P(x,a)

une application telle que ®,(0) = 0 pour tout a € A, et Ay un fermé de A tels que
les propriétés suivantes soient vérifiées :

— pour tout a € Ag Uapplication partielle ®, est une bonne application de classe
Ck 2<k<o0);

— pour tout a € Ay, il existe une bonne application L, : U x F — E linéaire en
la seconde variable, continue et telle que, si x € U, Lo(z) : F — E soit Uinverse de
Do, (x);

— @ et L sont bonnes uniformément sur Ay : il existe des réels c; et des entiers
r et tels que pour tout a € Ag les applications ®,, D®,, D?>®, et L, satisfont aux
estimations ({3).

10



Stabilité du systéme planétaire 11

Alors il existe des voisinages ouverts Uy de xg =0 dans U et V de yo = 0 dans
F, trois entiers naturels jo < j1 et ng et un réel C' > 0 tels que pour tout a € Ag :

— Uapplication ®, : Uy — Vi est un bon CF-difféomorphisme ;

— Vi contient une ji-semi-boule de rayon C(cj,)~™ : pour tout y € F tel que
lyll;, < Clejo)™™, quel que soit a € Ag il existe un unique x € Uy tel que
Yy= o, (:17)

Les constantes C, jo et j1 ne dépendent que des ouverts U et V', des entiers r et l
et des réels c;.

Ce corollaire découle de la démonstration du Théoreme [I8] avec par exemple
j1=21r et ng = 3.

Pour répondre a la seconde question posée apres 1’énoncé du Théoreme O8] il
est commode d’avoir une version du théoreme d’extension de Whitney pour les
applications a valeurs dans un espace de Fréchet. A désigne toujours un ouvert de
RP, Ay C A un fermé et E un espace de Fréchet.

DEFINITION 20. Une application ¥ : Ay — E est de classe C™ au sens de Whitney
(m € IN) 'l existe des applications Wy, ..., ¥, avec ¥g = ¥, ¥, : A4y — LL(RP, E)
‘espace d’arrivée étant D'espace des applications [-linéaires symétriques sur RP),
0,...,m, telles que la condition (W) suivante soit satisfaite pour tout | =
m:

(W;) Si Ry : Ag x Ag — LL(RP, E) est définie par

¢
l
0

)

ceey

W) = Y J0ae) (-2 + Riley),

i<m-—lI

alors pour tout zg € Ag on a

Ry(x1,x2)
l

218220 [|zq — 2™

Elle est de classe C* au sens de Whitney si elle est de classe C™ pour tout m € IN.
Pour tout 0 < m < oo, on note C¥(Ag, F) I'espace des applications de classe C™
au sens de Whitney.

THEOREME 21 (WHITNEY) Si l'application U précédente est de classe C™ au sens
de Whitney (m € NU{+o0}), elle peut étre prolongée en une fonction U:RP - E
de classe C™. De plus, si ¥g,...,V,, sont des applications telles que dans la
définition précédente, on peut choisir le prolongement T de sorte que son jet d’ordre
m le long de Ay coincide avec (Vg, ..., ¥,,).

Dans le cas particulier ou E = RP, on peut définir un opérateur linéaire
d’extension C™(Ag, RP) — C™(A,RP) qui soit continu.

Dans le cas particulier ou ¥ est a valeurs dans un espace de Banach, la
démonstration de la premiere partie du théoreme se trouve par exemple dans
lappendice de [AR67]. Pour en déduire le cas général, on ¥ est & valeurs dans
un espace de Fréchet, il suffit d’établir les estimations utiles en remplagant la

11



12 J. Féjoz

norme de l'espace de Banach successivement par chacune des semi-normes d’un
échelonnement quelconque de E. Pour la seconde partie du théoreme voir [Ste70]
ou [Pos82].

COROLLAIRE 22. Sous les hypothéses du corollaire [I9 et si de plus l'application
® : U x A — F est de classe C*, Uapplication (a,y) € Ag x Vo = ®;1(y) se
prolonge en une application de classe C* sur Uouvert A x Vj.

Démonstration. Quand a € Ag, le Théoreme [I8 s’applique non seulement &
I’équation initiale ®,(x) = y, mais & I'ensemble des k + 1 équations obtenues par
dérivations successives de I’équation initiale par rapport a a. On obtient ainsi un
k-jet de famille de solutions le long de Ag, qui dépend de a de facon C* au sens de
Whitney. Un point y € Vj étant fixé, le Théoréme 2I] montre donc que 1’on peut
prolonger ce jet. La démonstration du Théoréme 2I] montre en fait que ’on peut
prolonger 'application (a,y) — ®!(y) de facon C* sur A x Vj. O

(Notons que dans ’appendice de [ARG7] ’espace source est un espace de Banach,
tandis que pour nous ’espace source est le produit d’un espace de dimension finie
et d’'un espace de Fréchet. Si I'on voulait remplacer A par un ouvert d’un espace
de Banach, il faudrait préciser si ’on considere la différentiabilité habituelle ou la
différentiabilité radiale. Voir aussi [Kri99, Ch. 4].)

2.3.  Une propriété de compacité La définition suivante est a rapprocher des
estimations (B]) satisfaites pour toutes les applications linéaires dans une variable
et des estimations (H).

DEFINITION 23. Soient E, F' et G trois bons espaces de Fréchet, U un ouvert de
E f:UxF — G, (z,y) — f(z) -y, un bon morphisme, linéaire dans le second
facteur. Ce morphisme est une perturbation compacte s’il existe sur F' une norme
[|-|lg, un entier r et des réels c; > 0 (j € IN) tels que pour tout (z,y) € U x F on ait

1f(2) - yll; < ¢ (L4 Nll 5 1yl (6)
(@) -y = F@&) - yll; < eillle =2l + 2l e = 2"l]) Tyllo -

(Dans la terminologie de Bost [Bos85|, une perturbation compacte est une
application vérifiant la propriété P.)

La premiére estimation de (@) est la condition pour que f(z) se prolonge en une
application du complété F' de Pespace vectoriel normé (F, ||-[|,) & valeurs dans G' et
que son prolongement f (x) € F} soit une fonction continue. La seconde estimation
assure que la famille de ces prolongements est lipschitzienne en .

EXEMPLE 24. Si F est un esapce de Banach ou si f est a valeurs dans un sous-
espace vectoriel de dimension finie de G, c¢’est une perturbation compacte (voir le

Lemme [10)).

Le fait que la différentielle D®(0) d’une bonne application différentiable en 0 soit
un bon isomorphisme n’implique pas que la différentielle D® () en un point x voisin
de 0 soit un isomorphisme ; comme nous le verrons au paragraphe 4.1 ceci aurait

12



Stabilité du systéme planétaire 13

eut pour conséquence absurde que la propriété d’avoir un tore invariant diophantien
fat ouverte, ce qui montre au passage un contre-exemple au théoreme d’inversion
locale dans les espaces de Fréchet. Les perturbations compactes jouissent cependant
de la propriété suivante, analogue a celle des perturbations linéaires d’applications
linéaires dans les espaces de Banach.

LEMME 25 ([Bos85]) Soient E, F et G trois espaces de Fréchet, U un ouvert de
E, xg un point de U et L et | deux applications de U x F dans G, linéaires dans
leur seconde variable. Supposons satisfaites les conditions suivantes :

— pour toutac €U, L(x) : F — G est inversible, et l'application L1 : UxG — F,
(z,2) = L(z)~! - 2, est une bonne application de classe C* ;

— Uapplication | est une perturbation compacte ;

— Uapplication L(xzo) + l(xg) est inversible et les applications L(xg) : F — G et
(L(z0) +U(z0))" L : G — F sont bonnes.

Alors il existe un wvoisinage V. C U de z¢ dans E tel que pour tout x € V

Vapplication L(zx) + I(x ) soit inversible et lapplication (L +1)"* : V. x G — F,
(z,2) = (L(z) + U(x)) "1 - 2 soit une bonne application de classe CP.

3. Equations linéaires de redressement infinitésimal

Les lemmes suivants serviront dans la démonstration du Théoréme B8 Leur
propre démonstration est élémentaire si I'on utilise le résultat classique suivant.
Soient TP = RP/ZP, p € N,, le p-tore standard, .#(ZP,C?) l'espace des suites
complexes indexées par ZP et a décroissance rapide, et

C>®(T?,C?) —» L (ZP,C?), [ (f ko f(k:) — f(e)e—iQTrkG d9>
Tr

la transformation de Fourier. Cette derniére est un isomorphisme et il existe des
réels Aj, A} >0 (j € IN) tels que pour toute fonction f € C*°(T?, C?) et pour tout
7 € N on ait

1flles < Aj

I = 4508l
J

J+p+1

ol || f]|; est une norme C’ de f et ol HfH “est une norme 7 de f, par exemple
j

[7], = sup ey [[fei]|.avee |76 = VIAGNE + .+ 1R

Dans cette partie nous utilisons tacitement ces inégalités, et les constantes A; et
A; sont fixées une fois pour toutes.

3.1. Redressement du flot d’un tore Le résultat suivant permettra de résoudre
les équations cohomologiques du redressement infinitésimal
— d’un champ de vecteurs sur le tore T? = R?/ZP (équation (20]) & venir)

— et d’un tore lagrangien (équation (I9) & venir).

13



14 J. Féjoz

Notons
Coo (TP, R?) = {f € C=(T*,R7), f(0) =0}
et

CE(TP, RY) = {f € C=(T",R), | fdf=0}.
TP

Pour tout a € RP, la dérivation de Lie par rapport au champ de vecteurs constant
a)
Lo CP(TP,R?) — CX(T?,R?)
f — Df-a,

est une bonne application entre bons espaces de Fréchet.

LEMME 26. L’application £, est un bon isomorphisme si et seulement s’il existe
deux réels v > 0,7 > 0 tels que

k- al >

ar (ReZ o). (7)
De plus, pour tous v > 0,7 > 0, pour tout o satisfaisant aux conditions (7)) et pour
toute fonction g € C° (TP, RY) lVinégalité suivante est vérifiée :

||$ QHCJ = 27”}/) L4, A]+p+T+1 ||9||c]+p+r+1 (Vj € ]N)-

3.2.  Redressement normal dun tore Le Lemme suivant permettra de
résoudre I’équation cohomologique du redressement infinitésimal, dans les directions
normales qui lui sont symplectiquement orthogonales, d’un tore isotrope de
dimension non maximale (équation (ZII) & venir).

Commengons par une version scalaire et complexe de ce lemme. Pour tout
(a,8) € R? x R et tout s € {1,7 = v/=1} notons L], 4 , la bonne application

L gt C®(TP,C) — C>(T?,C)
(> DC-a+2rspC.
LEMME 27. — L(ll,g,i est un bon isomorphisme si et seulement s’il existe deux

réels v > 0,7 > 0 tels qu’on ait
_r
(&l +1)7

De plus, pour tous v > 0,7 > 0, pour tout (o, 8) € RP x R vérifiant (§) et pour
toute fonction & € C*(TP,C) on a

k- a+B| > (Vk € Z). 8)

H(L ﬁz 15”@1 < (2my)” A; Al+p+‘r+1 (3| per E—— (Vj € IN).

— L}l’ﬁ’l est un bon isomorphisme si et seulement si 8 # 0. De plus, pour tout
(o, B) € RP x Ry et pour toute fonction & € C(T?,C) on a

H( a8, 1) fHCJ < (27B)” A Al-‘,—p-‘,—l 1€ corptn (Vj € IN).

14



Stabilité du systéme planétaire 15

On peut faire remonter au Lemme (et au Lemme B0) le fait que dans
les systémes conservatifs les fréquences des directions elliptiques (8”) interferent
avec les fréquences tangentielles (), au contraire des fréquences des directions
hyperboliques (5').

Pour (o,) € R? x R4, ¢’ € {0,...,q}, B = Diag (S1, ..., By, 1By +1,104) (cette
notation signifiant que B est la matrice diagonale dont les termes diagonaux sont les
g nombres complexes énumérés) et P € GL4(C), considérons la bonne application

IP=12,,: C®(T7,C7) — C(T?,C9)
(—D(-a+2rP 1. B.-P-(.

La version matricielle complexe suivante se déduit directement du lemme précédent
en faisant le changement de variable ¢/ = P(.

LEMME 28. L’application L? est un bon isomorphisme si et seulement s’il existe
des réels v > 0,7 > 0 tels que on ait

18| >~ G=1,...,9) o)
|k'04+5j|2W (Vk € ZP) (G=d+1,..,9.

De plus, pour tous v > 0,7 > 0, pour tout (a, ) € R? x RY satisfaisant aux
conditions (9) et pour toute fonction £ € C=(T?,C?) on a

127 e os < @) T AL e [[PTHTPTIE N grtperen (V5 € N).

Pour tout ¢' € {0,...,q} et pour tout vecteur 8 € R, notons Q%’ ou Qg €
My, (R) = (R?9)®? la matrice

Qﬂ == QWDlag (517 (X3} 6(17 _1817 ceey _Bq’aﬂq'-‘rlv ---qu)

et J € May(R) la structure complexe standard de R?9,

(0 —idga
/= <id]Rq 0 >

L’entier ¢’ est 'indice de la forme quadratique Qg. Si de plus on a a € RP,
considérons ’application
3 3 .
L°=L,5.: C* (TP, R2?) — C>°(TP, R?9)
(—=D¢-a—J-Qp-C.
LEMME 29. L? est un bon isomorphisme si et seulement s’il existe des réels
v > 0,7 > 0 tels que les inégalités (@) soient satisfaites. De plus, pour tous

v > 0,7 > 0, pour tout (o, f) € RP x R? satisfaisant auz conditions ([9) et pour
toute fonction & € C*°(TP,R??) on a

H(Lg)ilgucj < (ZWV)ilAjA;‘+p+T+1 ||§||c.7‘+p+r+1 (Vj € ]N)-

15



16 J. Féjoz

Démonstration. La matrice Qg est conjuguée & une matrice de la forme de B dans
le lemme précédent. En outre, la norme de la matrice de passage multipliée par la
norme de la matrice inverse vaut 1. Donc la version matricielle complexe du lemme
s’applique.

De plus, pour tout n € C*°(T?,R?7), le lemme précédent montre qu’il existe une
unique application ¢ € C(TP, C?9) telle que L3(¢) = n. Or la fonction complexe

conjuguée 1) est aussi solution, donc 1) = 1. Donc 1 € C°° (TP, R?9). o

3.3. Redressement de la dynamique normale le long d’un tore Le Lemme [B1]
permettra de résoudre 1’équation cohomologique du redressement infinitésimal de
la dynamique normale au premier ordre le long d’un tore invariant (équation ([22))
a venir). Certaines notes d’Herman sur cette partie sont erronnées, suite a une
mauvaise caractérisation des matrices symplectiques.

Commencons par une version diagonale complexe. Notons C2° (TP, (C29)®2), avec
(€C%9)®2 = My, (C), l'espace vectoriel complexe

C (TP, (C?1)®?) = {w € C>=(T?, (C?1)®?), / ¥;;(0)dd =0, j =1, ...,Qq}
TP
Pour (o, 8) € R? x R4, ¢’ € {0, ...,q} et
Aqﬁ = AB = QWDlag (Bla ey ﬁq’v i/Bq'-i-l) "'iﬁqv _517 ey _Bq'7 tey _iﬁq’-ﬁ-l, ey _iﬁq)>
soit L* = Li7ﬂ7q, la bonne application

- Czo(r]rp’ (C2q)®2) N Cf:o(Tp7 (C2q)®2)
Vi Dy-at [Ag, ] =Dyp-a+Ag-p = Ag.
Nous noterons || = |l1]| + ... + |l4] la longueur d’un multi-indice [ € ZP.
LEMME 30. L’application L* est un bon isomorphisme si et seulement s’il existe

des réels v > 0,7 > 0 tels qu’on ait, pour tous multi-entiers k € ZP, I € 74 et
" € 79" tels que |I'| =1 ou 2 et |I"| = 2,

Yy .
‘k'a\ZW (sik #0)
vy
R T (10)
| N CEDE
8>~

De plus, pour tous v > 0,7 > 0, pour tout (o, 3) € RP x RY satisfaisant aux
conditions (I0) et pour toute fonction 1 € C*°(TP, (C?7)®?) on a

||(L4)_1(¢)ch S (QWV)_lAjA;'+p+T+1 ||Q/JHCJ+Z)+T+1 (V] € ]N)

Soit (a,8) € RP x R?. Reprenons la notation Qqﬁ/ ou (g pour désigner la
matrice 2nDiag (51, ..., Bq, B1, .., By s —By'+1, —Bq), €t J pour la structure complexe
standard de R29. Soit L® = Lz) s la bonne application

L5 . C:O(T]I\p’ (C2q)®2) N CZO(TP, (CQq)®2)
b DY a1 Qu ) = DYra+J Qp b~ J - Q.
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Stabilité du systéme planétaire 17

En remarquant que J - Q‘g est conjuguée a la matrice Aqﬁl, et en procédant comme
avec L2, on en déduit que L5 est un difféomorphisme si et seulement si (a,3)
satisfont aux conditions [I0]; alors son inverse vérifie des estimations analogues.

Si K est le corps R ou C, notons

spog(K) = { € (K*)®?, "pJ + Jop = 0}

I'algebre de Lie symplectique sur KK et C2°(T?, sp,,(IK)) le sous-espace

{wecw(w,spzqm», O /T wjj<0>de=o,j=17...72q}. (1)

En montrant que C°(T?,spy,(C)) et C*(T?, (R?)®?) sont invariants, on en
déduit finalement la version symplectique réelle suivante. Soit L% = Lg’ 3. 12 bonne
application

L°: C(T?,spy,(R)) = C(TP, spy, (R))
Y= Dot [J Q] =DY-a+J -Qz-Y—1v-J-Qp.

LEMME 31. L’application L® est un bon isomorphisme si et seulement si (a,[3)
satisfait aux conditions arithmétiques (I0).

De plus, pour tous v > 0,7 > 0, pour tout (o, 8) € RP x R? satisfaisant aux
conditions (1) et pour toute fonction ¢ € C*(TP,sp,,(R)) on a

H(L6>_1(¢)ch < (2777)_1AjA;+p+7+1 [€llgi+prrrr (V5 € N).

3.4.  Conditions diophantiennes Soient p > 1 et ¢ > 0 deux entiers, v > 0,7 > 0
deux réels, et ¢',¢" € {0,...,q} deux entiers tels que ¢’ + ¢” = ¢. Soit («, 8) un
vecteur de R? x RY. Notons 8’ = (b1, ..., By) € R? et B’ = (By'415 -, Bq) € R?.

DEFINITION 32. Le vecteur (a, 3) sera qualifié de (v, 7, p,q’,¢")-diophantien s’il
satisfait aux conditions (7)), (@) et () : pour tous multi-entiers k € ZP, I’ € Z9 et
1" € 29" tels que |I'),|I"] =1 ou 2,

|k-a\zﬁ (si k #0)
VB > (12)

v
k/, . a_"_l// .5// Z R S
| = WA

ou [[k]| = k12 + ... + kp2, k-a = kiar +... +kpay, [I'] = [l +...+|I},| et de méme
pour !”. Nous noterons DH,, -(p,¢’,¢”) Pensemble des vecteurs («, 3) satisfaisant
aux conditions (I2)). Posons enfin

DH,(p,¢,q") = Uy>oDH, - (p,¢'.¢"), DH(p, ¢, ¢") = Ur>oDH,(p, ¢, q"),
DH,, -(p) = DH, -(p,q = 0,¢" = 0), etc.

Par opposition aux conditions analogues pour une application, celles-ci, qui sont
pertinentes pour un champ de vecteurs, sont parfois qualifiées d’homogénes ou de
faibles.
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18 J. Féjoz

Comme ¢’ + ¢ = ¢, une comparaison élémentaire montre qu’il existe un réel
p > 0 tel que
DH,, -(p+¢) C DH, - (p.¢',¢") ; (13)

nous utiliserons systématiquement cette inclusion pour minorer la mesure de
DH, -(p,q¢',¢"). Si 7 > p — 1 et si vy est assez petit, 'ensemble DH, -(p) est
de mesure strictement positive et le cone DH,(p) est de mesure pleine dans RP.
Mieux, Pyartli a montré (Théoréme B8) que presque tout point d’une sous-variété
paramétrée non dégénérée (précisément, une sous-variété paramétrée gauche) de
RP est dans DH,(p) si 7 > p? — 1. En revanche, topologiquement, ce cone est un
ensemble maigre transversalement cantorien (sa trace sur la sphére unité d’équation
|la]] = 1 est un ensemble de cantor).

Mentionnons encore les deux faits suivants. La premiére inégalité de (I2)
implique que «; # 0 (i € {1,...,p}). Cette condition sera violée par I’approximation
képlérienne du systéme planétaire des 1 4+ n corps. En effet, si chaque planete
subit 'attraction du seul soleil, la premiere loi de Kepler affirme en particulier que
seules n fréquences sont non nulles, dans un probleme & 3n degrés de liberté (apres
réduction par la symétrie de translation). Il faudra pour cette raison tenir compte
de la dynamique séculaire, forme normale qui décrit en dehors des résonances
képlériennes comment l'interaction mutuelle des planetes leve la dégénérescence
képlérienne. Par ailleurs, la troisieme inégalité de (IZ) sera violée par le systéme
séculaire lui-méme, qui possede deux résonances : une premiere due a la symétrie
de rotation, et une seconde, découverte dans sa généralité par Herman, de nature
plus mystérieuse [AAOI] mais qui disparait aux ordres de moyennisation plus
élevés [MRLO02]. Voir 741

4. Formes normales d’hamiltoniens
4.1. Un espace de symplectomorphismes hamiltoniens Deux entiers p > 1 et
q > 0 et un réel § > 0 étant fixés, considérons la variété compacte a bords
P; = TP x B2 ¢ TP x RPF24,
ol Bg”q est la boule euclidienne fermée de rayon § et de centre l'origine dans
RP*+24, Nous noterons
@,r,z,y) e TP x RP x RIx R? ou (0,7,2) € TP x R? x C4

les coordonnées naturelles sur IP5. Munissons IPs de la métrique euclidienne standard

b1 (d0;? +dr®) + 321, (do} + dy?), qui permet d’identifier T*Ps & TPs, de la
1-forme de Liouville standard A = r-df +y-dw = >20_, r;df; + 377, y; dx; et de
la forme symplectique standard

P q
1
w=—d\=_df; Adr;+ z—iZdzj Adz;.
j=1 j=1
Pour toute fonction H € C>*(Ps) = C*°(Ps,R) on note

p
H=Y(0,Hs, —00,H,,)+ > (9y,Hy, — 0s, H,,)

j=1 j=1
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Stabilité du systéme planétaire 19

son champ hamiltonien, ot ((9p;,0r,)j=1,....¢s (Or;, Oy; ) j=1,...,q) est la base naturelle
de TIPg.
Pour ¢’ € {0, ...,¢}, &« € R? et 8 € R, notons encore (3 la matrice

Qﬂ =27 Diag(ﬁl? "'7511) _ﬁla ey _Bq/7ﬁq’+1a ~~~7Bq) € MQ!I(R)

et Nq,p I'hamiltonien défini sur IP5 par

1 P q q
Jj=1 Jj=1 Jj=q'+1

2 = 2 ® z et ou les points désignent des contractions tensorielles simples ou

ol z
doubles. Soit A4 T’espace vectoriel des hamiltoniens dont la forme normale de
Birkhoff au premier ordre le long du tore Tf) = T? x {r = 0} x {z = 0} est nulle :
c’est 'idéal

AN =O0(r? rz,3), (14)
dans 'anneau des fonctions de classe C* sur P, engendré par les fonctions linéaires
de r%, de rz ou de mondmes de degré total 3 en r et z. Soit Ao 5 = Nuo g + AN
le sous-espace affine des hamiltoniens ayant IV, g pour forme normale au premier
ordre. Munissons .45 g de la topologie induite par la topologie C* du bon espace
de Fréchet (cf. Pexemple [) sur lequel il est modelé.

Notons B$°(T?) le groupe des 1-formes différentielles exactes de classe C*° sur
T?, Diff;°(T?) le groupe des difféomorphismes du tore fixant 1'origine,

—idga
Sp(2q) = {¥ € Mog(R), T =T}, J= <id(;q 10]R > ’

le groupe symplectique et
C:o(r]rp7 Sp(2q)) = {exp Aw € Coo(r]rp7 Sp(QQ)), A'l/} € C:O(TP, Sp2q)}

I'image par I'exponentielle de 'espace défini en (IT).
Notons enfin

¢ = B°(TP) x C>®(TP,R??) x Diffy°(T?) x C°(T?,Sp(2q)).

On munit ¢4 de la topologie produit des bons groupes de Lie fréchétiques qui le
composent (cf. les exemples [ et [T4]).

Pour tout petit réel § > 0 notons ¥; un voisinage petit en topologie C*° de
(0,0,id,id) dans ¢, dont la taille précise sera fixée ultérieurement en fonction
de §. Nous allons plonger ¥5; dans le groupe des difféomorphismes symplectiques
hamiltoniens de P;s. (I’image du plongement ne sera pas un sous-groupe et le
plongement ne sera pas un morphisme de groupes.)

Le sous-groupe B$°(T?) x C>(TP,R??) a pour fonction de redresser le tore
perturbé en le trivialisant au-dessus du tore non perturbé. Les 1-cobords redressent
le tore perturbé dans la direction des actions, et les éléments de C*° (TP, R??) dans
les directions elliptiques et hyperboliques. Le fait de ne considérer que des cobords,
et non pas des 1-formes quelconques, est justifié par le lemme suivant et la remarque
qui le suit :
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LEMME 33. Soit H un hamiltonien sur TP x RP x R24. Un tore invariant
quasipériodique ergodique du flot hamiltonien de H est isotrope.

Démonstration. Soit f : T™ — TP x RP x R?4, § — f(f) un paramétrage du tore
invariant tel que la restriction du flot au tore s’écrive ¢¢(0) = 6 + ta, a € R™.
Notons
w= Y @;(0)dd; Adb;
1<i<j<n

I'image réciproque de w par f. Comme d¢; est I'identité, on a

w = Zw”(e + tOZ) dﬁl A\ d9]
1<j
Comme ¢, préserve w et est ergodique, les fonctions w;;, ¢ < j, sont constantes sur
T™. Enfin, puisque w est exacte il en est de méme de w et l'intégration de w sur
les tores (6;,6;), i < j, montre que w est identiquement nulle. |

Si de plus le tore invariant est inclus dans T? x RP x {z = 0} et est C'-proche de
T? x {r = 0} x {z = 0}, il est 'image d’une 1-forme fermée sur T? (en identifiant
T*T? & TP x RP x {0}). Enfin, si le tore est 'image de TP x {r = 0} x {z = 0} par
un flot hamiltonien cette forme fermée est exacte.

Le sous-groupe Diff§°(T?) x C°(T?,Sp(2¢)) a pour fonction de conjuguer la
dynamique locale du tore perturbé a la dynamique voulue : conjugaison a un flot
quasipériodique sur le tore grace a Diffg°(T?), conjugaison locale de la dynamique
normale & sa forme normale de Birkhoff au premier ordre le long du tore grace a
C2°(TP?,Sp(2q)) ; la pertinence de ce groupe est justifiée par les Théoremes F0l et (11

Plongeons d’abord ¥s dans le groupe Diff3°(T? x RP*24) des difféomorphismes
symplectiques exacts de TP x RP*29. Soient a = (0,7,2) = (0,r,z,y) € TP x
RP x RYI x RY et G = (p,(,p,0) € 4. Si ¢ est assez proche de lapplication
constante 6 — idgzq en topologie C°, il existe un unique ¢ € C2° (TP, sp(2q)) tel
que Y = exp 1/) Posons :

pla) = (0,r+p,2)
C(a) = (6, 7’+R<,Z+C(9))
ela) = ((0),"Dp(0)" - r,z)
Tl)(a) = (0,7’+S¢ z aw(a)z)v
Re = —J((z+¢/2)D0)
1 ) 2 .
Sy 2% = %/0 (exp(m/)) . z) . (J . Dw) dt, (15)
puis

G(a) = ¥(p(C(p(a))) (16)

(dans cet ordre; les difféomorphismes p et ¢ commutent, mais en général pas les
autres). Si @5 est un voisinage assez CO-petit de I'identité dans ¢, cette formule
définit une injection ¢ : @5 — Diff (TP x RP29).
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Rappelons que A est la 1-forme de Liouville standard sur TP x RPT29 : )\ =
r-df + y - drv. Notons Diff°(T? x RPT29) le bon espace des difféomorphismes
symplectiques exacts G de TP x RPT2¢ (c’est-a-dire tels que la 1-forme G*\ — A
soit exacte). La composante connexe de identité de ce groupe est le groupe des
symplectomorphismes hamiltoniens.

LEMME 34. L’injection v est un bon plongement de classe C* dans Diff°(T? x
Rp+2q)_

Démonstration. L’application ¢ est la composée de bonnes immersions injectives
propres. (Pour se convaincre que 'application 1 — Sy est bonne, une solution
est d’utiliser une fonction génératrice.) Donc ¢ est un bon plongement. Vérifions le
caractére symplectique exact de ¢(G).
Le difféomorphisme a +— p(a) est symplectique exact parce que p est exacte.
Soit I'hamiltonien
H=7J-(20).

Le temps un du flot de son champ
H=—J (:D¢) 0+ 0.

(o 0p = (Or,,.-,0r,), etc.) est a = (0,7 + Re,z + () = ((a), qui est donc
symplectique exact.

Le difféomorphisme a — @(a) est 'application cotangente de ¢, donc préserve
A, donc est symplectique exact.

Soit enfin I’hamiltonien L
H= E(Jw)-z?

Comme w est infinitésimalement symplectique, le champ hamiltonien de H vaut
H= %(J-Dzl})-(far)—kzw/}-az
et le temps un de son flot est le difféomorphisme
ar (0,r+ Sy, - 2) =Y(a),

qui est donc symplectique exact.

Nous allons maintenant définir une projection pr : ¢(¥45) — Diff " (Ps).

LEMME 35. Il existe un voisinage U de Uidentité dans DiffS°(TP x RPT29) et une
bonne application pr : U — Diff°(Ps),id +— id, de classe C* telle que pour tout
G € U les conditions suivantes soient satisfaites : (1) les restrictions de G et pr(G)
a Ps/3 coincident et (2) le support de pr(G) est inclus dans Pas/3.

Démonstration. Soient U, une Cl-semi-boule de Diffo’ (TP x RP*29) centrée en
I'identité et de rayon € > 0 a déterminer. Soit G € U, et notons (O, R, X,Y) =

G(0,r,z,y). Comme G est symplectique exact, il existe une fonction S sur Ps telle
que dS = G*X — A. Alors la fonction

S=(©—-0R+(X-2)Y - 8§
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est telle que
dS=(r—R)-d0+(©—0)-dR+ (y—Y)-dz+ (X —z)-dY.

Si € est assez petit, on peut choisir (0, R, z,Y) comme coordonnées. Considérons la
fonction génératrice modifiée

Ss=w ([[(R,2,Y)|) S0, R,z,Y),

ot w : R — R est une fonction plateau de classe C*°, paire, décroissante sur R*,
dont la restriction a [0, d1] vaille 1 et dont la restriction & [da, +-00[ soit nulle, avec
1/3 < 01 < 82 < 2/3. Si € est assez petit, S5 elle-méme est proche de la fonction
nulle et engendre un difféomorphisme symplectique exact pr(G) : (0,r,z,y) —
(©,R, X,Y) caractérisé par la formule

dSs = (r—R)-df+(© —0)-dR+ (y—Y) -dz + (X — x) - dY.

Ce difféomorphisme est proche de I'identité et satisfait aux propriétés prescrites. O

Comme ¢ est continue, comme ¢(G) possede au plus un représentant dans
chaque germe de difféomorphisme au voisinage de T? x {0} x {0}, et comme p
est bonne (notamment, 'opération de multiplication de la fonction génératrice par
une fonction plateau est un opérateur différentiel d’ordre 0, donc est bonne d’apres
lexemple [I31!) :

LEMME 36. Si 95 est un voisinage suffisamment petit de lidentité dans &, on a
1(Ys) C U et lapplication p o est un bon plongement de classe C*.

Dans la suite nous noterons abusivement G au lieu de pr(¢«(Q)).
Soit @ I'application

$: RP x RY x AN x G5 x RP x R — C(Ps)
(@, 8,AN, G, @, B) = (Nayg + AN) 0 G+ N, g,

ot C(P5s) désigne le quotient de I'espace C*°(IPs) par la relation d’équivalence qui
identifie deux fonctions dont la différence est constante. Le lemme suivant découle
de l'exemple

LEMME 37. L’application ® est une bonne application de classe C>* entre bons
espaces de Fréchet.

4.2.  Théoréme de conjugaison tordue Quel que soit (a, 3) € RP x R?, notons

q)a,ﬂ : '/‘{1»5 X gg xRP xR?Y —» Cio(]P(;)
(N,G,a,B) — NoG+ N, 53 =a,8,N = Nog,G,a,pB).

Le lien entre cette application et I'existence de tores invariants est décrit dans le
paragraphe 4l (Herman considére & la place I'application

~ _—
Nap XG5 x RP x R = 25°(Ps), (N,G,4,8) = NoG™' + N, 4,

ou Z37°(Ps) désigne 'espace des champs de vecteurs hamiltoniens de classe C*°
sur IP(;.)
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THEOREME 38 (HERMAN) Si (a,3) € DH(p,q¢',q"), quel que soit I’hamiltonien
N € A p Uapplication ®o g est un bon difféomorphisme local de classe C™ au
voisinage de (N,id,0,0).

Si H € C¥(Ps) est dans I'image locale de &, 5 et si <I>;1ﬁ(H) = (N,G,a, ), on
peut penser & G comme une conjugaison entre N et H, tordue par la correction en
fréquence N&, 5
Démonstration. Le Théoreme d’inversion locale ramene la démonstration a la
vérification du fait que si (G, &, B) est assez proche de (id, 0, 0) la différentielle

D®, 5(N,G, &, B) : TnNop x Tc9 x RPTT — C(P;s)
de ®, 5 en (N,G,d,B) est inversible.

12 Soit donc AH € C¥(Ps) une classe d’hamiltoniens modulo translation. Il
s’agit de trouver une solution unique a I’équation

D®, 5(N,G, &, B) - (AN, AG, Ad, AB) = AH.

Les inconnues sont : ’hamiltonien AN, qui appartient a 'espace vectoriel A" sur
lequel I'espace affine .4;, 3 est modelé; le champ de vecteurs AG € T%s au-dessus
de G; enfin la correction de la fréquence (Ad, AjS) € RPHI.
L’équation s’écrit

ANoG+(DNoG)-AG+ Ny, a5 =AH.

Posons G = AG o G~! (G est donc un champ de vecteurs tangents sur Ps) et
AH = AH o G~ et composons I’équation & droite par G~! :

AN + DN -G+ Ny, 050G =AH.
2 ° En notant C' I'application

C: 95 x RPT1 — C>(Py)
(G, A6, AB) = C(G) - (A&, AB) = (Nyg a5) 0 G71,

on obtient

AN + DN -G+ C(G) - (Ad@, AB) = AH. (17)
Or, l’application
1: 95 x RPT — C®(Py), (G,Ad&,AB) = C(G) - (Ad, AB) — C(id) - (Ad, AB)

est un perturbation compacte (parce que toutes les normes sur RP? sont
équivalentes, cf. la Définition 23]). Donc d’apres le Lemme 28] il suffit de résoudre
I’équation obtenue en remplagant C(G) par C(id) dans (7)), c’est-a-dire ’équation
simplifiée suivante :

AN + DN -G+ Ny, o5 = AL (18)

Nous allons montrer qu’il existe d’uniques valeurs de &, A& et AS qui rendent
égaux les jets du premier ordre des deux membres de 1’équation ([I8) le long du
tore Th, ainsi que leur partie quadratique en z. Ensuite l'identification des restes
déterminera AN € A4,
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3 ¢ Par souci de clarté, dans ce paragraphe et le suivant nous désignerons
chaque contraction tensorielle simple par un point (en gardant la convention d’ordre
donnée en appendice) et nous noterons explicitement les produits tensoriels. Notons
(Ap, AC, Ap, AY) € B(TP) x C°(TP,R?*) x 25°(TP) x CL(T?,sp(2q)) les

composantes de G dans Tiq¥, ou Zy°(TP) est l'espace des champs de vecteurs
sur TP qui s’annulent & l'origine. Les composantes du champ de vecteurs (image
directe par pro ¢ de) G dans l'espace

Z.2°(Ps) € C°(Ps, RP x R? x R*)
des champs de vecteurs symplectiques sur Ps valent, dans le voisinage Ps/3 de
TH =T? x {r =0} x {z =0} (cf. le lemme [37),

Ap
G=|Ap—r-DAp)+ DR(0)- AC + (DS(id) - Aep) : 282 | |
AC+AY -2

ou les formules (IH)) définissant les fonctionnelles R et S montrent qu’on a

DR(0) - AC = —J : 20 DA(

1
(DS(id) - Avp) - 282 = §z®2 : (J - DAY).
4° Notons Ay, Ay, Az et Ay les fonctions a valeurs dans les tenseurs, telles
que
N = Nop+A4100): 7%+ 400) : @2+ A30) 7022
+A4(0): 223 +O(r @1 @ 2,193 4)

ou 'on supposera que A7, Az et A4 sont symétriques dans leurs variables répétées,
et ol O(r ®r @ z,r®3 4) désigne I'idéal engendré par les fonctions C> linéaires en
r®r® z, les fonctions trilinéaires en r et les fonctions quadrilinéaires en r et z,
Modulo le sous-espace A4 de CF(PP5), I'équation (I8) devient

a-Ap+ (—D(Ap) - a+ A&+ 241 - Ap+ Ay - AC) - r
+(—J -D(AQ) - a+Qp- A+ Ap-Ag) -z

1 1

+J - D(AQ) - As+ Ap- A3+ 3AC - Ay

Le jet de équation au premier ordre le long de T% donne

a-Ap = AFI|TS(—|—constante) (19)
D(Ay)-a— A& = — 8(§TH) +2A1-Ap+ Ay - AC (20)
T3
o(AH
D(AQ)-a+JQs-A¢C = J (8,2) +Ap-Ay-J; (21)
TP

0
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et le terme quadratique en z de la méme équation donne (aprés symétrisation! et
en utilisant le fait que J - Ay est symétrique),
T
H2D(AC) - A — 27 -t As tD(AC) - T +2Ap- A +6 Ay - AC.
5 ¢ Ces quatre équations se résolvent triangulairement de fagon unique :

— D’équation ([I9) détermine Ap : d’abord, le Lemme 26 affirme ’existence d’une
unique solution p € CF(T?,R) de I’équation Dp- o= AH o G_l\qu +csileréel ¢
est choisi de fagon a ce que la moyenne du membre de droite soit nulle, apres quoi
on pose Ap = Dp € B(TP);

— puis équation 1)) détermine A¢ (Lemme 29)),

— puis I'équation (20) détermine Ap et A& : moyenner sur T§ pour trouver Ad
puis appliquer le Lemme [26] pour trouver Ay

— enfin Péquation ([22]) détermine A et AB : moyenner sur T} pour trouver AB ,
puis appliquer le Lemme [BI] & I’équation non moyennée pour trouver A.

Ainsi, la forme normale le long de T§ du champ hamiltonien de la différence des
deux membres de 'équation (I8) est nulle au premier ordre.

6 © Définissons AN par la formule
AN = AH = DN -G = Np4 251

puis AN par
AN = AN(07 r, Z) — AN|(91070).

Alors on a AN € A et I'équation (I8]) est vérifide.
O

COROLLAIRE 39. Quel que soit le réel T > p— 1, il existe deux entiers k,ng > 0 et
un réel C > 0 tels que quels que soient le réel v > 0 assez petit et le vecteur («, 8) €
DH, -(p,q',q"), limage locale de ®, g au voisinage de (N = N, g+ AN, id,0,0)
contient une C*-semi-boule de rayon C~™ ; la constante C dépend continiment de
AN c AN

Démonstration. L’estimation quantitative de la taille de I'image locale de ®, g
découle du corollaire [I9 et des estimations des lemmes 261 29 et [311 O

4.3. Deuz cas particuliers Mentionnons les deux théoreémes suivants, qui sont
a la fois des cas particuliers du Théoréme B8] et les versions locales intégrées des
lemmes 26 et 311 Ils sont des théorémes de formes normales tordues, respectivement :

— de champs de vecteurs du tore localement au voisinage d’un champ de vecteurs
constant diophantien

— et de champs de vecteurs, produits gauches de matrices infinitésimalement
symplectiques au-dessus d’'un champ de vecteurs constant et diophantien du tore,
localement au voisinage d’un produit direct.
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Soient 2"*°(TP) lespace des champs de vecteurs de classe C* du tore et
Diff°(T?) V'espace des difféomorphismes de classe C* du tore TP qui fixent
I'origine.

Pour tout a € RP, notons ®}, la bonne application
! . DIff°(TP) x RP — 2 °°(T?)

(p, &) — poa+ G

THEOREME 40 (ARNOLD, MOSER) Sia € DH(p), ®}

., est un bon difféomorphisme
local de classe C*° au voisinage de (id, 0).

Démonstration. On peut démonter ce théoreme directement avec le Théoreme
(voir [HST1l, [Bos85]). On peut aussi le déduire du Théoreme[38l En effet, considérons
un champ de vecteurs X € 2°°°(TP?) suffisamment C*-proche du champ constant
a. Le Théoreme 38 montre que I’hamiltonien

HX(0,7) = ix@A = X(0) -7 € C(T? x RP)

s’écrit de fagon unique
HX =N,oG+éa-r

(& une constante additive pres), ot G est un difféomorphisme symplectique exact
et ou & € RP. Or

— la section nulle T? x {0} de T? x R est un tore invariant de I’hamiltonien H*,
donc de Phamiltonien N, o G = HX —&-r

— et 'hamiltonien N, o G laisse aussi invariant le tore G~(T? x {0}).
Or puisque le difféomorphisme symplectique G est exact les tores lagrangiens
TP x {0} et G=!(T? x {0}) ont une intersection non vide ; donc ces deux tores sont

confondus. Donc la restriction de G~1 & la section nulle induit le difféomorphisme
@ : TP x {0} — TP x {0} recherché. a

Maintenant, soient v € RP et 1) € C>° (TP, sp(2q)). Le champ de vecteurs linéaire
qui leur est associé dans T? x R?? :

(0,2) — (a,1(0) - 2),
définit un flot (ter,1¢) dans TP x C°(T? x Sp(2q)), caractérisé par les équations

dip (0 : .
wg;t( ) = 1/}(9 + tOZ) . ’(/Jt(e) et ’(/J()(e) = ld]Rq.
L’action adjointe de ¢ € C*(TP,Sp(2q)) sur C°°(T?,sp(2q)), dérivée de
laction naturelle par conjugaison (au-dessus des rotations de fréquence «) sur
C°(T?,Sp(2q)), s'écrit, si ¥ = d/dt|i—ot+,

_4d
Tdt

o(1)(0) (6(0 +tar) - (0 + ter) - (0 + ta) ') = (Ladp) -0 "+ ¢

t=0

Soit (a, 3) € RPT9. Notons @, 4 la bonne application

@i’ﬁ : C2(TP,Sp(2q)) x R — C>(TP,sp(2q))

(6.5) = (Lad) -6 + 6+ (J-Qa) - 67 — T - Q.
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THEOREME 41 (HERMAN) Si (o, 8) € DH(p,q',q") Uapplication @i,ﬁ est un bon
difféomorphisme local au voisinage de (id, 0).

Une démonstration consiste utiliser le Théoreme [I§ directement ; une autre, a
plonger le produit gauche (o, 1)) et sa perturbation dans un flot hamiltonien qui
est linéaire dans les directions normales & un tore invariant. Elles sont laissées au
lecteur.

4.4. Théoréme de conjugaison hypothétique L’argument qui permet de déduire
du Théoreme Pexistence de tores invariants a été présenté par Herman dans
une conférence & Lyon en 1990 pour les tores lagrangiens (voir aussi [Yoc92|);
puis Sevryuk [Sev95 [BHS96] I’a retrouvé indépendamment et a remarqué qu'’il se
généralisait aux tores de dimension inférieure (y compris pour certains systémes
non hamiltoniens), et résolvait ainsi le probleme posé par le manque de parametres
pour controler la fréquence de ces tores. Il relegue a plus tard ’étude de la non-
dégénérescence de 'application fréquence en ajoutant des parametres de controle
ad hoc et trouvant un tore invariant dans un espace de fréquences abstrait ; apres
seulement se pose la question de réaliser ces fréquences dans 1’espace des actions.
Notons .4 I'union disjointe

A= I Hap =R xR x Ao
(a,8)ERP x R4
THEOREME 42. Quel que soit N° € A il existe un germe (non wunique)
d’application
©: (C¥(Ps),N°) — (A x¥,(N°id))

H — (N,G), N =Nu3+AN,
tel que quel que soit H € C°(X) assez proche de N° tel que (a,) € DH, ., le
symplectomorphisme G conjugue N a H (c’est-a-dire H = N o G).

La démonstration ci-dessous est d’une telle importance qu’elle mérite peut-étre
une introduction heuristique. Soit H € C3°(X) assez proche de N°. Pour démontrer
que H possede un tore invariant proche de T}, la stratégie est de conjuguer H &
un hamiltonien N laissant T} invariant. On ne peut pas espérer en général que N
soit dans A0 go parce que la fréquence (a°, 8°) est un invariant de conjugaison.
On peut donc plutot chercher a conjuguer H a un hamiltonien

N =Nap+AN € Aop, (o, 8) € DH(p,q', "),
obtenu & partir de N° = Nyo go + AN® en apportant a la fréquence une correction
a priori, encore inconnue mais petite, (Aa, AB) = (o — a®, 8 — 3°) et en modifiant
de facon adéquate le reste AN de la forme normale de Birkhoff de N°. A
supposer que («, 3) est diophantien : («, 8) € DH(p, ¢, q"), le Théoréme B affirme
I'ouverture locale de I’application ®, g. Si H et N° (et donc H et No g+AN?) sont
suffisamment proches en topologie C*, H est donc dans I'image locale de @, g au
voisinage de N° + Naq,ag = Nog + AN°. A une constante additive prés il s’écrit

HZNOG—I—N&B,

27



28 J. Féjoz

Ce”(Ps)
N'oGle—— o «*H=N'oG"+ N, ;
1 f =NoG
G-N I
,<_GN

N' = N° 4+ 6N +a—*N = N°+ Nso55+0N

7
N° 4+ 64 /’4— N+ 64

N° 'ﬁ\ j/—'No-l—Néa,aB
______ - N0_|_Rp+q

FIGURE 1. Diagramme commutatif des hamiltoniens possédant un tore perturbé.

ou N € A, 3 possede un tore invariant, G € 95 est symplectique et (&, B) € R,
Autrement dit, il existe une conjugaison G entre H et N, tordue par la correction
en fréquence (&, B) La fréquence étant corrigée a posteriori, ¢’est-a-dire apres avoir
composé N a droite par G, cette correction casse l'isomorphisme dynamique entre
H et N et empéche donc de conclure directement & ’existence d’un tore invariant
pour H. La question est :

Est-il possible d’ajuster la correction a priori (A, AS), de fagon &

annuler la correction a posteriori (&, ) (figure () ?

Quand c’est possible, on peut conjuguer H et N. Mais la réponse ne peut pas étre
toujours positive, auquel cas la propriété de posséder un tore invariant serait une
propriété ouverte dans l’espace des hamiltoniens! Techniquement, il est cependant
commode de prolonger la conjugaison G & tous les cas en utilisant le théoreme
d’extension de Whitney, au prix d’une perte de la signification dynamique de cette
conjugaison quand la condition arithmétique spécifiée dans 1’énoncé du théoreme
n’est pas satisfaite.

J'appelle G une conjugaison hypothétique parce que 'égalité H = N o G est
subordonnée & une condition arithmétique sur un vecteur («, 8) a priori inconnu :
connaitre («a, ) supposerait de savoir a 'avance qu’il y a un tore invariant. En
revanche, supposons que I’hamiltonien non perturbé dépende différentiablement
d’un parametre t € B®. En mécanique céleste, ce parametre peut étre une famille de
masses, de demi grands axes, etc; plus généralement, si ’hamiltonien non perturbé
est compleétement intégrable, ce parametre peut étre la coordonnée d’action (voir
ci-dessous le Théoréme [43)). Alors en particulier la fréquence perturbée dépend
différentiablement de ce parametre (corollaire [[9]) ; notons-la (ay, B;). Il s’agit de
mesurer 1’ensemble des ¢ € B® en lesquels extension whitnésienne ¢ — (g, 8;) du
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vecteur fréquence perturbé est diophantienne. Or cette extension est C*°-proche de
lapplication fréquence non perturbée ¢ — (of, 57). Donc si cette derniere vérifie
une certaine propriété topologique ouverte qui force ’ensemble des valeurs de ¢,
image réciproque de DH(p, ¢’, ¢"), & étre de mesure strictement positive, cette méme
propriété sera vérifiée par sa déformation t — (a, B;).

Démonstration. D’apres le Théoreme [38] il existe un germe d’application

©: (C=(P;) x DH, ., (N°,(a% %)) — (A x4 xR x RY, (N°,idp,))
(H, (. ) = (N,G.a,8) = @ 5 (H),

et ce germe est de classe C™ au sens de Whitney. Il en existe un prolongement
@:Cf(]ﬂ;)x]Rpqu—>,/V><%><IRp><]Rq.

Maintenant, 1’équation (d,B) = 0 définit-elle implicitement (o, 3)? En écrivant
artificiellement N° comme

N°=(Ngyp+ AN°) oidp, + Nyo—q go—g,
par unicité locale de la conjugaison tordue on voit que
O(N°, a, ) = (Nag + AN°,idp,,a° — a, 8° — B).
En particulier, en restriction a la sous-variété d’équation G = idp,, on a
o(a, B)
(a, )

Donc, d’apres le théoreme des fonctions implicites (en dimension finie) il existe un

germe d’application v : H — (o, 8) localement unique tel que (&, 5)(H,v(H)) = 0.
Il ne reste qu’a poser

= —idp,.
{G=id}

o))

O(H) = O(H,v(H)).

5. FEuxistence de tores invariants

5.1.  Théoreme de Kolmogorov-Arnold Dans le cas ou I’hamiltonien non perturbé
est un hamiltonien N° = N°(r) complétement intégrable en coordonnées angles-
action, la variable d’action r peut étre prise comme parameétre. Une condition
suffisante de non-dégénérescence est alors que l'application fréquence r € BY —
(a,B82) € RP x RY soit un difffomorphisme local, ce qui ne peut se produire que
pour des tores lagrangien (¢ = 0). Commencons par cet exemple, qui sera ensuite
généralisé.

Considérons la boule euclidienne fermée I@f;o (ro) de R? de rayon &g > 0 et centrée
en rg € RP, l'espace des phases Ps, = T? x I_Bg0 (ro), les coordonnées naturelles
(0,7), la 1-forme de Liouville standard A\ = r-df et la forme symplectique standard
w = df A dr. Notons ts la translation ¢s : (6,7) — (0,s 4+ r). Soit N° € C=(Ps,).
Quel que soit s € B (), le tore

T? = TP x {s}
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est N°-invariant et la forme normale de N° le long de T% est (& une constante
additive pres)
Nooty=al-r+0(r?), af= IN° *)
or
Pour k > 1 et €,0 > 0, § < dy, une norme C* étant choisie sur C>(IP;), notons
IBS:; (N°) la CF-semi-boule définie par

k o
Bes(N°) = {F € C*(Ps), |[F = N°||crgpy) < €}-

Rappelons du paragraphe 1l que A = O(r?) C C>®(Ps) et que Diff(Ps) est
I’espace des difféomorphismes symplectiques exacts de Pj.

THEOREME 43 (KOLMOGOROV-ARNOLD) Si lapplication fréquence r — o est un
difféeomorphisme local en rq, il existe un entier k > 1, des réels €,6,v,7 > 0 et deux
applications C>

F 1 BOG(N®) x BE(rg) — RP x AN
(F,s) — (as(F), AN(F))
et i
¢ : BC5(N°) = DiffY (Pys), F — 9(F),
tels que :

1° 4(N°) =idp, et, quel que soit s € BY(ro), as(N°) = a?;

2° quels que soient F € IBSZ; (N°) et s € BY(rg) tels que as(F) € DH, - (p), le
tore plongé 4(T?) est F-invariant et la forme normale de F' le long de ce tore est
(a une constante additive prés)

Fo% oty =as(F)-r+ ANy (F)(,r) ;

3° quel que soit F € IBS;(N") fixé, la mesure de Lebesgue de la réunion des
tores invariants ainsi trouvés dans TP x BY(ro) est strictement positive.

Démonstration.

12 Détermination de k,d,7v et 7. Il existe un réel 0 < 6 < dy/2 tel que la
restriction de I'application a® & BEs(rg) soit un difféomorphisme sur son image. 11
existe un réel n > 0 tel que I'image de la restriction de a® & Bf(ry) contienne la
boule B, (a®(r)). Une estimation classique montre que si y > 0 est assez petit et
7 assez grand la mesure de Lebesgue de

B} (a®(ro)) N DH, +(p)

est strictement positive.

Notons AN? = N°oty, —al-r € AN, s € BY(rg). Quel que soit s € BY(rg),
d’apres le corollaire [39]i] existe un entier £ > 1 et un réel ¢g > 0 tels que quel que
soit & € DH,, - (p) 'image locale de I'application

¢a: AJVXE% XRP%CSFO(IPg)
(AN,G,&) = (Ng + AN)o G+ Ng=(a-r+AN)o G+ G -7
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au voisinage de (AN?,id,0) contient la C*-semi-boule

BS 5 (No + AN?) = {F € C®(Ps), |F — No — ANZ||cu(p,, < €o}-

60,5

Par compacité relative, on peut choisir €y et k indépendants de s € Bf(ro).

Par ailleurs, quel que soit F' € C*°(Py) il existe un prolongement F de F de classe
C° sur Pys tel que I'on ait

Hﬁf N°

Ck(P2s) <ClF- NO”C"(]PJ) ;
ceci résulte par exemple de I’application du Théoréme 2]] & la fonction F — N° sur
Ps. Par abus, nous noterons simplement F au lieu de F et nous pourrons ainsi
considérer que si un hamiltonien F' est initialement défini sur PPs I’hamiltonien
F oty s € B(rg), est lui aussi bien défini sur l'espace fixe P5. En outre, comme
la composition a droite par les translations ¢, est continue, il existe €; > 0 tel que
quels que soient F' € IBEC:[;(NO) et s € BY(ro) Phamiltonien translaté F ot, est dans

BS'5(Nas + ANY).

22 Construction de F et détermination de e¢. Comme dans 'argument
heuristique ci-dessus, I’application du Théoréeme B8 du corollaire 22 et du théoreme
d’inversion locale en dimension finie montre qu’il existe un réel € > 0 assez petit en

fonction de €y et une application

F : BY(N®) x BY(rg) — RP X G5 x AN
(F, ) — (as, Gs, AN,) = (a(F), G5 (F), AN,(F))

de classe C* telle que pour tout
s € dhs,» = {r € B{(ro), a, € DH, ()}
on ait, a une constante additive pres,
Fots=(as -r+ AN;)oGs.

En particulier, le tore G5 *(Th) est (F o ts)-invariant et application .Z : (F,s) +
(as(F), AN, (F)) est de classe C°.

3¢ Construction de 9. Quel que soit s € dhs -, le difféomorphisme
Js :tsoGs_lotfs

envoie le tore TP sur le tore F-invariant gs(T?) = t5 o G;1(T5). On
aimerait regrouper la collection de jets {j%% gs, S € dhng} pour en faire un
difféomorphisme symplectique qui redresse simultanément tous les tores invariants
trouvés. Fixons provisoirement le parametre s. Le difféomorphisme Gy est

symplectique exact, donc il en est de méme de g,. Soit S, une fonction telle que
gEX— A =4d(Ss). Notons Ss = (0 —0)- R— S5 et (O,R) = gs(0,r), de sorte que

d(S,) = (r—R)-do+ (© — 0) - dR.
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Soit .7 la section de I’espace des jets infinis de fonctions au-dessus de T? x dhs -,
définie par

L2, 8) = diys) ((0,7) = Ss(6,7)), (0, 5) € TP x dhg 5 7.

L’application s — S est de classe C* au sens de Whitney, donc la section ./
satisfait les hypotheses du Théoreme 2I1 Donc elle est le jet le long de TP x dhs - -
d’une fonction . définie sur T? x BY. La fonction . est e-proche de la fonction
nulle. Si € est assez petit, elle engendre donc un difféomorphisme symplectique exact
(0,7) = (©,R) de Ps sur un fermé de Pys, caractérisé par 1’égalité

d.s = (r—R)-df+ (© —90)-dR.

En multipliant . par une fonction plateau comme dans la démonstration du
Lemme B3 sans la modifier sur Ps on obtient la fonction génératrice d’un
difféomorphisme ¢ disons, de Pos (& support strictement inclus dans Pys), de classe
C*. Pour tout s € dhs ., comme le jet du premier ordre (et méme le jet infini)
de ¢ coincide avec celui de g, le long du tore T2, on a

Fogsots=Fo%oty;=as-r+ AN;.

4 ° Estimation. Un hamiltonien F' € IBS; (N°) étant fixé, I'application s +—
as = as(F) est eproche de a°. Donc, d’apres la fagcon dont § et 1 ont
été initialement choisis, quitte & diminuer e limage de s € Bf(rg) — o
contient BY (a’(ro)). Donc 'ensemble dh; ., » C Bf(ro) est de mesure de Lebesgue
strictement positive d’apres notre choix initial de 7 et de ~; il en va de méme de
TP x dhs,» C IPs d’apres le théoreme de Fubini; il en va enfin de méme de la
réunion

& (T? x dhs )

des tores invariants trouvés parce que ¥ est un difféomorphisme.
O

5.2.  Condition d’Arnold-Pyartli Arnold a remarqué que lorsqu’un systeme
traverse des résonances l’estimation donnée sur son évolution par sa
moyennisation est pertinente sous I’hypothése d’une condition de non-
dégénérescence considérablement plus faible que la condition utilisée dans le
Théoréme [Arn65]. Cette condition affaiblie revient & supposer que l'image
locale de la fréquence, vue comme fonction de l'une des variables d’action,
ne soit nulle part localement contenue dans un hyperplan vectoriel. Pyartli a
démontré qu’alors il existe un ensemble de mesure de Lebesgue strictement positive
dans 'espace des actions correspondant a des fréquences diophantiennes [Pya69]
(Théoreme ci-dessous). La théorie des approximations diophantiennes sur les
sous-variétés a été utilisée en théorie des systemes dynamiques, notamment par
Parasyuk [Par83| [Par84], Bakhtin [Bak86, [Arn&88] et Riissmann [Riis90), Riis94].

Le lemme suivant justifie la définition qui sera donnée d’une courbe et d’une
application gauches.
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LEMME 44. Soient I un intervalle ouvert non vide de R et v : I — RP une courbe
paramétrée de classe CP~1. Si limage de v est contenue dans un hyperplan vectoriel,
la fonction v AV A ... A v®=Y est nulle sur I. Réciproquement, si la fonction
v AV A AVPY est nulle sur T il existe un owvert J C I tel que image de vy
soit contenue dans un hyperplan vectoriel.

Démonstration. La premiere implication est élémentaire. Montrons la seconde. Soit
Jj € {0,...,p — 1} le plus petit entier tel qu’il existe un ouvert I; de I tel que la
fonction v A v/ A ... A v\9) soit nulle sur I;. Si j = 0, J = I; convient et la preuve
est terminée. Sinon, il existe t; € I; tel que v(t;) AV (t) A ... AvU=D (1) # 0 et,
par continuité, il existe un voisinage ouvert J de t; dans [; sur lequel la fonction
v AV A...AvU=1) ne sannule pas. Alors il existe des fonctions ag, ..., a;j—1 continues
sur J telles que
) = apV + ... + aj,ly(j_l) sur J.

Donc v satisfait a une équation différentielle linéaire d’ordre j sur J. Soit v un

vecteur orthogonal & l'espace engendré par les vecteurs v(0), ..., vU=1(0). La
fonction ¢t — v - v(t) satisfait la méme équation différentielle que v, avec de plus
comme conditions initiales : v - #(0) = ... = v - vU~D(0) = 0. Elle est donc
identiquement nulle sur J. Le lemme en découle. O

DEFINITION 45. Soit v : I — RP une courbe de classe CP~! définie sur un intervalle
compact I de R de longueur non nulle. La courbe v est gauche en un point t € I si

v(t) AV () A . AvPTU(E) £ 0.
Elle est gauche si elle est gauche en tout point de 1.

(Nous dirions que v est fortement gauche si son image locale n’était nulle part
contenue dans un hyperplan affine; dans ce cas, Pyartli [Pya69] dit essentially
nonplanar et Herman [Her98] dit non planaire. Herman [Her98] dit H non planaire
(H pour homogene) au lieu de (faiblement) gauche. D’autres auteurs diraient de v
qu’elle est de torsion totale, mais cette terminologie est ambigué dans le contexte
de la dynamique hamiltonienne.)

Notons A, : I — M,(R) la fonction & valeurs dans les matrices carrées, définie
par

A, = t(”? Ve, V(p_l)) = (Vg(iil))lﬁi,jﬁpa

et
1A, (E) - ]|
1A, (D) = — (23)
zeRr\{0} ||z
ou ||-|| désigne, dans le membre de droite, la norme euclidienne de R?. La courbe

v est gauche sur I si et seulement si Det A, (t) # 0. Si c’est la cas, comme T est
compact, il existe deux réels 0 < a,/p < b tels que

1
A0 < —
maXger H ( ) H — a\/T) (24>
maxes || Ay ()| < b.
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DEFINITION 46. La courbe v est (a, b)-gauche si les conditions (24]) sont satisfaites.
EXEMPLE 47. La courbe monomiale

v:te[0,1] = (1,t,..,tP71) € RP

est (1/4/p, (p—1)!)-gauche. En effet, avec la convention de noter 1/n! = 0sin € Z~

o= ()

EXEMPLE 48 (L. CHIERCHIA) L’hamiltonien complétement intégrable défini sur
T* x R?* par

1 1

est isochroniquement et isoénergétiquement dégénéré; mais son application

2
rire +rirg +ry

fréquence est une fonction gauche de r; en (r1,0,0,0), 1 # 0.

LEMME 49. Si une courbe v = (a,8) : I — RP x RY, ¢t — (a(t), B(t)) est (a,b)-
gauche au point to € I, alors quels que soient les réels €,0 €]0,1] la courbe
Ves it (aty + 6t),eB(to + t)) est (esPT97La, b)-gauche en 0.

Démonstration. Ceci découle du fait que A, ; = Dj- A, - D, ou D, et D sont les

matrices de dilatation

(g 7 5 = Di ptq—1
D. = < 0 cidpe ) et Dj=Diag (1,6,...,6 ).
O

THEOREME 50 (PYARTLI) Soit 7 > p*> — 1 un réel. Il existe une constante C
telle que si v € C®(I,RP) est (a,b)-gauche et siy > 0 est assez petit on a

‘{t ellv(t)¢ DH%T(p)}‘ <C,, (2[ n 1) (%)w’

ot | - | désigne la mesure de Lebesgue d’un ensemble mesurable. En particulier on a
v(t) € DH,(p) dt-presque partout.

La démonstration qui suit est une adaptation de celle de Pyartli [Pya69] au
cas homogene. Elle est faite des propriétés GBIl & Herman ne fait pas cette
adaptation et utilise 'estimation de Pyartli indirectement dans le projectif RIPP~!.
Le corollaire sera aussi utilisé pour démontrer le raffinement que constitue le
corollaire [0l

Soit v € 2~ C RP. Notons v, la fonction

vy I =R, tv-v(t) =viv(t) + ...+ vprp(t).
LEMME 51 (MARGULIS) La fonction v, satisfait, pour tout t € I,

< G (#)] < b.
1= o, eIt
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Démonstration du lemme. On a
()] < A1) -v]| < ||A <
o ax v (O] < A (t) - vl < [[A @) < b
et

. 1
(7)
p max |v//(t)] > ||AL(t) - v > — > 4/pa.

0<j<p—
O
La difficulté pour utiliser cette estimation est qu’a priori la valeur de j qui réalise
le maximum dépend de la valeur de t.

LEMME 52. Si J est un sous-intervalle de I de longueur majorée par a/(2b), il
existe un entier j € {0,...,p — 1} tel que pour tout t € J on a |v,9)(t)] > a/2.

Démonstration du lemme. Si pour tout j € {0,...,p — 2} et pour tout t € J on a
|1/1(,j)(t)\ < a, d’apres le Lemme [51] pour tout ¢ € J on a |u7(,p71)(t)| >a > a/2, donc
j =p—1 convient. Sinon il existe j € {0,...,p—2} et ty € J tels que |1/1(,j)(t0)| >a;
alors pour tout ¢t € J on a, d’aprés le Lemme 5]

t

PO > P (o)l = [ WD)l dr = a— b
to

>

e

O

LEMME 53. Si J est un sous-intervalle compact de I de longueur majorée par
a/(2b) et si j est un entier comme dans le Lemme [33, pour tout k € {0,...,5}
il existe un sous-intervalle compact Ji, de J tel que

\Jel = 37K et [P (1)] > 3TR(+3)/2 g JIE (vt € Jp).
Démonstration du lemme. La conclusion est vérifiée pour k& = 0. Supposons-la
vérifiée & un rang k — 1 € {0,...,j — 1}. Notons ¢j_y = 3~ F=D(k+2)/2 2| jjk=1 o
Jr—1 = [, a+30]. Soient I1 = [, a4 0], Iz = [a+ 0, a+26] et Is = [+ 25, o+ 30].
Si pour tout t € I; on a |1/5j_k)| > cg—1|Jk—1|/9 et on peut poser J = I; et
¢k = ¢k—1|Jk—1]/9. Sinon il existe ¢; € I; tel que

WY ()| < e | Je-1/9 ;

alors pour tout t3 € Is on a

)] = ) [ @) e
t1
1 1 2
> —§Ck71|Jk71| + §|Jk—1|ck71 = §Ck:71|Jk71‘
1
> o = *Ck—1|Jk—1| _ 3—k(k+3)/2 E|J|k_
9 2
Donc Ji = I3 convient. Ceci démontre par récurrence le résultat voulu. O

COROLLAIRE 54. Si J est un sous-intervalle compact de I de longueur magjorée par
a/(2b), pour tout € > 0 assez petit on a

(1) ()| < min <p3p+2 (f)w,uo .
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Démonstration du corollaire. Soit j un entier tel que dans le Lemme Sij=0,
pour tout ¢t € J on a |v,(t)] > a/2 donc si € < a/2 'image réciproque de 'intervalle
[—e€, €] par v,|;s est vide. Sinon, d’apres le Lemme 52 et le théoreme de Rolle v, |
a au plus j zéros. Comme J est compact, pour tout € assez petit il existe un entier
k < j et des intervalles compacts Iy, ..., I tels que

Vv|J_1([_€,6D =L U..Ul.

Le Lemme B3 appliqué au sous-intervalle I; (I € {1,...,k}) montre qu’il existe en
particulier un sous-intervalle compact J;_1 = [, 8] de I; tel que 8 — a = 3'79|I;]
et

Vv|/Jj,1‘ > 37U 1)(J+2)/2§‘Il|j 1
Alors
B
2 > |vy(B) — ()| :/ W (4)] dt
> 3-(-DU+Y/2 gu”j
2 5 il
donc ., y
J J
11| < 3G-DG+/(29) de < give (e .
< - < -
La majoration & montrer en découle. -

COROLLAIRE 55. Pour tout € > 0 suffisamment petit on a

1/p
v ([—ed) < (2"|I| T 1) p3re? (4) .
a a

Démonstration du corollaire. Subdivisons I'intervalle I en [2b/a |I|] 4 1 intervalles
J compacts de méme longueur, inférieure & a/(2b). Il suffit alors d’appliquer le
corollaire 54 & v, sur chacun de ces sous-intervalles J. O
Fin de la démonstration du Théoréme 5l Par la Définition (IZ) on a

DH, . (p) = {ae]Rp ; Ve e ZP\ {0} |k - o > |IZ||T}’
donc

{teI;v(t)¢DH,  (p)}C U ag, ar = {tEI; '”;y(t)‘ < HkH’Z-’_l}

kEZP\0

Or, le corollaire BAl appliqué avec € = HI€||7771 montre que si v est assez petit on

a
1/p
b 4y
ag| < [ 2=|I +1> RUA I .
il < (2101 1) 32 s

b 1/
|Ukezroar| < Crp (a|I| 1 1) (g) "

Donc
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ol la constante
Crp= 2p4l/p 3pt2 Z ||k||—(f+1)/p
k€ZP\0
est finie & condition que (7 +1)/p > p, soit 7 > p? — 1. O
L’estimation du corollaire[53] et donc celle du Théoréme B0l ont I'inconvénient de
se détériorer quand la taille |I| du domaine de définition de l'application fréquence
tend vers 0. Cette insuffisance peut cependant étre contournée lorsqu’on se localise

au voisinage d’une fréquence diophantienne. L’estimation suivante améliore celle
du Théoreme B0l au voisinage d’un vecteur diophantien.

COROLLAIRE 56. Sous les hypothéses du Théoréme [B0, supposons de plus que
to € Int 1 est tel que v(ty) € DH,, -, (p). Alors pour tout entier n il existe deux
réels 0 < v < 70/2 et T > 719 tels que quand € tend vers 0% on ait

{t € [to — &, to + €], v(t) ¢ DH, 7 (p)}] = O(€").

Démonstration. Pour tout k € ZP \ {0}, notons

w={telo—ctord vl < 7o}
de sorte que l'on a
{t € to—eto+¢), v(t) € DH, - (p)} = Upezr\ {0} 2%-

Soit d’abord k € ZP \ {0} tel que > e. Comme v est (a,b)-gauche, pour

|

tout t € I on a .

N3

Donc pour tout ¢t € [tg — €,to + €] on a |v(t) — v(to)| < be et

1
[V < =l Av] <

0 by

[ 11 M

k- v(®)] = |k - v(to)] = |k - (v(t) — v(to))] =

1
’y:min <b71) % et TZT07

on obtient ¢ ¢ aj. Donc pour que ay, soit non vide il faut que le multi-indice k vérifie

el > (2

€

1/(ro+1)
) . (25)

Maintenant, quel que soit k € ZP \ {0}, le corollaire B3l donne 'estimation suivante

de |ag| : y
p
~
|ak| S Cp,],a,b <+1> i
&l

ot Cp 1.4 est un réel indépendant de v, 7 et k. (Notons que dans 'espace des
parametres on perd un facteur e?~! par rapport & une estimation dans l’espace des
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fréquences, parce que l'estimation du corollaire (5] est mauvaise quand la taille de
I'intervalle |I] est petite. Cette détérioration des estimations n’empéchera pas de
conclure, parce qu’elle sera absorbée par un 7 plus grand.) Or, pour tout entier
K > 1, le cardinal de ’ensemble

{kezZP\{0}, K <|k[| < K +1}

est (grossierement) majoré par C,,K?, ou C;, est un réel ne dépendant que de la
dimension. Donc il existe un réel C" = Cj, 1.4,,C,, ne dépendant ni de € ni de 7 tel
que
|UkeZP\{O}Ak| < C”’)/l/p Z [((*’rerZ,l)/P7
K>(y/e)/ (ro+1)

d’ou la conclusion. O

Considérons maintenant une application v : B — RP, de classe CP~!, o1 B est
une boule fermée de R".

DEFINITION 57. L’application v est gauche (resp. (a,b)-gauche) en un point ¢ € B
s'il existe un germe d’immersion ¢ : (I,s) — (B,t), ot I est un intervalle de R,
telle que la courbe v o ¢ soit gauche (resp. (a,b)-gauche) en s. Elle est gauche (resp.
(a,b)-gauche) si elle 'est en tout point ¢ € B.

(Pyartli [Pya69] définit la notion de sous-variété paramétrée non dégénérée, qui
est un cas particulier d’application gauche.)

THEOREME 58 (PYARTLI) Soit 7 > p? — 1. Il existe un réel C = C, , . 5 tel que
si une application v : B C R — RP est (a,b)-gauche et siy > 0 est un réel assez
petit, on a

_ b ol 1/p
< e s .
[{t e B. v(t) ¢ DH,. (1)} _c(a+1) (2)
En particulier on a v(t) € DH,(p) dt-presque partout.

Démonstration. Soit t € B. Soient I un voisinage connexe fermé de 0 assez petit
et ¢: I — B, s + c(s), une immersion passant par ¢t en s = 0 telle que v o ¢
soit gauche. D’apres le théoreme d’immersion il existe un difféomorphisme local
¢ : (B,t) — (B,t) tel que ¢ o c soit la courbe

Ct: S (tl + s, 19, ...,tr).

Comme v o ¢ est (a,b)-gauche, il existe un voisinage J de 0 dans I et un voisinage
V de t dans B tels que pour tout ¢ € V la courbe

voéi:J—=v(V), sty + sty ty),

ot =vop et ér:ss (t + st ..., 1), soit (a/2,2b)-gauche sur J. D’apres le
Théoreme B0l et le théoreme de Pyartli, si v est assez petit il existe un réel C' > 0
tel que

[{s € J, Do ¢;(s) ¢ DH, . (p)}| < C (% + 1) (g)”p.
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Donc, pour tout ¢ € V la mesure de Lebesgue 1-dimensionnelle de
{t' = (t1 + s,42,....,1,) €V, (') € DH, ;(p)}

possede le méme majorant. D’apres le théoreme de Fubini, la mesure de Lebesgue
p-dimensionnelle de
{t eV, o(t) € DH, - (p)}

satisfait une estimation analogue, et de méme en remplagant ¥ par v = 0 o ¢. En
prenant enfin un sous-recouvrement fini de B par des ouverts du type de ¢~ (V)
on en déduit I'estimation voulue. O

5.3. Théoréme de tores invariants isotropes Dans cette partie nous généralisons
le Théoreme d’une part en affaiblissant la condition requise de non-
dégénérescence de 'application fréquence et d’autre part en trouvant des tores
invariants isotropes qui ne sont pas forcément lagrangiens.

Considérons l'espace des phases

IP60 = Tp X I_B%):—QQ (7‘07 O)

(o E?:QQ(TO,O) désigne la boule euclidienne fermée de RP x R?? de rayon d
et centrée en (rg,0)), les coordonnées naturelles (6,r,z), la 1-forme de Liouville
standard A = r-dr+y-dz, la forme symplectique standard w = dOAdr+1/(2i)dzAdz
et un hamiltonien de classe C*° de la forme

1
Fo = fo(r) + 5Qp - 2* + 0(2%0,7)

ou (cf. le paragraphe [4.])

1 q q
5Qay 22 =1y B(n)(f —v) +m Y B + )
=1 j=d'+1
et ot O(23;0,r) désigne des termes d’ordre 3 ou plus en z, dépendant éventuellement
de 6 et de r. Notons ts la translation définie sur Ps, par ts5(0,r,2) = (6,s + r, 2).
Quel que soit s € IB?0 (ro), le tore

T? = TP x {s} x {z =0}
est F-invariant et la forme normale de F° le long de T? est (& une constante
additive pres)

F"ots:ag'r+%Qﬂo-z2 (mod AY), a‘;:aaf (s);
s 3 r

en particulier, le vecteur des fréquences tangentielles et normales de T? est (a2, 52).
Rappelons du paragraphe Bl que A4 = O(r?,rz,3) et que Diff°(Ps,) est le
groupe des difféomorphismes symplectiques exacts de P5,. Pour €, > 0 avec § < dy,
notons IBECZ (F°) la C*-semi-boule de centre F°|p, et de rayon e dans C°(Pj).
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THEOREME 59 (RUSSMANN) Si l'application fréquence r — (a2, 82) est gauche en
ro, il existe un entier k > 1, des réels €,0,v,7 > 0 et deux applications C>

F© BY(FO) x BY(rg) — RP x R x AN
(F; 3) — (Oés(F)aﬁs(F)vANs(F))
et
4 : By (F°) — Dt (Pys), F s 9(F),
tels que :

1° G(F°) =idp, et, quel que soit s € BY(rg), (as(F°), Bs(F°)) = (a2, B2) ;

2° quels que soient F € IBS;(FO) et s € BE(rg) tels que (as(F),Bs(F)) €
DH, - (p,q), le tore plongé 4 (T?) est F-invariant et la forme normale de F' le long
de ce tore est (a une constante additive prés)

1
Fo¥% ot :as(F)-T+§Q/33 22+ ANG(F) (0,7, 2) ;

3 ° quel que soit F € IBSZ (F°), la mesure de surface 2p-dimensionnelle de la
réunion des tores invariants ¢ (T?) C 4 (TP x BY(rg) x {0}), avec s € BY(ro) et
(as(F), Bs(F)) € DH, (p, q), est strictement positive.

Enfin, il existe un réel C > 0 et un entier ny > 0 tels que si lapplication
fréquence r — (a2, 32) est (a,b)-gauche en 1o, on peut choisir e = C'(a/b)"™.

Démonstration.

1° Détermination de k,0,v et 7. Il existe § < &9/2 et a,b > 0 tels que
Iapplication r ~ (a2, 32) soit (2a,b/2)-gauche sur BYs(rg). Soit 7 un réel >
(p + q¢)? — 1. D’apres le Théoreme et linclusion ([3)), il existe un réel C' > 0
tel que pour toute courbe v qui est (a,b)-gauche sur B (rq) la mesure de

{’I" S I_Bg(ro), V(T) S DH'y,T(py qlvqﬂ)}? Y= C(a/b)P"rl’

soit strictement positive (exposant n’est pas optimal). Quitte & diminuer C,
le corollaire implique qu’il existe k,ng,C; > 0 tels que pour tout vecteur
(o, B) € DH, - (p,q’,q") V'image locale de I'application @, s contient une C*-semi-
boule de rayon Cy(a/b)™. Comme dans la démonstration du Théoreme A3] on voit
qu’il existe €; > 0 tel que quels que soient F' € ]Becfé(F") et s € BY(ro) ’hamiltonien
F otg est dans I'image locale de @40 g0 en (F° ot,,id,0,0).

2 ¢ Construction de F et 9 et détermination de €. Le méme raisonnement que
dans la démonstration du Théoréme [43] montre qu’il existe un réel ¢ > 0 et une
application

F + BEG(N°) x BE(rg) — R” x RY x G5 x AN
(Fvs) — (a&ﬁwGs:ANs) = (Ozs(F),ﬂs(F),Gs(F),ANS(F))

de classe C*° telle que pour tout

ERS dhé,'y,r = {T € IB::;(TO)’ (O‘raﬁr) € DH’Y,T(p7 Q)}
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on ait, a une constante additive pres,
1
Foty= (as ST+ 5@53 ~Z2+ANS) oG.

En particulier, le tore G5 (T%) est (F o ts)-invariant et application .Z : (F,s) +
(as(F), Bs(F), AN (F)) est de classe C*. La construction du difféomorphisme
symplectique ¢ est analogue a celle de la démonstration du Théoreme (E3]

3 ° Estimation. De méme que dans la démonstration du Théoreme [H3]
I'ensemble dhs - C BY(rg) est de mesure de Lebesgue strictement positive d’apres
nos choix initiaux de constantes; il en va de méme de TP x dhs,, C TP x BY
d’apres le théoreme de Fubini; comme de plus ¢ est un difféomorphisme, la mesure
2p-dimensionnelle de la réunion

& (T? x dhs,,» x {0})

des tores invariants trouvés dans la variété plongée ¢4 (TP x BY x {0}) est strictement
positive.
O

5.4. Théoréeme de stabilité d’Herman Dans cette partie nous utilisons le
Théoreme pour démontrer le théoreme que nous appliquerons au systéme
planétaire.
Considérons, sur le méme espace des phases Ps,, un hamiltonien de classe C*°
de la forme
H.=H(r)+eH!(r,2) + eH2(0,r, 2), (26)

ot H' et H? sont deux hamiltoniens de classe C>* dépendant contintiment du
parametre € > 0, tels que

1
Hl =h(r) + 5@petn) 224+ 0%, €)
1 q
5Qaer) 25 =7 B (] + ) + O r,e) (27)
j=1
Jerxirixin) H2(0,7r,2)d0 =0 (¥(r,z) € nggq(ro, 0)).

Par rapport au Théoréeme [59, nous avons supposé que les tores T? sont elliptiques
(¢ = 0). (hamiltonien moyenné du systéme planétaire possede aussi des tores
hyperboliques [ITMG66 [F€j02a], que nous n’utiliserons pas).

Pour tous s € Bf (o) et w €]0,55[%, notons

’]I"S’IJ‘I =T? x {s} x {z € IB?;I(O), 1212 = wi, oy |24]* = w4}
et t5., I'application

tsw: Poy \ (TP x B (ro) x {0}) — Pas, \ (TP x BF (ro) x {0})
(0,7,2) = (0,5 +71,2")

2= (21, 2y), 25 =\/1%]? + wjexp(i Arg z;).
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Quel que soit s € IBgO (ro), le tore isotrope T? est invariant pour I’hamiltonien
H° + eH!, qui a pour forme normale le long de ce tore (& une constante additive
pres)

o

0
(H® +eH€1) otrg = (ange 5

(s)) cr %Qgg 2% (mod AN,

OH°
ol l'on a posé af = (s). En se décalant de I’ame de la singularité elliptique
r

dans chaque plan symplectique (x;,y;) (c’est-a-dire en prenant w; > 0), on peut
trouver des tores lagrangiens invariants ; on reporte a la démonstration du théoréeme
ci-dessous ’écriture de leur forme normale.

THEOREME 60 (HERMAN) Si Uapplication fréquence r — (a2, 2) est gauche en
ro, il existe des réels eg,vy, T > 0 et deux applications C>*

F 1 10,e0] x BY(rg)x]1,2[7 — RP x R? x AN
(€,s,w) — (o, B, AN)
et
4 :10,¢e0] — DIff(Ps), e— %,

tels que :

1° « est e proche de a°, B de 0 et & de l'identité ;

2° quel que soit (e, s,w) €]0,¢e] x BE(ro)x]1,2[ tel que (o, B) € DH,4 ;(p, q)
le tore plongé 4.(TVE8) est Hc-invariant et la forme normale de H. le long de ce

tore est
H. o9, ots ey :a.r+7r5~|z|2+AN

(0u B |2 = il + ... + Balzql?) 5
3° quel que soit € €]0,¢€p], la mesure de Lebesgue de la réunion des tores
invariants dans Pgs obtenus en faisant varier s et w est strictement positive.

Il ressortira de la démonstration que, sous les hypotheses du théoreme, quels
que soient | € {0,...,q} et un sous-ensemble J = {j1 < ... < jo—i} C {1,...,q} &
q — 1 éléments, le flot de H, posseéde un ensemble des tores invariants difféomorphes
& TP et homotopes & T? x {r = 0} x {zj, = ... = z;,_, = 0}, pour lesquels il
existe des formes normales analogues a celles que le théoreme décrit pour les tores
lagrangiens.

La démonstration montrera aussi que la localisation de la recherche des tores
lagrangiens entre les distances € et 2¢ de la singularité elliptique de H, n’a rien
d’optimal.

Démonstration. L’objectif est d’appliquer le Théoreme (9] dans lequel les roles de
p, ¢’ et g sont désormais joués respectivement par les dimensions p + ¢, 0 et 0.

1° Elimination des angles rapides a lordre Ny sur Aj. Soient v > 0 et
7> (p+q)?—1. Soit L = LN un difféomorphisme symplectique (L pour Lindstedt)
e-proche de l'identité, qui élimine les angles rapides § de H, & un ordre N; assez
grand sur I’ensemble transversalement cantorien

A= Al(’%T) = {(97T7 Z)? aO(T) € DH"/,T(p)} :
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il existe un hamiltonien Ry = Rﬁ] ¢ dont le jet d’ordre infini s’annule sur I’ensemble
Aj et tel que

H.oL=H°(r)+e(HMr, 2z) + O(e ;r,2)) + €R1 + O(e™ 0,1, 2).

2° Mise sous forme normale de Birkhoff a l'ordre Ny sur Ay C Aj. Soit
B = BNz un difféomorphisme symplectique de mise sous forme normale de Birkhoff
de H. le long des tores T? x {r} x {0} C As, avec

Ap = A2('7>7-) = {(9,7‘,2), (O‘O(r)’ﬂo(r)) € DH"/,T(p) X DH%T(Q)}

(si v est assez petit, d’apres ([I3) et d’apres le Théoreme B0, Ay est de mesure

strictement positive) : il existe un hamiltonien Ry = Ré\’[ i’NZ dont le jet d’ordre

infini s’annule sur Ay et un polynéme @, . de g variables de valuation > 2, de degré
Ny — 1 et dépendant de r et de ¢, tels que

H.oLoB=H°r) —&—ef{el + €Ry + O(eM: 0,7, 2),

avec

q
A = ho(r) + 7 B2(0)|z]? + Qe (rlz?) + O 5re),
j=1

ot 'on a noté |z|? = (7|z1]?, ..., 7|24 |?).
3 ¢ Passage en coordonnées polaires symplectiques. Soit r° € As, de sorte que
le jet d’ordre infini de Ry le long de TP x {r°} x {0} soit nul. Soit aussi p° € (R})4
un point a choisir ultérieurement. Soit enfin P = P,. ,o 'application symplectique
P TP xTTxRP x [[,o;,] —pf,+oo[ — TP xRP x C*
0,¢,r,p) — (0,r° 4+, z2)
définie par

Pj =+ pj ‘ :
z; = jTJexp(—ZQWQ) (G=1,..,9).

Restreinte & un voisinage suffisamment petit de TP x T? x {0} x {0}, elle induit un
hamiltonien de classe C*>

HEOLOBOP:HO(T0+T)+EH€1OP+€R20P+O(EN1;9,T,Z),
avec
H'oP = ho(r°+7)+B°(r° +7)-(p°+ p)
+Qer(0° + ) + O(lp°|™ 7).

(Pour trouver des tores de dimension p + [, nous resterions en coordonnées
cartésiennes dans les plans de coordonnées z;, j € {1, ..., jg—1}.)

4 ° Premieére localisation, dans un domaine de [’espace des actions sur lequel
Uapplication fréquence est uniformément gauche. Les termes

HO(r® 4+ 1)+ e(h°(r®4+1r) + B°(r° + 1) - (p° + p) + Qer(p° + p))
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forment un hamiltonien complétement intégrable, qui induit sur le tore
+
T{ % = TP x T? x {r} x {p},

une dynamique quasipériodique de fréquence
vi(r,p) = (a°(r° +7) + O(e), € (B°(r? + 1) + O(€) + O(p” + p))) -

Par hypothese, il existe deux réels a et b strictement positifs tels que I'application
r — (a®(r),8°(r)) soit (2a,b/2)-gauche en ry. Donc d’apres le Lemme [A9] si v est
assez petit et si r° est assez proche de rg, il existe un voisinage V = V; x V5 de
(0,0) dans R? x (R;)? tel que pour tout (r,p) € V lapplication 7 — v (7, p) soit
(ea,b)-gauche en 7 = r.

5 ¢ Seconde localisation, dans une boule centrée en p° et de rayon & = ||p°]| /2.
Supposons donc p® € V, et notons § = ||p°|| /2. Nous allons nous localiser dans
une boule de R? de rayon §. L’hamiltonien H. o L o B o P est dynamiquement
conjugué a l'image réciproque de H. o L o Bo P/§ par 'homothétie (conformément
symplectique)

D=Ds: TP xT9 x R x (R})? — TP x T? x R? x (R})4,
(0,¢,7,p) = (0,¢,0r,6p),
soit & ’hamiltonien

€

1
F.s= SHO(TO +0r) + F;a + Rs+ 001N 0,7, 2),

6
avec
Fls = ho(r®40r) + B°(r°+6r) - (p° + p)
+Qe,7‘o+§7'(po + 5p) + O(5N2 RN 6)
et

R3:§R20POD.

6 ° Application du théoréme de Riissmann. Le vecteur fréquence du tore T
de la partie intégrable

p+q
(r,p)

1
5= —H°(r°+6r) + < (

ho(r? +0r) + B(r° + or) - (p° + dp) >
) 0

+Qe,r”+6r(po + 6/))
de F, ;5 est
va(r, p) = (@°(r® + 6r) + O(e, €6,6%), € (B°(r° + or) + O(€, 6%))) .

(Pour des tores de dimension de p + [, le vecteur fréquence du tore invariant

TP x {r} x N {z=01|n (N {ei=r}],

J=J15e5Jq—1 JF#T1s 501

la (p + j)-itme composante de v, serait, pour j € {j1, ..., jg—1},

e (BY(r° +6r) + O(e)) .)

44



Stabilité du systéme planétaire 45

D’apres le Lemme (A9, Papplication fréquence r + vo(r, p) est (ae6?T4~1 b)-gauche
en (r,p) si € et § sont assez petits. Posons par exemple

§=¢ et ’A)/ — (€5p+q—1)17+q+1 ,

les exposants sont choisis pour que I’estimation du Théoreme 58] en dimension p+q,
donne une mesure strictement positive de tores. Soit ny > 1 le réel du Théoreme
Soient N7 et Ny tels que

SN <« (edPTTTHM et €Nl & (egPTIT M

quand € tend vers 0. Comme le jet d’ordre infini de R3 est nul le long des tores

’]I"();,(fp)7 la restriction de R3 a un petit voisinage de ce tore est exponentiellement

petite en fonction de la taille du voisinage. La conclusion découle donc du

Théoreme (9] appliqué a ’hamiltonien intégrable f° et a la perturbation F, s — feo s
avec € = J assez petits.

O

Nous aurons besoin de I’extension suivante pour le systéme planétaire. Attention,

le parametre § ne joue plus le méme role que dans la démonstration précédente.

COROLLAIRE 61. Supposons que Uhamiltonien H, = H.;s de (28) dépend d’un
parametre supplémentaire 6 € R. Si Uapplication fréquence (r,d) — (aﬁﬁ,ﬁgé)
est gauche en (ro,do), il existe un réel €9 > 0 tel que pour tout € €]0, g il existe un
sous-ensemble A C R de mesure de Lebesgue strictement positive tel que quel que
soit & € A la réunion dans l'espace des phases des tores invariants lagrangiens de
H s est de mesure de Lebesgue strictement positive.

Démonstration. Reprenons le sixieme point de la démonstration du Théoreme [60)
Sous les nouvelles hypotheses, 'application fréquence & obtenue est gauche sur
BE(ro) x I, ot I est un intervalle ouvert contenant dy. L’ensemble

{(s,6) € Bi(ro) X I, G55 € DHy ~(p + q)}

est de mesure strictement positive dans Bf(rg) x I. D’apres le théoréme de Fubini,
il existe donc une partie A de I de mesure strictement positive telle que quel que
soit 0 € A la mesure de Lebesgue de

{s € B§(ro), Gs,6 € DH, -(p+q)}

soit strictement positive. Le passage de I’estimation de la mesure des tores invariants
dans ’espace des parametres a ’estimation de la mesure des tores invariants dans
I’espace des phases se démontre de la méme fagon que pour le Théoreme O

6. Le systeme planétaire

6.1. Notations et énoncé du théoréme d’Arnold Considérons, pour n > 2, 1+ n
points matériels se mouvant dans l’espace et soumis a l’attraction universelle.
Notons leurs masses mq, €my, €ma, ..., €m,,, ou € > 0 est un parametre réel. Le choix
d’un référentiel galiléen permet d’identifier 'espace physique & I’espace euclidien R3.
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Les coordonnées d’un vecteur z € R3 seront notées ', 22, 3. Notons zg, ..., ., € R>

les positions des points et ¥, €y1, €ya, ..., €y, € R? leurs quantités de mouvement.
Si 'on exclut les collisions, ’espace des phases s’identifie a ’espace

{(@0y o Tn, Y0y -or Un) € (R x R, Vj £k x5 # 21}
Munissons-le des structures euclidienne
Z (dzb)? + (dy)? Z Z da: € dy])
1<k<3 1<j<n 1<k<3
et symplectique
Z dxl A dyb + € Z Z dx?/\dyf.
1<k<3 1<j<n 1<k<3

Les courbes intégrales des équations de Newton ([I]) sont les projections, sur I’espace
des positions, des courbes intégrales du champ de I’hamiltonien

2 2
1 [|yoll ot 3 ly;ll™ 3 mom; | _ T m;my
)
2 mo 2,52, mi 52, g =l 1< 175 — i
ol ||-]| est la norme euclidienne.

Notons (Xg, ..., Xp, Yo, €Y1, €Ya, ..., €Y},) les coordonnées héliocentriques symplec-
tiques (voir le chap. IT des Le¢ons [Poin05], et notamment le paragraphe 26), définies
par :

{Xo_iﬂo ot {Yo_y0+€y1+€y2+-~+€yn
Xj=z;—z (=1,..,n) Yi=y; (G=1,...,n).

Ces coordonnées redressent l'action diagonale de R? par translations sur les
positions. Exprimé dans ces coordonnées, I’hamiltonien devient

LYo —e(Vi+ .. + Vo) Y51 momn;

: sy

2 Mo 52, 2my 52, 1l
_¢2 mimg

1< T 1K = Xl

La conservation de la quantité de mouvement totale Y, et linvariance par
translation des équations de Newton permettent de se restreindre sans perte de
généralité a la sous-variété d’équation Yy = 0. Notons ew la forme symplectique et
€F' 'hamiltonien induits sur le quotient de la sous-variété Yy = 0 par 'action de
R? par translations. Le champ hamiltonien de eF relativement & la forme ew égale
celui de F relativement a w. En outre on a

o= 3 Y axirarf
1<j<n 1<k<3
et

IVi11° M ( mjmy, Y; 'Yk>
F= L == ) IS — + . (28
2 ( ;% 2 ol (28)

1<j<n 1<j<k<n
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ol les masses u; et M; sont définie comme fonctions de my, ..., m,, et € par

1 1
—=—+4+— et M,=mg+em; pourj=1,..n.
ELL; mo €m;

Quand € = 0, 'hamiltonien F' se réduit a I’hamiltonien képlérien

VI g
FKe = - ) 29
L2 (m %1 e

1<j<n

tandis que le premier ordre de F' en € est la fonction perturbatrice

m;my Y, Y
Foop = __M j . 30
= 2 ( 1%, — % T o ) (30)

1<j<k<n

La fonction perturbatrice elle-méme se décompose en la somme d’un hamiltonien

m;i;meg
F rinc — — —d
’ 2 X5 — Xkl

1<j<k<n

principal

et d’'un hamiltonien complémentaire

Feomp = Yt
comp — m .
1<j<k<n 0

L’hamiltonien Fic, est I'hamiltonien de n problemes de Kepler découplés. Il
détermine donc, aux orbites de collision pres, une action képlérienne du tore T™
sur I’espace des phases. Dans cette partie, contrairement a la convention des parties
précédentes, nous noterons T™ = R"™ /27 Z"™ (attention donc au facteur 27, introduit
a ce stade pour faciliter la comparaison avec les ouvrages de mécanique céleste).
Notons

()\JvA]7£j7njap]aQJ)]=1,,n S (Tlx]oa +OO[XIR x R xR x R)n

les coordonnées de Poincaré, liées aux éléments elliptiques par les formules suivantes
(voir les figures Pl et B]) :

)\j = lj +gj +9j
Aj = pj/Mja;

Gj=MAjy1-ej = H@H (31)

szfj—f—iﬁj: 2Aj’/1—1/1—8?6i(g-7‘+9j)
z; = pj +iq; = \/2G;\/1 — cos;es,

ol
— i est le nombre complexe v—1 € C,
— [; "anomalie moyenne,
— g argument du périhélie,

— 0, la longitude du noeud,
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FIGURE 2. Eléménts elliptiques

— a; le demi grand axe,

— &5 lexcentricité,

— t; l'inclinaison,

— J; la longitude moyenne,

— C le vecteur moment cinétique,

— A, le moment circulaire,

— et g; + 0, la longitude du périhélie.
En particulier, dans la limite qui nous intéresse ou €; et ¢; tendent vers 0 on a

Il = A2 (1+0(ED) et )= /Aj/205 (14 0(E3) + 0(2))

THEOREME 62 (POINCARE) Les coordonnées de Poincaré sont analytiques et

symplectiques (w = Zlgjgn dAj ANdA; + d€; A dn; + dpj A dg;) sur un voisinage,

difféomorphe a T™ x R°", de l'union des orbites képlériennes circulaires, directes

et coplanaires. En outre elles sont des coordonnées angles-actions de [’hamiltonien
képlérien, qui vaut -
3 V2

Fxep = Z _’uéA?] : (32)

1<j<n

Voir [Poin05, Chap. III], ou [Che88, Appendice] pour une démonstration
complete.

Nous noterons 411
Vi = 9Fkep _ 1 M; _ VM (33)
T 0A A3 R

J

les moyens mouvements, dont I’expression implique la troisieme loi de Kepler : le
carré de la période de révolution képlérienne d’une planete est proportionnel au
cube de son demi grand axe.
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Nous pouvons maintenant énoncer précisément le théoréeme qui donne son titre
a cet article.

THEOREME 63. Pour toute valeur des masses mg, my,...,m, > 0 et des demi
grands axes a1 > ... > ap > 0, il existe un réel g > 0 tel que, pour tout € tel
que 0 < € < €, le flot de 'hamiltonien F (défini en (28)) posséde un ensemble de
mesure de Lebesgue strictement positive de tores invariants de dimension 3n — 1,
de classe C™, quasipériodiques et e-proches en topologie CO des tores képlériens de
demi grands azes (ay, ...,an) et d’excentricités et d’inclinaisons relatives nulles; de
plus, quand € tend vers zéro la densité des tores invariants au voisinage de ces tores
képlériens tend vers un.

6.2. L’hamiltonien séculaire et sa singularité elliptique L’objectif est d’appliquer
le Théoreme [60] avec H® = Fxep,

1
H' = (Fya) = G / FpordA

(ot dX dénote la mesure de Haar d\; @ ... @ d\,) et H? = Fper — (Fper). Ce qui suit
est consacré a vérifier que 'on peut se ramener aux hypotheses du théoreme avec
p=mnetqg=2n.

Jusqu’a maintenant, nous n’avons exclu que les collisions X; = X, j # k;
restreignons-nous dorénavant & l'ouvert difféomorphe & T™ x R°" sur lequel les
ellipses képlériennes ne se coupent pas (autrement dit, nous excluons 1’ensemble
des collisions saturé par laction képlérienne du tore T™). L hamiltonien moyenné
(Fper) est alors bien défini. Quitte & renuméroter les planetes, on peut alors supposer
que les demi grands axes appartiennent a ’ouvert

o ={(a1,..,an) ER"; 0<an,<an_1<..<ai} (34)

(Herman numérote les planeétes en sens inverse, mais notre choix simplifiera les
notations dans les récurrences : quand a, — 0, nous obtenons asymptotiquement
un probléme & n — 1 corps de demi grands axes aq, ..., a,,—1.) Le champ hamiltonien
de (Fper) a en particulier pour intégrales premiéres les moments Aq, ..., A, (c’est
le premier théoréme de stabilité de Laplace). Il passe au quotient par laction
képlérienne du tore T™ et induit un systéme hamiltonien paramétré par (Aq, ..., A,)
sur lespace, difféomorphe a4 R*™ (coordonnées (&,m:15> %) je{1,...n}), des tores
képlériens de demi grands axes fixés. L’hamiltonien induit, encore noté (Fpe),
est Uhamiltonien séculaire (du premier ordre) du systéme planétaire et lespace
de ces n-uplets d’ellipses est 1'espace séculaire ; ce systeme décrit donc les lentes
variations des ellipses képlériennes sous l'effet des perturbations des autres planetes,
au second ordre pres en e. Contrairement a son analogue dans le probleme de la
lune (voir [LZ76], ou [Féj03] pour le probléme en dimension quelconque), il n’est
pas, que ’on sache, completement intégrable.

LEMME 64. Chaque terme de la partie complémentaire de la fonction perturbatrice
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est de moyenne nulle le long des tores képlériens :
Y; YVodd=0 (1<j<k<n).
’]I“!L

La contribution de ’hamiltonien complémentaire a la dynamique séculaire est
donc nulle.
Démonstration. Les expressions (29) et ([B2]) de 'hamiltonien képlérien montrent
que le long d’une trajectoire képlérienne on a

v _ u-de _ #MFOX;
T at A 0N

Comme la fonction X} ne dépend pas de Aj, le théoreme de Fubini permet de
conclure. a

L’hamiltonien (Fper) = (Fprinc) st une fonction paire des coordonnées séculaires
de Poincaré (rq,...,7y, 21, ..., 2n). En conséquence, 'origine du systéme séculaire est
un point critique de (Fpe,) ; elle correspond a des mouvements circulaires coplanaires
directs. Au niveau dynamique, on obtient le lemme important suivant.

LEMME 65. Le tore képlérien d’excentricité et d’inclinaison nulles (r1 = ... =1, =
21 = ... =z, =0) est un point fize du systéme séculaire (Fper).

Nous allons étudier la forme normale de Birkhoff de (F},e;) en ce point, au premier
ordre (partie quadratique en les coordonnées de Poincaré (r;, zj)1<j<n)-

La définition des coefficients de Laplace differe d’un facteur deux d’un auteur a
lautre (comparer par exemple [Poin05, § 248] et [LRI5, p. 200].) Nous choisissons
la normalisation de Poincaré.

DEFINITION 66. Les coefficients de Laplace bgk)(a) seront les coefficients de Fourier
de la fonction
1
(1+ a2 —2acos?)

- = b (a)exp(ikd) (a€ 0,19 €R, s> 0).
kez

Lagrange et Laplace ont démontré que la partie quadratique de (Fper) peut se
décomposer d’une facon remarquable, qui peut étre anticipée en partie grace & des
considérations de symétrie [Poin05)]. Le calcul complet est un peu long — ¢’est I'un
de ceux qui faisaient dire & Michael Herman : « BLC » (pour Bonjour Les Calculs) !
Il est détaillé par exemple dans [LR95].

FORMULE 67. Notons m = (my,...,my), a = (a1,..,a,), & = (§&1,..,&n), 1 =
(Myeosn)y D = (P1yeerys0n) €6 ¢ = (q1,-.-,qn). Il existe deux formes bilinéaires
symétriques 25, = 2,(m,a) et 2, = 2,(m,a) sur 'espace tangent en l'origine a
I’espace séculaire, qualifiées respectivement d’horizontale et de verticale, dépendant
analytiquement des masses et des demi grands axes et telles que

(Fper) = Co(m,a) + 2y - (€ + 1) + 20+ (p° + %) + O(4), (35)
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avec
& & &5k
9, - = Z mimy (C’l(a],ak)<] 2R ) 420y (ag, ar) —a—
1<j<k<n Aj o Ay VAA
2
QU-pQ = Z mjka& CL],CLk < J Dk )
1<j<k<n VA VA
(36)
et
m,;m
Co(m,a) = — El<j<k<n Jikbg/Q(ak/aJ)
Cilaj,ar) =~ 55 5ozt (ax/ay) (37)
.7
Colaga) = gogtila (ax/ay).

Nous identifierons les formes bilinéaires 2, et 2, a leur matrice dans les bases
canoniques respectives (d¢y,...d¢,) et (dp1, ..., dpp).

Les masses et les demi grands axes étant fixés, soient pp,p, € SO(n) des
transformations diagonalisantes respectivement de 2, et 2,

ngh = Z T df; et ngv = Z Sj dp?, 01,.+y0n,S1,+--,Sn cR.

1<j<n 1<j<n
L’application
p:(&n0,q0) = (o & pn -1, pu Dy Po - Q)

est symplectique et I'on a

(Fper)op=Cot+ > o (&+n)+ > (0 +a).

1<j<n 1<j<n
DEFINITION 68. Nous appellerons application fréquence I’application multivaluée
a:a €A {V1, .y Vn,y 01y ey Oy Sl s S0t C R,

ou vy, ..., V, sont les moyens mouvements képlériens, o1, ..., 0, les valeurs propres
de la matrice 2, et <1, ..., s, celles de la matrice Z,,.

Nous allons montrer que
— pour toutes valeurs des masses et au voisinage simplement connexe de presque
toutes valeurs des demi grands axes il existe une détermination analytique de
I’application fréquence, qu’abusivement nous noterons

. 3n
Q@ (V1 ey Uny 01, eeey Oy ST, --6n) € RP™,

— cette application viole les hypothéses du Théoréme de stabilité [6Q]

— et l'on peut néanmoins indirectement appliquer le corollaire a un
hamiltonien auxiliaire.
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\\
\ Planete j
\
Uj i lj
a;ej Soleil
FIGURE 3. Anomalies d’une ellipse
6.3. Développement en les rapports des demi grands azes Nous utiliserons de

fagon cruciale le développement de ’hamiltonien séculaire dans les puissances des
rapports des demi grands axes; ’analyticité permettra d’étendre les propriétés
obtenues pour de petits rapports de demi grands axes a des rapports de demi
grands axes non petits.

Ici aussi le calcul est un peu long. Mais en paramétrant ’ellipse extérieure par
son anomalie vraie v; et l'ellipse intérieure par son anomalie excentrique ug, il se
réduit & la quadrature de polynomes trigonométriques (appendice C de [Féj02]). Le
résultat est dans [Las91].

1 X;]l = a;(1+¢ejcosv;) (1 — 53)

| X%|| = ar(l — ex cosuyg)

d\j = (1+¢jcosv;)~ (1 — 5§)3/2 v,
d\, = (1 — ey cosuy) duy,

| X[ cos v = ag(cosup —eg)

| Xkl sinvg = agy/1 — €7 sinug,

définition de v;)
définition de wuy)
seconde loi de Kepler)
équation de Kepler)
cf. la figure 3]

cf. la figure [3]).

(38)

N N N N N N

FORMULE 69. Quand le rapport a;/a; des demi grands axes tend vers 0 on a

Co(m, a)

= Zl§j<k§n

Ci(ay,ar)

- 1 3 akQ
= %(4C”)+O(

1 Qg 3
C’g(aj,ak) = ;O ()
J

aj

2 4
_wmk0+1<w>+0(%)>
aj 4 CLj aj
ag 4

)

7. Vérification de la condition d’Arnold-Pyartli

7.1.  Lemmes sur les valeurs propres
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LEMME 70. Soient 41, ...,0, € R, D = Diag (01, ...,0,) et A € M, (R). Si o est une
valeur propre de D + A,

min [0 —3;| < |4
<j<n

(méme définition de la norme d’opérateur ||-|| qu’en (23)).

Démonstration. Soit o une valeur propre de D + A telle que o # ¢; pour tout
j €{1,...,n}. La matrice D + A — oI n’est pas inversible, donc

1 < [[(D=ol)7 "4
1
< (D =DM 14] = | pax, =3, Al
SIS b
d’ou I'estimation découle. O

Si les valeurs propres de D sont distinctes et si les termes diagonaux de A sont
nuls, 'estimation précédente peut étre améliorée.

LEMME 71. Soient §; < ... < §, € R, o= Ininlgj;ékgn |5J — 5k| 7é 0etAc Mn(R)
une matrice symétrique telle que sa diagonale Diag A = (A11, ..., Ann) soit nulle.
Alors, si € est assez petit, les valeurs propres §7 < ... < 6, de D + €A satisfont

o - < 2par (14 120) 2
Démonstration. En développant en puissances de €, on voit qu’il existe une unique
matrice U € M, (R) telle que
e~ YU(D +eAd)eV = D+ O(e?).
Alors ||U|| < ||A|| /o et 'on a
e~ V(D +eAd)eV =D+ A4, +0(%),
ou A; est la matrice symétrique

1
A = 5(UQD + DU?) 4+ AU —UA - UDU.

On peut alors appliquer le Lemme [T0 & D et & €24, + O(€?) : quand ¢ tend vers 0
on a

2 D
3= o< @a+o@) < 2 (14 120) e+ oo,
O

COROLLAIRE 72. Soient 61,...,6,—1 € R et §,, = 0 tels que 0 = minj<jsp<p |0; —
0kl #0, D € M,_1(R) une matrice symétrique de valeurs propres d1,...,0n—1, D la
matrice symétrique
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et A. € M,,(R) une matrice symétrique dont le dernier coefficient vaut
(Ad)pn =1 + 26, c1,c2€R,0< B <2,
Alors quand e tend vers 0 la matrice D 4+ €A, posséde une valeur propre
onl€) = e(c1 + cae®) + O(€2).

De plus, si D est diagonale D + €A, est conjuguée a une matrice diagonale par une
matrice p € SO, (R) vérifiant p = I+ O(e).

Démonstration. Soient p € SO,,_1(R) telle que
*pDp = Diag (61, ..., 6n—1)
et p € SO, (R) définie par

0 |1
Le résultat découle du Lemme [71] appliqué &
'p(D +€A)p ="p(D + e Diag Ac)p + €' p(Ac — Diag A.)p,

ou Diag A, désigne la matrice diagonale dont les termes diagonaux coincident avec
ceux de A.. O

7.2.  Condition d’Arnold-Pyartli dans le plan
PROPOSITION 73. La forme bilinéaire 2, (formule (30)) est définie négative.

(De fagon erronée, Herman donne le méme énoncé alors que sa définition de 2,
n’inclut pas le signe négatif du potentiel newtonien.)

La démonstration de cette proposition utilisera les deux lemmes suivants, dont
le second avait été remarqué par Hadamard.

LEMME 74. Les coefficients de Laplace vérifient
b (a) > b0t (a) (VseRT\N,0<a<1,jeNN).

Démonstration du lemme. Nous allons démontrer cette inégalité par récurrence
sur s. Supposons pour commencer que l'on a 0 < s < 1 et notons s; =
s(s +1)...(s + j — 1). Dans [Poin05|] ou dans [LR95] on donne le développement
suivant des coefficients de Laplace :

o) 5 <1+s(8+j) 2+s(s+1) (s+j)(s+j+l)a4+...).

= (0%
s ! U(+1) 2! G+ +2)
Donc on a
bf!)—bf!“)zs.jaj((1—‘?+ja>+5(8_+j)a2(1—Wa)+...)>0.
3! j+1 1(7+1) Jj+2
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Par ailleurs, les deux relations de récurrence (ibid.)

p) (s+34) (1+a?) b — (j —s+1)  « (+1)

s+1 — S. (1_ ) s .(1—062)25
pit2 = _UHD (1Y Gy - _IES )
(j—s+2) «@ Jj—s5+2

montrent que 'on a

ib (9) 1 b(]+1) bg]) _ bngrl)
bFs-&- - bsj-‘:rll) - / ha (] ha ) ) ;
s(1+4 a)? 1+ a)
I'inégalité voulue s’en déduit pour tout s € RT \ IN par récurrence. O

LEMME 75. Soit Q € M, (R) la matrice d’une forme bilinéaire symétrique, dont les
coefficients (qji) sont tels que pour tout j et pour tout k # j on ait gj; <0, gji >0
et la quantité 6q; = —q;; — El# gj1 soit strictement positive (matrice d diagonale
fortement dominante). Alors la forme bilinéaire associée a @ est négative.

Démonstration du lemme. Soit v = (vq,...,v,) € R™. On a

Q- v = Z 4KV VE = — 26%] Zqu — k) <0,

1<j,k<n i<k

Démonstration de la proposition. Considérons la matrice A = Diag(v/Aq, ..., vVA,)
ainsi que la matrice e@h 'A2;,A. Notons g, les coefficients de la matrice de Qh
Pour tous j,k=1,....,n on a

955 = — Z mamk2J2bg/2 aj/ay) — Z MMM Qbé/)Q(ak/aj)

1<k<j j<k<n

ag ..
ik = Tk 3 2b32/)2(ak/aj) sij<k

Gk = mjka 2bé/)2(aj/ak) sij>k.

D’aprés les lemmes [74 et [7] la forme 2}, est donc négative. (Plutot que d’utiliser
le Lemme on peut aussi remarquer que cette forme quadratique est la somme
des n(n —1)/2 formes quadratiques correspondant aux problemes séculaires a deux
planetes.) Montrons que de plus elle est définie. Soit v € R™ un vecteur tel que
Dy v = 0. Soit j € {1,...,n} tel que |v;] = maxy, |vg|. Quitte & éventuellement
changer v en —v on peut supposer que v; > 0. La j-iéme composante du vecteur
Qh - v vaut

0=qj;v;+ > qwvor < | @5+ > Gk | v,
k] k]
ol le facteur entre parentheses est, d’apres le Lemme [[4] strictement négatif. Donc
v = 0. Il en résulte que 9y, est définie. Comme ses termes diagonaux sont négatifs,
elle est négative, ainsi que 2,. m]
Les masses mg, ..., m, étant fixées, il n’est pas facile de démontrer que la partie
de o (cf. (34)) sur laquelle la matrice de 2}, n’a pas de valeurs propres doubles est

55



56 J. Féjoz

Im ax/a;

mj

2a; Re ax/a;

.
/e 2
= .

FIGURE 4. Demi grands axes réels et complexes (1 < j < k <n)

connexe. Ceci 'est beaucoup plus dans le complexe. Nous allons donc complexifier
Papplication & 3 a = (ay, ..., an) = Zr(m, a).

LEMME 76. Les coefficients de Laplace bgk) se prolongent analytiquement en des
fonctions méromorphes sur la sphéere de Riemann ayant pour points singuliers les
quatre poles 0,+1, co.

Démonstration. Ce lemme découle par exemple de I’équation différentielle satisfaite
par les coefficients de Laplace ([Poin03] § 252) :

avk)
da

b

2 2
a”(l—a”) Ia?

+ (= (4s + 1)a®)

— (48*a® + K*(1 — o?)) bF) = 0.

O
D’apres B0) et B7), la forme quadratique 2, s’étend donc en une fonction
holomorphe sur 'ouvert simplement connexe

%Cz{(al,...,an)e(ﬂ\{O})”; Vj<k l|ag/a;| <1 et Re(ar/a;) >0} ;

voir la Figure @

Remarquons que, contrairement aux autres singularités séculaires, le point fixe
(r,z) = (0,0) est aussi un point fixe de l'action de SOy par rotations rigides des
n-uplets d’ellipses képlériennes. En particulier, le générateur infinitésimal de cette
action n’est pas un vecteur propre associé a une valeur propre nulle du probleme
plan.

PROPOSITION 77. Pour tout n > 2, il existe un ouvert dense de mesure pleine
U C o sur lequel la matrice 2y, possede n valeurs propres distinctes satisfaisant
la propriété suivante : pour tout owvert V. C U simplement connexe, les valeurs
propres de 2y définissent n fonctions holomorphes o1,...,0, : V. — C telles que
lapplication fréquence

aceVm— (Vla"'ayn701a~~~,0n) (40)

du systeme planétaire dans le plan soit gauche sur V.
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Démonstration. Procédons par récurrence sur n. Pour n = 2, les formules (31
et (39) montrent que quand a; = O(1) et ag — 0 on a

3/2 Va2 0

2 mim 3 45 ! +o| ¥ ag/4
h=—Mamag —35- S
8 a? 0 ﬂ a§/4 \/ a2
Ao
Le Lemme [{0l ne peut pas étre appliqué directement au facteur entre crochets. En
revanche, le Lemme [71] appliqué &

\/a? +O(a2) 0

3/4
A1 + o) < 30/4 ay )
0 V2 L O(Vaz) a0
Ao
montre que si as est assez petit la matrice 2, possede deux valeurs propres
distinctes
3 a3
o1 = —mimaz ——(1+O0(Vaz))
saith (41)
a3
g9 = _mlngm(l + O(\/(IQ)).

En particulier, le discriminant du polynéme caractéristique de 2, n’est pas constant
comme fonction holomorphe sur /€. Donc la partie de «/C sur laquelle 2
possede au moins une valeur propre double est de codimension complexe strictement
positive. Notons /L son complémentaire dans &/® ; &L est connexe — c’est tout le
bénéfice de la complexification — et contient, d’aprés ([Il), une partie de la forme
{(a1,a2) € RF?, 0 < azf/a; < €}, avec 0 < € < 1. Les valeurs propres de 2,
définissent, donc deux fonctions holomorphes 01,03 : #€ — C sur le revétement
universel de .@ZC.
Considérons I'application fréquence

a:dL > ars (v1,v2,01,02) € R,

ot les deux moyens mouvements sont définis par la formule ([33]). Supposons qu’il

existe un ouvert V' de &€ sur lequel les fréquences satisfont une relation linéaire
]Clljl +k’21/2+k'30'1+k402 :0, k17...,k4 GR. (42)

Comme ;2_{;? est connexe, d’apres le principe du prolongement analytique, 'image
de | 7 entiere satisfait [{2). Or d’apres les formules (@) et d’apres la troisieme loi

de Keﬁler (formule ([B3)), en faisant tendre ag vers 0 on voit que la relation linéaire
est triviale. Donc, d’apres le Lemme [44] la fonction holomorphe
A da A Pa  Pa
AN —— AN A"
day "~ a3 Oa3

n’est identiquement nulle sur aucun ouvert de «/€. Donc il existe un ouvert dense
U de &7, de mesure pleine et sur lequel 'application définie localement presque
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partout qui envoie continfiment a € U sur une détermination de o € R* est gauche
au sens de la Définition 571
Pour tout n > 3, supposons la proposition vérifiée a 'ordre n — 1. Considérons

n planétes et faisons tendre a, vers 0 avec ai,..,a,—1 = O(1). D’apres les
formules ([B9), la matrice de 2}, vaut

Qh + 0 (aiﬂ) O (a,‘:’/Z)
2, = , bon € R.
GO
11 suit du Corollaire [[2] que 2}, possede une valeur propre o, # 0 qui tend vers 0
5/2

avec a,, > 0 et que les autres valeurs propres sont 0; =6;+0(ar/ "), j=1,...,n—1,
ou &1, ...,0, sont les valeurs propres de 9),. Par un raisonnement analogue a ci-
dessus, les valeurs propres o1, ..., g, sont distinctes sur un ouvert dense de mesure
pleine de <7 et la conclusion de la proposition au rang n en découle. O

7.3. Les uniques relations dans l’espace
LEMME 78. La forme 2, (formule (38)) est positive.

Démonstration. Comme Cy < 0, ceci se lit sur la seconde formule de (B@). a
La résonance suivante, qui découle de l'invariance par les rotations, n’est pas

une surprise. (Ce lemme n’a pas d’analogue dans le plan parce que le générateur

infinitésimal de ’action de SO5 sur l'espace séculaire s’annule & lorigine.)

LEMME 79. 2, posséde une valeur propre nulle, que nous noterons g,.

Démonstration. Le vecteur X = (v/Aq,...,v/A,) est dans le noyau de la forme
linéaire associée a 2, :
2,-X =Y —mympCi(aj,ax) ( 11/\/A7 Y AjAk) : (\//TJ> =0.
RN v i VN vl AW
O
Curieusement, il semble que le fait suivant n’ait pas été remarqué, dans toute sa
généralité, avant Herman [AAOI].

PROPRIETE 80 (HERMAN) La trace de la matrice 25, + 2, est nulle.
Démonstration. C’est une conséquence directe des formules ([B8]). ad

PROPOSITION 81. Pour tout n > 2, il existe un ouvert dense de mesure pleine
U C o sur lequel les wvaleurs propres de 2y de et 2, sont deur o deux
distinctes et satisfont la propriété suivante : pour tout ouvert V.C U simplement
conneze, les valeurs propres de 2y, et de 2, définissent 2n fonctions holomorphes
O1y ooy Oy S1y -y Sn = Vo — C qui, avec les moyens mouvements vy, ..., vy, satisfont
les deux uniques relations linéaires (4 combinaisons linéaires prés)

Z (0j+¢)=0 et ¢, =0. (43)

1<j<n
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Démonstration. La proposition est vraie pour n = 2 d’apres la Proposition [[7] et
les lemmes B0 et [[Al Supposons-la vérifiée & 'ordre n — 1 avec n > 3. Comme dans
I'induction de la démonstration de la Proposition [[7, on fait tendre le demi grand
axe a, vers 0 et I'on note QU la matrice de la forme 2, & l'ordre n — 1; alors
I’application du corollaire [[2] donne le résultat voulu. O

En restriction a la sous-variété de moment cinétique vertical, on perd la fréquence
G attachée & linvariance par rotation (voir le paragraphe suivant). Arnold affirme
dans [Arn63] que lapplication fréquence (o1, ...,00,61,.-;Sn—1), VUE cOmme une
fonction locale sur I’espace des phases & valeurs dans R?”~!, est une submersion.
La proposition précédent montre que ceci est faux.

7.4. Condition d’Arnold-Pyartli dans [’espace La Proposition BIl montre que
I'image de I'application fréquence du systéme planétaire est contenue dans un plan
vectoriel C R®" de codimension deux, ce qui interdit d’appliquer le Théoreme
directement. Notons

C=zoNyo+ Z l‘j/\ijRS

1<j<n

le moment cinétique, dont les composantes s’expriment en fonction des coordonnées
de Poincaré de la fagon suivante ([Poin05, Chap. IV, paragraphe 90]) :

Co+iCy= Zj\/2Aj = Irjl* = %|Zj|2 eC
1<j<n ) (44)
C.= > (Aj ~5 (I ” + |Zj|2)) € R.
1<j<n

Pour s’affranchir de la dégénérescence de l'application fréquence, dans le cas
de trois corps Arnold <« réduit le noeud » & la Jacobi en fixant le moment
cinétique et en considérant le quotient de l’espace des phases par les rotations
autour de I’axe du moment cinétique. Dans le cas général de n planetes, il propose
de fixer la direction du moment cinétique (ce qui supprime la valeur propre nulle)
et, ne se doutant pas de l'existence d’une résonance supplémentaire, suggere sans
le faire d’appliquer le théoreme de tores invariants abstrait dans des coordonnées
symplectiques analytiques (que l’on peut construire par récurrence).

Sans donner de détails, Herman semble ajouter une fonction du moment
cinétique & I’hamiltonien F', selon une astuce de Poincaré (cette fonction est une
combinaison linéaire de C7 +C7 et de CZ, dont les champs hamiltoniens engendrent
infinitésimalement un tore maximal invariant de I’action de SO(3)).

Nous allons voir comment montrer sans calculs que le systeme completement
réduit par la symétrie de rotation vérifie la condition d’Arnold-Pyartli.

Soit F' ’hamiltonien réduit par la symétrie de rotations, ¢’est-a-dire ’hamiltonien
induit par le quotient par les rotations d’axe vertical de la sous-variété de moment
cinétique vertical fixé. Notons aussi 2 la réduction de 2. Pour toute valeur des
masses et des demi grands axes, le vecteur fréquence & de 'hamiltonien intégrable
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2 est bien défini et 'on le considére, & masses fixées, comme une application
multivaluée définie sur <.

PROPOSITION 82. Pour tout n > 2, il existe un ouvert dense de mesure pleine
U C o sur lequel les fréquences de 2 (composantes de &) sont distinctes deuzx a
deux et satisfont la propriété suivante : pour tout ouvert non vide V.C U simplement
conneze, & définit une fonction holomorphe V.— R3"~2 dont I’image n’est contenue
dans aucun hyperplan vectoriel.

Nous utiliserons ce résultat sous la forme suivante.

COROLLAIRE 83. Les déterminations de I’application fréquence & presque partout
localement définies sur (R})™ sont gauches dans R®*"~2 en tout point d’un ouvert
dense de mesure pleine.

Démonstration de la proposition [84. Soit T' un tore invariant de 2 de dimension
3n —1 (ce sont les perturbations de ces tores qui nous intéresseront), inclus dans la
sous-variété symplectique de moment cinétique vertical, d’équation C; = C, = 0.
Il est transverse aux champs hamiltoniens C_>’T et Cy qui, d’apres la démonstration
du Lemme [[3 et la Proposition B0, engendrent le plan propre de la valeur propre
nulle de 2,.. Donc le vecteur fréquence o du flot de 2 sur T s’identifie, grace au
plongement de 7' dans l'espace des phases, aux 3n — 1 composantes non nulles du
vecteur fréquence du flot de 2 dans 'espace des phases.

De plus, comme T est lagrangien dans la sous-variété symplectique de moment
cinétique vertical, il est invariant par les rotations d’axe vertical. Donc le quotient
de T par ces rotations est un tore 7' de dimension 3n — 2. Le flot de 2 sur T étant
quasipériodique, il 'est pour 2 sur T. La vecteur fréquence du flot au quotient
est simplement la classe d’équivalence de o« € R3*~! modulo C,. Or, la partie

quadratique
1

L. =5 > (Il + 12

1<j<n

de C, est de trace non nulle —2n. Donc la droite engendrée par la valeur de C_>'z a
Porigine est transverse a I’hyperplan de la résonnance restante. Donc, I’hyperplan
de trace nulle se projectant bijectivement par passage au quotient, I'image de &, en
fonction des demi grands axes, n’est contenue dans aucun hyperplan vectoriel. O

Fin de la démonstration du Théoréme [63. L’hamiltonien quotient F possede
un ensemble de mesure de Lebesgue (6n — 4)-dimensionnelle strictement positive
de tores invariants lagrangiens dans l’espace des phases réduit. Ces tores
quasipériodiques diophantiens de dimension 3n — 2 se relevent dans la sous-variété
de moment cinétique vertical en des tores de dimension 3n — 1, quasipériodiques
(mais pas forcément diophantiens).

L’invariance par rotation des équations de Newton implique que ’on obtient un
ensemble de tores invariants de méme mesure quand on fixe le moment cinétique
dans n’importe quelle autre direction que la direction verticale. Le théoreme de
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Fubini montre alors que que la réunion de ces ensembles est de mesure de Lebesgue
6n-dimensionnelle strictement positive. |

8. Le Systéme solaire est-il stable ?

Les difficultés pour appliquer le théoréeme d’Arnold au Systéme solaire sont
patentes. D’abord, on ne connait pas explicitement de valeur du petit parametre
€g; Hénon a méme remarqué que, sans précautions particulieres, les premieres
démonstrations ne prouvent ’existence de tores invariants que pour des valeurs
dérisoires de €g, de ordre de 1073% [Hén66]! D’autre part, les tores invariants
trouvés remplissent dans l’espace des phases un ensemble transversalement
cantorien qui, s’il est de mesure strictement positive, est néanmoins maigre au sens
de la topologie. Etant donnée I’approximation faite en passant du Systeme solaire
au systeme planétaire (28]), la question de savoir si les moyens mouvements des
planetes du Systeme solaire sont diophantiens n’a pas de sens simple ; Molchanov
a d’ailleurs spéculé, a 'opposé, sur le caractere totalement périodique des moyens
mouvements des planetes [Mol68, [Bel77].

Ces arguments rendent illusoire en Astronomie la précision de la conclusion du
théoreme d’Arnold. Robutel a cependant montré numériquement que des parties
importantes du Systéme solaire, considérées comme des systémes isolés, ont une
dynamique quasipériodique; c’est le cas des planetes géantes, et en particulier
du systeme Soleil-Jupiter-Saturne [Las90, [Rob95]. Aussi, Celletti et Chierchia
ont récemment, démontré une version quantitative du théoreme KAM, qu’ils ont
appliquée avec I'aide d’un ordinateur au systeme isolé constitué par le Soleil, Jupiter
et Pastéroide Victoria [CCIT7, [CCO3]. Remarquons par ailleurs que cela reste un
probléme ouvert d’établir si, quel que soit € > 0 (et pas seulement pour e petit), les
mouvements bornés forment un sous-ensemble de mesure strictement positive pour
le systeme planétaire.

Le théoréeme de Nekhoroshev [Nek79] affirme qu’au voisinage de solutions
quasipériodiques les mouvements sont stables sur des temps exponentiellement
longs en fonction du parametre perturbatif e. En appliquant un théoreme de ce
type, Niederman [Nie96] a montré la stabilité, pendant un intervalle de temps
correspondant a la durée de vie du Systeme solaire, d’un systeme Soleil-Jupiter-
Saturne hypothétique dans lequel la masse de Jupiter et celle de Saturne sont
divisées par un facteur 102!. Des travaux récents de Neishtadt sur la stabilité,
pendant un intervalle de temps exponentiellement long et sous 'effet de tres petites
perturbations non hamiltoniennes, sont prometteurs [Nei03].

A l'inverse, les travaux de Poincaré sur le probléme des trois corps [Poin92],
plus récemment ceux de Sitnikov et d’Alekseev sur le probléeme restreint [Mos73]
ou ceux de Moeckel [Moe88| montrent la complexité que recele la dynamique du
systeme planétaire ou, a fortiori, celle du Systeme solaire. Mais ils augurent bien
plus encore : les intégrations numériques de Laskar indiquent que la dynamique
séculaire des planetes telluriques, sur quelques centaines de millions d’années, est
tres irréguliere, et que, sur quatre milliards d’années, il n’est pas exclu que Mercure
rentre en collision avec Vénus ou s’échappe du systéme solaire [Las90, [Mar98]! On
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peut donc espérer démontrer ’existence de diffusion dans le systeme planétaire, ce
qui exigera de surmonter, en plus des difficultés redoutables de mise en évidence
de la diffusion dans les cas les plus favorables [Mat93], les obstacles liés & la non-
compacité des surfaces d’énergie. La encore, se posera la question de comprendre
les mécanismes géométriques de dérive et d’estimer leur temps caractéristique.

Notations tensorielles Un espace euclidien est systématiquement identifié a son
dual. Une application linéaire de RP vers R? est vue comme un tenseur

a € RIQRP, z€RP—a- xR

ou le point dans a - x désigne donc une contraction.
Le tenseur a peut aussi étre vu comme une forme linéaire

RI@RP - R, yr—y-a-z=a-(yx),

ou le signe de produit tensoriel est omis et ou les points dénotent des contractions
simples ou doubles selon le contexte. Le tenseur transposé est le tenseur ‘a € RPQRY
tel que a - (zy) = a - (yz) pour tous z,y.

Enfin, soient U un ouvert de R? et f : U — RY une fonction différentiable.
Notons D f sa différentielle et identifions-la a une application

U—-RI@RP, z— (Df(z):dz € R? — Df(z)-dx € R?).

Notamment, si y € R?, nous notons ‘D f(x) - y la différentielle en x de 'application
xeUw f(z) -y €R.
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