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AVERTISSEMENT AU LECTEUR ÉTUDIANT
Dans un 
ours de mathématiques supérieures, une di�
ulté peut venir de la pla
e a
-
ordée aux démonstrations. Celles-
i sont l'extraordinaire expérien
e de pensée inventéedans l'Antiquité gre
que, notamment par Eu
lide (fondateur des mathématiques mo-dernes, trois siè
les avant notre ère) dans ses Éléments pour établir la validité d'uneformule ou d'une propriété, par dédu
tion à partir d'autres propriétés déjà 
onnues.Les démonstrations élargissent 
onsidérablement l'horizon mathématique (penser au nom-bre dérisoire de formules immédiatement évidentes, par rapport à toutes 
elles que l'onpeut démontrer par le 
al
ul), et sont devenues l'essen
e des mathématiques. En
ore plusque les 
on
epts liés au Cal
ul ve
toriel et matri
iel, 
'est plus généralement le raisonne-ment mathématique lui-même qui est au 
oeur de 
e 
ours.Par ailleurs, à supposer qu'il faille le rappeler, l'appropriation d'un nouveau 
ours exigeun travail personnel assidu. Cela passe par la le
ture du 
ours et sa rele
ture, ainsi quepar la résolution des exer
i
es proposés.Ses e�orts sont-ils su�sants ? Il faut pouvoir redonner sans aide les dé�nitions et énon
ésdu 
ours (lemmes, propositions, propriétés, théorèmes, et
., 
ompléments en petits 
ara
-tères mis à part), rédiger leur démonstration, et trouver des exemples et 
ontre-exemples.Il faut pouvoir résoudre non seulement des problèmes semblables à 
eux proposés, maisaussi d'autres problèmes, qui se résolvent ave
 le même appareil 
on
eptuel, mais dontl'habillage peut être très di�érent.Le jeu est à la fois plus di�
ile et plus intéressant que s'il s'agissait de régurgiter desdonnées apprises par 
oeur et de résoudre des exer
i
es 
iblés. Si l'on n'y prend pas goûtet si l'on ne perçoit que d'abstraites élu
ubrations, mieux vaut 
hanger de 
ours ! J'espèreau 
ontraire que 
e 
ours sus
itera de l'intérêt, voire même parfois du plaisir ?... Bon travail !
Mer
i à toute l'équipe enseignante, dont R. Anton, B. Collas, C. David, A. Deloro, A.Du
ros, L. Sabbagh, S. Morier-Genoud, J.-M. Trépreau, M. Wol� et L. Zapponi ; ainsiqu'aux étudiants dont A. Mi
hail et T. L. Mamou, pour leurs nombreuses observations.
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CHAPITRE 1LE PLAN COMPLEXE
Mots-
lef du 
hapitre. � Nombre 
omplexe, forme 
artésienne, opération, 
onjugaison,inverse, démonstration par ré
urren
e, argument, exponentielle 
omplexe, formules d'ad-dition, forme polaire, formules d'Euler, polyn�me, ra
ine, multipli
ité, ra
ine n-ième,théorème fondamental de l'algèbre, dis
riminant, translation, rotation, homothétie, simi-litudeAlors que les Babyloniens avaient 
ompris quinze siè
les avant notre ère 
ommentrésoudre des équations du se
ond degré telles que x2 − 4x + 3 = 0, longtemps il n'yeu pas d'avan
ée signi�
ative sur les équations du troisième degré. Le déblo
age vint dela dé
ouverte, au xvie siè
le italien, d'une mystérieuse quantité √

−1 ave
 laquelle onpouvait 
al
uler 
omme ave
 les nombres réels sans pour autant qu'elle en soit un (voir� 1.4).C'est l'un des obje
tifs de 
e 
hapitre que de dé�nir le nombre √
−1, noté i depuis L.Euler (mathémati
ien suisse, 1707�1783), ainsi, plus généralement, que les nombres
omplexes (ou imaginaires), de la forme a + ib. De même qu'on ne peut pas poser −2
arottes sur une table, on ne peut pas 
onstruire de segment de longueur 1 + i. Mais
ontrairement à 
e que la terminologie semble indiquer, les nombres 
omplexes ne sontpas plus 
omplexes, ni plus imaginaires, ni moins réels (au sens 
ommun), que les nombresréels ou entiers.1.1. Nombres 
omplexesDé�nitions. � Un nombre 
omplexe est un 
ouple z = (x, y) de nombres réels ou, 
equi est équivalent, un point du plan 
artésien Oxy (d'après le nom de R. Des
artes,mathémati
ien, physi
ien et philosophe français, 1596�1650). On appelle plan 
omplexeet on note C l'ensemble de 
es nombres. Deux 
omplexes z = (x, y) et z′ = (x′, y′) sontégaux et l'on note z = z′ si et seulement si x = x′ et y = y′.Dé�nissons les opérations d'addition et de multipli
ation par un réel :

(x, y) + (x′, y′) := (x + x′, y + y′), (x, y)a := a(x, y) := (xa, ya).Le quadrilatère de sommets O = (0, 0), (x, y), (x + x′, y + y′) et (x′, y′) est un paral-lélogramme.Nous noterons
1 := (1, 0) et i := (0, 1)



2 CHAPITRE 1. LE PLAN COMPLEXE(la notation � := � indique qu'on dé�nit le membre de gau
he, et qu'il ne faut don
 pas
her
her à déduire 
es égalités en fon
tion de 
e qui pré
ède), et omettrons en réalité denoter 1 expli
itement :
(x, y) = 1x + iy = x + iy ;l'é
riture de x+iy est la forme 
artésienne de 
e nombre. Voilà don
 i dé�ni ! Les nombresréels x et y sont respe
tivement les parties réelle et imaginaire de z et nous les noterons

x =: ℜ(z) et y =: ℑ(z). Ce sont les 
oordonnées du point du plan identi�é à z.Le 
omplexe 
onjugué de z est z̄ := x − iy ; 
'est le point symétrique de z par rapport àl'axe des abs
isses.On peut de plus dé�nir une opération de multipli
ation entre 
omplexes, telle que
i2 = −1,puisqu'en utilisant 
ette égalité ainsi que les mêmes règles de 
al
ul que dans R, ontrouve :

zz′ = (x + iy)(x′ + iy′)

= x(x′ + iy′) + iy(x′ + iy′) (distributivité)
= xx′ + xiy′ + iyx′ + iyiy′ (distributivité)
= xx′ + ixy′ + iyx′ − yy′ (
ommutativité de la multipli
ation et i2 = −1)
= xx′ − yy′ + ixy′ + iyx′ (
ommutativité de l'addition)
= xx′ − yy′ + i(xy′ + x′y) (distributivité)(il n'est pas essentiel de mémoriser 
e résultat, mais il faut savoir refaire le 
al
ul rapi-dement). On 
onstate alors que le produit

zz̄ = z̄z = x2 + y2est un nombre réel positif, en l'o

uren
e le 
arré de la distan
e du point z à l'origine duplan, et on appelle module de z le réel ≥ 0

|z| =
√

zz̄.Proposition. � Tout 
omplexe z 6= 0 admet un inverse, 
'est-à-dire un 
omplexe z−1 telque z−1z = 1, et 
et inverse est unique.Démonstration � D'après le 
al
ul pré
édent, le nombre
z−1 =

z̄

|z|2est un inverse de z.De plus, si w est un inverse quel
onque de z : wz = 1, il s'avère en multipliant les deuxmembres par z−1 que w = z−1, 
e qui démontre l'uni
ité de l'inverse.Exer
i
e. � Quelle sont les parties réelle et imaginaire, le module, le 
onjugué et l'inversede z = (1 + i) + i(1 − i), de z′ = (1 + i)(2 − i) et de z′′ = 1+i
1−i ?Solution. � On a z = 1 + i + i(1 − i) = 2 + 2i, don
 ℜz = ℑ(z) = 2. Attention à nepas 
ommettre l'erreur de penser que ℜz = 1 + i et ℑz = 1− i ; ℜz et ℑz, par dé�nition,sont réels. Il vient alors |z| =

√
22 + 22 = 2

√
2, z̄ = 2 − 2i et z−1 = 1

4(1 − i).



1.2. TRIGONOMÉTRIE 3De plus,
z′ = (1 + i)(2 − i)

= 1(2 − i) + i(2 − i)

= (2 − i) + (2i − i2), i2 = −1

= 3 + i,don
 ℜz′ = 3, ℑz′ = 1, |z′| =
√

10, z̄′ = 3 − i et z−1 = 1
10(3 − i).En�n,

z′′ =
(1 + i)2

2
= idon
 ℜz′′ = 0, ℑz′′ = 1, z̄′′ = −i et z′′−1 = −i.Exer
i
e. � Montrer que la distan
e entre deux points a, z ∈ C vaut |z − a|. Quelle estl'équation dans C du 
er
le de 
entre a ∈ C et de rayon r ≥ 0 ?Solution. � Soient z = x + iy et a = u + iv les formes 
artésiennes de z et a. On a

|z − a|2 = (x − u)2 + (y − v)2,
e qui, d'après le théorème de Pythagore est bien le 
arré de la distan
e entre a et z.L'équation du 
er
le est don
 |z − a| = r.
1.2. TrigonométrieNous allons é
rire les nombres 
omplexes sous une forme 
orrespondant aux 
oordonnéespolaires dans le plan.Notons

U := {z ∈ C, |z| = 1}le 
er
le trigonométrique (en gre
, trigonon = triangle, metria = s
ien
e de la mesure).Dé�nitions. � L'argument d'un 
omplexe z non nul, est l'angle orienté Ôx,Oz ; on lenote arg(z). Rappelons qu'il s'agit de la longueur orientée d'un ar
 quel
onque de Ujoignant 1 à z/|z|.Rappelons que le 
er
le U a pour longueur 2π (
'est une dé�nition de π ≃ 3, 14 
ommedéjà le savant gre
 Ar
himède de Syra
use le savait trois siè
les avant notre ère).Don
 arg(z) n'est bien dé�ni qu'à un multiple entier de 2π près � on dit modulo 2π. (Ontrouvera la nomen
lature des lettres gre
ques, très utilisées en Mathématiques, à l'adressehttp://fr.wikipedia.org/wiki/Alphabet_gre
.) Par exemple, les arguments suivantssont tous égaux modulo 2π par
e qu'ils 
orrespondent au même point, -1, sur U :
... = −3π = −π = π = 3π = ... (mod 2π),

http://fr.wikipedia.org/wiki/Alphabet_grec


4 CHAPITRE 1. LE PLAN COMPLEXE

U
x

y

i

α − 2π

Sens positif
sin α

α = arg(z)

1cos α

z/|z| ∈ Uz ∈ C

Rappel : formules d'addition de cos et sin. � Si α ∈ R, le 
osinus et le sinus de α sontles 
oordonnées du point de U d'argument α (voir la �gure 
i-dessus) ; elle sont notées
cos α et sin α et, en parti
ulier, elles sont 2π-périodiques :

cos(α + 2π) = cos α, sin(α + 2π) = sinα.De plus, les formules d'addition suivantes :
{

cos(α + β) = cos α cos β − sinα sin β

sin(α + β) = sin α cos β + cos α sin βse lisent sur le dessin suivant et son analogue pour le sinus :
i

α

β

α

cos α cos β

cos(α + β)

sin α sin β

1On pourra 
omparer 
ette démonstration ave
 la devise mise en exergue par J. L. La-grange (mathémati
ien et astronome européen, 1736�1813) dans sa Mé
anique analy-tique : � On ne trouvera pas de �gures dans 
et ouvrage. Les méthodes que j'y expose nedemandent ni 
onstru
tions, ni raisonnements géométrique ou mé
anique, mais seulementdes opérations algébriques assujetties à une mar
he régulière et uniforme. �Exer
i
e. � Retrouver les sinus et 
osinus de π/n, ave
 n = 1, 2, 3, 4, 6.



1.2. TRIGONOMÉTRIE 5Solution. � Par symétrie le point de U d'argument π (= la moitié de la longueur de
U) est −1, don
 cos π = −1 et sin π = 0. De même, le point de U d'argument π/2 (= lequart de la longueur de U) est i, don
 cos π

2 = 0 et sin π
2 = 1.Quant au point de U d'argument π/4, par symétrie il est sur la première diagonale, don


x := cos π
4 = sin π

4 et, d'après le théorème de Pythagore, 2x2 = 1 don
 x = 1√
2
.Le triangle dont les sommets sont 0, 1 et le point de U dont l'argument est π/3 estiso
èle. Comme la somme des angles d'un triangle vaut π, il est même équilatéral. Don


cos π
3 = 1

2 et, d'après le théorème de Pythagore, sin π
3 =

√
3/2. Pour π/6, par symétrie(par rapport à la première diagonale) le sinus et le 
osinus sont inversés : sin π

3 = 1
2 et

cos π
3 =

√
3/2.Dé�nition. � Rappelons que e est l'unique nombre réel dont le logarithme vaut 1 :

ln e = 1, e ≃ 2.71828. On suppose 
onnue l'exponentielle d'un nombre réel.Dé�nissons l'exponentielle d'un nombre 
omplexe z = x + iy (ave
 x, y ∈ R) par
ez := ex (cos y + i sin y) ;si z = x, 
ette dé�nition 
oïn
ide bien ave
 l'exponentielle réelle (et il n'y a don
 pas
on�it de dé�nitions).En parti
ulier,

eiy = cos y + i sin yet
e0 = 1, ei2π = 1, eiπ + 1 = 0, eiπ/2 = i.Propriété fondamentale. � ez ez′ = ez+z′Démonstration �

ez ez′ = ex ex′

(cos y + i sin y) (cos y′ + i sin y′)(dé�nition de l'exponentielle 
omplexe)
= ex ex′ [

(cos y cos y′ − sin y sin y′) + i(sin y cos y′ + cos y sin y′)
](distributivité)

= ex+x′ [
cos(y + y′) + i sin(y + y′)

](formules d'addition de l'exponentielle réelle, cos et sin)
= e(x+x′)+i(y+y′) = ez+z′ .Corollaire immédiat. � Pour tout z ∈ C, l'inverse de ez est e−z.De plus, 
omme ave
 les réels on peut dé�nir la puissan
e entière d'un 
omplexe quel-
onque de la façon suivante : on pose w0 = 1 (
onventionnellement ; ave
 l'ex
eption que
ertains mathémati
iens préfèrent ne pas dé�nir 00), w1 = w, et supposant wn 
onnupour un 
ertain entier n ≥ 1, on dé�nit wn+1 = w wn. Ce
i permet de 
al
uler wn pourun entier naturel n arbitraire, en n étapes. On pose de plus w−n = (w−1)n, où w−1 estl'inverse pré
édemment introduit de w. La propriété fondamentale implique que, pourtout n ∈ Z,

(ez)n = enz.



6 CHAPITRE 1. LE PLAN COMPLEXEDémonstration de 
ette formule par ré
urren
e � Elle est vraie pour n = 0 et pour n =

1. Supposons l'avoir démontrée à un rang n ≥ 1 et déduisons-en la formule au rangsuivant. Ave
 la propriété fondamentale on voit alors que
(ez)n+1 = (ez)n ez = enzez = e(n+1)z ,
e qui est la formule au rang suivant. Don
 la formule est vraie pour tout n ≥ 0.Remarque : Ce
i est un ar
hétype de démonstration par ré
urren
e. La dernière a�rma-tion de la démonstration vient du fait que si au 
ontraire la propriété n'était pas vraiepour tout entier n ≥ 2, en 
onsidérant le plus petit entier n pour laquelle elle est violée,l'indu
tion 
i-dessus appliquée au rang n − 1 aboutirait à une absurdité.Il reste à démontrer la formule pour n < 0. Mais 
e
i est immédiat, puisqu'alors en posant

m = −n ≥ 0 on obtient
(ez)n = (e−z)m = e−mz = enz.Exer
i
e. � Que penser de 
ette suite d'égalités :

−1 = (−1)
2

2 = ((−1)2)
1

2 = 1
1

2 = 1 ?Solution. � La deuxième égalité ne rentre pas dans le 
adre de 
e qui pré
ède par
eque l'exposant 1/2 n'est pas entier. On verra dans le paragraphe � 1.3 quel sens donnerà la � fon
tion ra
ine n-ième � d'un nombre 
omplexe ; dans 
e sens la dernière égalité
i-dessus est fausse par
e qu'elle 
hoisit pré
isément, parmi les deux ra
ines 
arrées de 1(1 et −1), 
elle qu'il ne faut pas.Exer
i
e. � Que penser de 
ette suite d'égalités :
eiα =

(
eiα
) 2π

2π =
(
ei2π

) α
2π = 1

α
2π = 1 ?Solution. � La deuxième égalité est fausse (et 
'est la seule !). La propriété (xa)b = xab,vraie pour des réels > 0, se démontre ave
 la fon
tion logarithme. Mais la fon
tionlogarithme ne jouit pas dans le 
omplexe de propriétés aussi simples que dans le réel(
'est une fon
tion multivaluée, 
omme arg) et la propriété 
orrespondante est fausse,
omme les égalités pré
édentes le montrent par l'absurde. C'est le 
on
ept de surfa
ede Riemann, du nom de B. Riemann (mathémati
ien allemand, 1826�1866) en analyse
omplexe, qui permet d'élu
ider totalement 
es questions.Lemme. � Soient ρ et θ deux réels tels que ρ > 0, et z = ρeiθ. Alors

|z| = ρ et arg z = θ (mod 2π).Démonstration � On a
|z|2 = zz̄ = ρ2ei(θ−θ) = ρ2don
, 
omme |z| et ρ sont tous deux ≥ 0, |z| = ρ. Ensuite, par dé�nition l'argument de

z est l'argument de z/|z| = eiθ, soit θ (mod 2π).N.B. : Si on avait ρ < 0, alors on aurait
z = (−ρ)ei(π+θ)don
, d'après le lemme, |z| = −ρ et arg(z) = π + θ (mod 2π).



1.2. TRIGONOMÉTRIE 7Un 
orollaire important du lemme est que pour tout 
omplexe z 6= 0 on a
z = |z| ei arg(z) ;
'est la forme polaire de z.Corollaire. � Le produit de deux 
omplexes non nuls z et z′ a pour module |z| |z′| etpour argument arg z + arg z′.Démonstration � Ave
 des notations polaires évidentes,

zz′ = |z|eiθ |z′|eiθ′ = |z| |z′| ei(θ+θ′).Exer
i
e. � Étant donné deux 
omplexes z et z′, 
onstruire leur produit zz′ à la règleet au 
ompas (
'est-à-dire ave
 des instruments permettant de tra
er des droites et des
er
les de 
entre et de rayon donnés).Solution. � On peut supposer z et z′ non nuls, sans quoi la 
onstru
tion est triviale.Notons z = ρeiα et z′ = ρ′eiα′ , ave
 ρ, ρ′ > 0. D'après le 
orollaire � 1.2, zz′ est le
omplexe de module ρρ′ et d'argument α + α′.� La 
onstru
tion de l'angle α + α′ est simple et est laissée à la saga
ité du le
teur.� La 
onstru
tion de la longueur ρρ′ est résumée par la �gure suivante :
1

x

y

ρ ρρ′

ρ′

y = 1 − x
ρ

y = ρ′ − x
ρ

Sans 
al
ul, on peut aussi invoquer le théorème de Thalès [Gra97, p. 76℄, attribué àThalès de Milet, mathémati
ien gre
 vers -600 .Exer
i
e. � Démontrer la formule de Moivre (A. de Moivre, mathémati
ien français,1667�1754), où θ ∈ R :
(cos θ + i sin θ)n = cos nθ + i sin nθ.Solution. � Si l'on pose z = eiθ,

(cos θ + i sin θ)n = zn = einθ = cos nθ + i sin nθ.



8 CHAPITRE 1. LE PLAN COMPLEXEFormules d'Euler. � cos θ =
eiθ + e−iθ

2
et sin θ =

eiθ − e−iθ

2i
.Démonstration � On a {

eiθ = cos θ + i sin θ

e−iθ = cos θ − i sin θ.Ces deux équations peuvent être vues 
omme un système de deux équations linéaires àdeux in
onnues, cos θ et sin θ. En faisant la somme des deux équations on élimine sin θet on obtient l'expression voulue de cos θ ; en faisant la di�éren
e des deux équations onélimine cos θ et on obtient l'expression voulue de sin θ.Ces formules permettent de retrouver fa
ilement de nombreuses identités trigonomét-riques.Exer
i
e. � Trouver les 
oe�
ients a, b, c ∈ R tels que
cos3 θ = a cos 3θ + b cos θ + cpour tout θ ∈ R ; le membre de droite, 
ombinaison linéaire de 1, cos θ et cos 3θ (i.e. 
esquantités interviennent à la puissan
e un), s'appelle la linéarisation de cos3 θ.Solution. � Posons z = eiθ. Alors

cos3 θ =

(
z + z−1

2

)3

=
1

8

(
z3 + 3z + 3z−1 + z−3

)

=
1

4
cos 3θ +

3

4
cos θ (à justi�er).Pour élever eiθ ± e−iθ à une puissan
e élevée, on aura intérêt, plut�t qu'à développer lapuissan
e pas à pas, à utiliser la très utile formule du bin�me de Newton (� 1.4).Exer
i
e. � Cal
uler la dérivée de la fon
tion f : R → C, t 7→ eiωt, où ω est unparamètre réel. En déduire une solution de l'équation di�érentielle y′′ + ω2y = 0.Solution. � On a

f ′(t) = (cos ωt + i sin ωt)′ = ω (− sinωt + i cos ωt) = iωf(t).En dérivant une fois de plus, on voit que f est solution de l'équation di�érentielle donnée.1.3. Fa
torisation des polyn�mesDé�nitions. � Un polyn�me est une expression de la forme
P (z) = anzn + an−1z

n−1 + ... + a1z + a0,où les 
oe�
ients aj sont des nombres 
omplexes. Si an 6= 0, l'entier n s'appelle le degréde P . Une ra
ine de P est un 
omplexe a tel que P (a) = 0.



1.3. FACTORISATION DES POLYNÔMES 9Exer
i
e. � Montrer qu'il existe un polyn�me T3 de degré trois tel que cos(3θ) =

T3(cos θ). (Plus généralement, on appelle n-ième polyn�me de T
hebyt
hev le polyn�me
Tn tel que cos nθ = Tn(cos θ).)Solution. � On a 
al
ulé dans un exer
i
e pré
édent que

cos3 θ =
1

4
cos 3θ +

3

4
cos θ.Don


cos 3θ = 4cos3 θ − 3 cos θ,et le polyn�me
P (z) = 4z3 − 3
onvient (on peut d'ailleurs montrer que 
'est le seul).. � S'il existe un polyn�me Q(z) et un 
omplexe a tels que P (z) = (z − a)Q(z), alors

a est évidemment ra
ine de P . La ré
iproque est vraie :Lemme admis. � Si a est une ra
ine du polyn�me P (z), il existe un polyn�me Q(z) telque P (z) = (z − a)Q(z).Ce lemme sera démontré dans un 
ours d'algèbre ultérieur ave
 l'algorithme de divisioneu
lidienne des polyn�mes.La multipli
ité de la ra
ine a est le plus grand entier m tel qu'il existe un polyn�me R(z)tel que P (z) = (z − a)mR(z).Exer
i
e. � Notons j = ei2π/3. Montrer que 1+ j + j2 = 0 ; pour 
ela on pourra 
al
uler
(1 − j)(1 + j + j2).Solution. � On a (1−j)(1+j+j2) = 1−j3 = 0. Comme j 6= 1, for
ément 1+j+j2 = 0.Dé�nition. � S'il est di�
ile de déterminer les ra
ines d'un polyn�me en général, 
er-tains polyn�mes parti
ulièrement simples sont bien 
ompris et jouent un r�le important.C'est le 
as des polyn�mes de la forme zn − 1.Une ra
ine n-ième de l'unité est un 
omplexe z tel que zn = 1.Inje
tons la forme polaire de z : z = r eiθ dans l'équation :

rn einθ = 1.En égalant module et argument, on voit que rn = 1 (équation analogue à l'équation dedépart, mais maintenant dans R+ !) et que nθ = 0 (mod 2π). L'équation portant sur radmet une unique solution réelle positive, r = 1. Celle portant sur θ équivaut à 
e qu'ilexiste k ∈ Z tel que
nθ = k2π,soit
θ = k

2π

n
.On obtient ainsi une in�nité de solutions (1, k2π/n), k ∈ Z. Mais beau
oup de 
essolutions 
orrespondent en réalité au même 
omplexe z, puisque reiθ est 2π-périodiquepar rapport à θ. Pré
isément, deux solutions sont égales modulo 2π : k2π/n = l2π/n +

m2π (pour un 
ertain m ∈ Z) si et seulement si k− l = mn (pour un 
ertain m), i.e. k− lest multiple de n. Don
 on obtient toutes les solutions une fois et une seule en laissant
k prendre les valeurs 0, ..., n − 1 (au-delà, k est for
ément égal à une valeur déjà prisemodulo n).



10 CHAPITRE 1. LE PLAN COMPLEXECon
lusion. � Les ra
ines n-ièmes de l'unité sont les n nombres de la forme
eik 2π

n , k = 0, ..., n − 1.Géométriquement, 
e sont les point du 
er
le trigonométrique obtenus à partir de 1 parrotations su

essives de 2π/n, 
'est-à-dire les sommets du polygone régulier à n 
�tés,
omme le représente la �gure suivante dans le 
as parti
ulier n = 7.
1

ei2π/7

ei12π/7 = e−i2π/7En parti
ulier, pour tout entier n ≥ 0 le polyn�me zn − 1 admet n ra
ines 
omplexes,alors qu'il admet au plus deux ra
ines réelles (parmi 1 et −1, puisque les ra
ines sont demodule unité).Un théorème remarquable a�rme qu'il en est de même de tous les polyn�mes de mêmedegré.Théorème fondamental de l'algèbre (admis). � Tout polyn�me P (z) = anzn+an−1z
n−1+

...+a1z+a0 de degré n > 0 admet n ra
ines 
omplexes (
omptées ave
 leur multipli
ité).Autrement dit, P s'é
rit
P (z) = an(z − α1)

m1 · · · (z − αp)
mp ,où les αj sont les ra
ines de P , où mj est la multipli
ité de αj , et où m1 + · · ·+ mp = n.Il existe de nombreuses démonstrations de 
e théorème (
f. http://fr.wikipedia.org/wiki/Theoreme_de_d'Alembert-Gauss),mais il est frappant que toutes utilisent au moins un outil analytique et don
 qu'au
unen'est purement algébrique.Exer
i
e. � Trouver les ra
ines n-ièmes de −2.Solution. � On 
her
he les ra
ines n-ièmes de −2 sous leur forme polaire reiθ : rneinθ =

2eiπ, i.e. r = 21/n et θ = π/n + k2π/n, ave
 k ∈ Z. En prenant k ∈ {0, ..., n − 1} onobtient déjà toutes les solutions :
z = 21/neiπ(1+2k)/n, 0 ≤ k ≤ n − 1.Les tels z s'obtiennent à partir des ra
ines n-ièmes de l'unité par rotation de π puis parhomothétie d'un fa
teur 21/n.Exer
i
e. � Montrer que le polyn�me de degré 2

P (z) = az2 + bz + ca pour ra
ines
z± =

1

2a
(−b ± δ) ,où δ est l'une quel
onque des deux ra
ines opposées du dis
riminant ∆ := b2 − 4ac.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Theoreme_de_d'Alembert-Gauss


1.3. FACTORISATION DES POLYNÔMES 11Solution. � La méthode pour trouver les ra
ines 
omplexes est la même que pour lesra
ines réelles. On 
ommen
e par mettre le polyn�me sous forme 
anonique :
P (z) = a

[
z2 +

b

a
z +

c

a

]

= a

[(
z +

b

2a

)2

− ∆

4a2

]
, ∆ = (±δ)2.À 
e stade, la dis
ussion est simpli�ée par rapport au 
as où l'on 
her
he les solutionsréelles d'une équation à 
oe�
ients réels, puisque ∆ possède toujours deux ra
ines 
arrées
omplexes (±δ). L'identité remarquable a2−b2 = (a−b)(a+b) permet alors de fa
toriser

P (z) :
P (z) = a(z − z−)(z − z+),
e qui montre que l'ensemble des ra
ines de P est {z−, z+}.Exer
i
e. � Cal
uler

S(θ) :=
∑

0≤k≤n

cos kθ := 1 + cos θ + cos 2θ + ... + cos nθ.Comment faut-il 
hoisir θ pour que S(θ) soit nul ? Expliquer géométriquement pourquoi.Solution. � En remarquant que
∑

cos kθ = ℜ
∑

eikθ = ℜ
∑

(eiθ)k,on est ramené à utiliser l'identité
∑

0≤k≤n

rn =
1 − rn+1

1 − rvéri�ée pour tout 
omplexe r 6= 1 (il su�t de multiplier à gau
he et à droite par 1 − rpour le voir).On peut en e�et é
arter le 
as ex
eptionnel où eiθ = 1, i.e. θ = 0 (mod 2π), qui estexpli
ite : S(0) = n. (i.e. est l'abbréviation de la lo
ution latine id est, qui signi�e 
'est-à-dire tout en étant plus rapide à é
rire. On l'utilise entre deux propriétés pour signi�erqu'elles sont équivalentes l'une à l'autre.)Si don
 eiθ 6= 1,
S(θ) =

1 − ei(n+1)θ

1 − eiθ
.Cette somme est nulle si et seulement si ei(n+1)θ = 1, i.e. (n + 1)θ = 2π (mod 2π).Exer
i
e. � Soit P un polyn�me réel. Montrer que si λ est une ra
ine de P , il en est demême de λ̄. En déduire que si P est de degré trois, il possède né
essairement une ra
ineréelle.Solution. � Si

P (λ) = anλn + · · · + a0 = 0,alors
P (λ̄) = anλn + · · · + a0 = anλ̄n + · · · + a1λ̄ + a0 = 0.Si P est de degré 3, il possède trois ra
ines :

P (z) = an(z − λ1)(z − λ2)(z − λ3), λp ∈ C.



12 CHAPITRE 1. LE PLAN COMPLEXESupposons pas l'absurde que P ne possède pas de ra
ine réelle : pour j = 1, 2, 3, λj =

αj + iβj , ave
 βj 6= 0. D'après 
e qui pré
ède, il existe j tel que λ̄1 = λj . Comme β1 6= 0,
j 6= 1. Don
 j = 2 ou 3. Quitte à renuméroter les ra
ines, supposons que j = 2. Maisalors le terme 
onstant (par exemple) du polyn�me réel

P (z)

a3
= (z − λ1)(z − λ2)(z − λ3)vaut λ1λ̄1λ3 = |λ1|2λ3 et n'est don
 pas réel, alors que P est supposé réel, 
e qui estabsurde.1.4. SimilitudesDé�nition de transformations élémentaires. � La translation de ve
teur v ∈ C est l'ap-pli
ation

τv : C → C, z 7→ z + v.(I
i, ve
teur est utilisé 
omme synonyme de nombre 
omplexe, 
e qui est justi�é par lagénéralisation à venir aux translations dans R3.)La rotation de 
entre l'origine et d'angle α ∈ R est l'appli
ation
ρ0,α : C → C, z 7→ z eiα ;autrement dit, ρa,α(z) est le 
omplexe z′ tel que |z′| = |z| et, si z 6= 0, arg z′/z = α

(mod 2π).L'homothétie de 
entre l'origine et de rapport κ ∈ R \ {0} est l'appli
ation
η0,κ : C → C, z 7→ κz ;autrement dit, η0,κ(z) est le 
omplexe z′ tel que arg z = arg z′ (mod π) et l'abs
isse de

z′ le long de l'axe Oz muni de l'unité z vaut κ.Exer
i
e. � Identi�er τv ◦ τv′ , ρ0,α ◦ ρ0,α′ et η0,κ ◦ η0,κ′ .Solution. � On a τv ◦ τv′(z) = z + v + v′ don
 τv ◦ τv′ = τv+v′ , et de même ρ0,α ◦ ρ0,α′ =

ρ0,α+α′ et η0,κ ◦ η0,κ′ = η0,κκ′.Dé�nitions 
omplémentaires. � Pour dé�nir la rotation de 
entre a ∈ C et d'angle
α ∈ R, notons z′ l'image du nombre 
omplexe z par une telle rotation. Pour se ramener àl'origine il su�t de poser Z = z − a et Z ′ = z′ − a. On dit que la transformation Z 7→ Z ′est 
onjuguée à z 7→ z′ par la translation z 7→ Z :

C, z
ρa,α

// C, z′

C, Z

+a

OO

ρ0,α
// C, Z ′

+a

OO(la 
onjugaison dans 
e sens ne doit pas être 
onfondue ave
 la 
onjugaison des nombres
omplexes). D'après la dé�nition pré
édente, on a Z ′ = Z eiα, soit z′ = a + (z − a) eiα :
ρa,α : C → C, z 7→ a + (z − a) eiα.On véri�e que par exemple ρa,α(a) = a : a est un point �xe de ρa,α.De même, l'homothétie de 
entre a ∈ C et de rapport κ ∈ R \ {0} est
ηa,κ : C → C, z 7→ a + κ(z − a).



1.4. SIMILITUDES 13Il est évident que la 
omposée de deux rotations (par exemple) de même 
entre est en
oreune rotation. Mais si les deux rotations n'ont pas même 
entre, le résultat est beau
oupmoins simple à imaginer ; heureusement le 
al
ul permet de dépasser l'intuition.Exer
i
e. � Montrer qu'une transformation de C de la forme f(z) = a + zeiα est unerotation ou une translation ; l'identi�er en fon
tion de a et de α. En déduire que la
omposée de deux rotations d'angles α et β est :� une translation si α + β = 0 (mod 2π)� une rotation sinon.Quel est l'a�rmation analogue pour des homothéties ?Solution. � Si α = 0 (mod 2π), f = τa. Sinon, l'équation f(z) = z possède un uniquepoint �xe A = a
1−eiα et l'on voit que

f(z) = A
(
1 − eiα

)
+ zeiα = A + (z − A)eiαest la rotation ρA,α.Don
 la 
omposition

ρa,α ◦ ρb,β(z) = a + [ρb,β(z) − a] eiα

= a +
[
b + (z − b)eiβ − a

]
eiα

= a + (b − a)eiα − bei(α+β) + zei(α+β) ;est :� la translation de ve
teur a + (b − a)eiα − beiβ si α + β = 0 (mod 2π)� la rotation d'angle α+β et de 
entre A = (a+(b−a)eiα−beiβ)(1−ei(α+β))−1 sinon.Remarquons que quand α + β tend vers 0 (mod 2π), alors |A| tend vers l'in�ni, 
e quipermet de voir les translations 
omme des � rotations autour de l'in�ni �.De même (rempla
er eiα et eiβ , dans le 
al
ul pré
édent, par des réels non nuls κ et λ)la 
omposition de deux homothéties de rapports κ et λ est :� la translation de ve
teur a + (b − a)κ − bλ si κλ = 1� l'homothétie de rapport κλ et de 
entre A = (a + (b − a)κ − bλ)(1 − κλ)−1 sinon.Des transformations plus générales. � Une transformation de C de la forme z 7→ az + bou az̄ + b, ave
 a 6= 0, est une similitude. Si elle est de la forme az + b, elle est dire
te, etsinon elle est indire
te.Exer
i
e. � Montrer que la 
omposée de deux similitudes est une similitude.Solution. � La 
omposée de deux similitudes dire
tes z 7→ az + b et de z 7→ a′z + b′(ave
 a, a′ 6= 0) est
z 7→ a(a′z + b′) + b = aa′z + (ab′ + b),qui est une similitude dire
te. De même, la 
omposée de deux similitudes indire
tesest une similitude dire
te et la 
omposée de deux similitudes de types opposés est unesimilitude indire
te (autrement dit les similitudes suivent la règle des signes).Exer
i
e. � Identi�er les transformations suivantes :
z 7→ z′ = iz + 2, z 7→ z′′ = 2z̄ + 1.



14 CHAPITRE 1. LE PLAN COMPLEXESolution. � Les points �xes a ∈ C de la première transformation véri�ent a = ia + 2,soit a = 1 + i. Don
 la première transformation s'é
rit
z′ = a + i(z − a) ;
'est une rotation de 
entre a et d'angle π/2.La se
onde transformation est une similitude indire
te : s'obtient par 
omposition de lasymétrie par rapport à l'axe des x, z 7→ z̄, et de l'homothétie de 
entre a = −1 et derapport 2, i.e. z 7→ 2(z + 1) − 1.Exer
i
e. � Des 
omplexes a, b, c, d ∈ C étant donnés, soit la fon
tion

ϕ : z 7→ az + b

cz + ddé�nie pour cz + d 6= 0. Supposons ad − bc 6= 0 et c 6= 0. Montrer que la fon
tion ϕ estune bije
tion de C \ {−d/c} sur C \ {a/c} (i.e. tout élément de l'ensemble image possèdeun unique anté
édent), et que sa bije
tion ré
iproque est
ϕ−1 : w 7→ dw − b

−cw + a
.La fon
tion ϕ s'appelle une homographie en raison de la similarité entre elle-même et soninverse.Solution. � Il su�t de résoudre l'équation

w =
az + b

cz + d
.N.B. : On note C̄ la réunion C ∪ {∞} de C et d'un élément quel
onque /∈ C noté ∞et appelé in�ni. On prolonge ϕ en une fon
tion C̄ → C̄ en posant ϕ(−d/c) = ∞ et

ϕ(∞) = a/c. On montre alors que la fon
tion obtenue est 
ontinue, dans un sens qui serajusti�é dans le 
ours d'analyse.Exer
i
e. � Soit f : C → C, z 7→ z2. Combien un point w ∈ C a-t-il d'anté
édents par
f ? Quelle est l'image par f d'une ellipse 
entrée en l'origine ?Solution. � Tout 
omplexe non nul possède deux anté
édents par f : si reiθ est sa formepolaire, ses deux anté
édents sont √reiθ et √rei(θ+π). En revan
he, 0 possède un uniqueanté
édent, à savoir lui-même.Par ailleurs, une ellipse 
entrée à l'origine admet un paramétrage de la forme

z = eiα (a cos θ + b sin θ) , 0 ≤ θ < 2π(voir [Gra97℄). Son image par f admet le paramétrage suivant :
z2 = eiα (a cos θ + b sin θ)2

= eiα

(
a2 − b2

2
+

a2 − b2

2
cos 2θ + iab sin 2θ

)
,dont l'image est bien une ellipse, 
entrée au point eiα a2 − b2

2
, de demi axes |a2−b2|

2 et ab.ComplémentsUn 
al
ul auda
ieux. � Soit à résoudre(1) x3 − 15x − 4 = 0.



COMPLÉMENTS 15Cher
hons une solution sous la forme x = u + v :
(u + v)3 − 15(u + v) − 4 = 0,
e qu'on peut é
rire

u3 + v3 − 4 + 3(u + v)(uv − 5) = 0.Cette équation est satisfaite en parti
ulier si
u3 + v3 = 4 et u3v3 = 53 = 125,
'est-à-dire si u3 et v3 sont solutions de l'équation auxiliaire

(w − u3)(w − v3) = w2 − (u3 + v3)w + u3v3 = w2 − 4w + 125 = 0,soit, si on essaye de ne faire apparaître w qu'une seule fois,
(w − 2)2 + 112 = 0.Pour ensuite utiliser l'identité a2−b2 = (a−b)(a+b), il serait 
ommode de disposer d'un nombredont le 
arré vaut −1 puisqu'alors, en notant √−1 
e nombre, l'équation auxiliaire deviendrait

(w − 2)2 − (11
√
−1)2 = (w − 2 + 11

√
−1)(w − 2 − 11

√
−1) = 0,et ses solutions seraient

u3 = 2 − 11
√
−1 et v3 = 2 + 11

√
−1.Mais alors u = 2 −

√
−1 et v = 2 +

√
−1 
onviendraient puisque

(2 −
√
−1)3 = 2 − 11

√
−1 et (2 +

√
−1)3 = 2 + 11

√
−1,et une solution de l'équation initiale serait don


x = u + v = 4.Il est maintenant aisé de véri�er que le nombre x = 4 est bel et bien une solution de l'équationvoulue ! Il a 
ependant fallu une auda
e intelle
tuelle immense aux algébristes italiens pourimaginer un tel 
al
ul reposant de façon 
ru
iale sur la manipulation d'un nombre imaginaire√
−1, sorti d'on ne sait où.Exer
i
e. � Dans le 
al
ul du � 1.4, quelles sont les étapes où l'on ajoute des solutions ? Où l'onen perd ? Pourquoi 
e 
al
ul garde-t-il tout son intérêt pour trouver les solutions de l'équationinitiale ?Solution. � Le fait de 
her
her une solution a priori sous la forme x = u + v n'est pas unevéritable restri
tion par
e que tout nombre réel peut toujours s'é
rire 
omme la somme de deuxnombres réels (x = x + 0 par exemple). En revan
he, le fait de rempla
er l'équation

u3 + v3 − 4 + 3(u + v)(uv − 5) = 0par la paire d'équations
u3 + v3 = 4, u3v3 = 53 = 125,fait perdre a priori des solutions (si A = B = 0, 
ertainement A + B = 0, mais l'impli
ationinverse n'est pas vraie, puisque par exemple (1) + (−1) = 0 alors que 1 6= 0 et −1 6= 0). Il en estde même quand on passe de u3 = 2 − 11

√
11 à u = 2 −

√
−1 ; un 
al
ul dire
t permet en e�etde véri�er que (2−

√
−1)3 = 2− 11

√
11 (en admettant que les règles de 
al
ul des nombres réelss'appliquent à √

−1), tandis que l'impli
ation inverse n'est évidente (et le 
ours montrera plusloin qu'elle est fausse).C'est don
 
al
ul par 
onditions su�santes : on passe d'une équation à la suivante en perdantdes solutions sans jamais en ajouter. La solution x = 4 qu'on trouve à la �n est don
 bien unesolution de l'équation initiale, 
e qui permet, par fa
torisation de x − 4, de se ramener à uneéquation de degré deux, qu'on sait résoudre plus fa
ilement.



16 CHAPITRE 1. LE PLAN COMPLEXEMais qu'est-
e qu'un 
ouple ?� Un 
ouple z = (x, y) peut être vu 
omme une appli
ation
z : {1, 2} → R, ex
eptionnellement notée z = (x, y) au lieu de z : j 7→ z(j). L'in
onvénientde 
ette 
ara
térisation est que, en théorie des ensembles, la dé�nition même d'une appli
ationutilise le 
on
ept de 
ouple...Un 
ouple peut être dé�ni dire
tement à partir de la notion d'ensemble. Rappelons d'abord qu'unensemble à un ou deux éléments s'appelle respe
tivement un singleton ou une paire. Par exemple,
{0, 0} = {0} est un singleton et {0, 1} = {1, 0} est une paire. On peut alors dé�nir un 
ouple,aussi appelé une paire ordonnée, par la formule (a, b) := {a, {a, b}}.De façon analogue on dé�nit les triplets, les quadruplets, ou, plus généralement, les n-uplets.Exer
i
e. � En utilisant la propriété de la relation d'appartenan
e ∈ selon laquelle on n'a jamais
a ∈ x ∈ a, véri�er la propriété que deux paires (a, b) et (a′, b′) sont égales si et seulement si a = a′et b = b′ (voir [Kri07℄).Solution. � Le sens indire
t de l'équivalen
e est immédiat (si a = a′ et b = b′, (a, b) = (a′, b′)).Ré
iproquement, supposons que (a, b) = (a′, b′). Ave
 la dé�nition 
i-dessus, 
e
i nous dit

{a, {a, b}} = {a′, {a′, b′}},don
 a priori que :� soit a = a′ et {a, b} = {a′, b′}, don
 aussi b = b′ (
e que l'on veut montrer)� soit a = {a′, b′} et a′ = {a, b} (
e que l'on veut in�rmer).Supposons par l'absurde que a = {a′, b′} et b = a′. Alors
a′ ∈ {a′, b′} = a ∈ {a, b} = a,
e qui est impossible e�e
tivement.L'exponentielle 
omme somme in�nie. � La dé�nition donnée de l'argument suppose 
onnue lanotion d'angle, don
 de longueur d'ar
. Ces notions sont familières depuis longtemps (l'angle semesure en enroulant une �
elle le long du 
er
le trigonométrique puis en mesurant la longueur dela �
elle). Mais elles n'en sont pas moins trans
endantes, au sens que leur dé�nition rigoureuseexige un passage à la limite [Gab01, Partie C℄.Dans les 
ours plus avan
és de mathématiques (voir par exemple [Car61℄), on trouve plus élégantde dé�nir l'exponentielle dire
tement 
omme une limite (dans un sens à justi�er par l'analyse) :

ez :=
∑

0≤n<∞

zn

n!
= 1 + z +

z2

2!
+

z3

3!
+ · · · ,puis d'en déduire les notions trans
endantes liées aux angles, dont les fon
tions sinus et 
osinus,dé�nies par l'égalité

eiθ = cos θ + i sin θ.Stru
ture de 
orps. � Les opérations que nous avons dé�nies sur C satisfont un 
ertain nombresde propriétés qui, prises abstraitement, dé�nissent une stru
ture de 
orps. Ces propriétés sont :� Con
ernant l'addition :� 
ommutativité : a + b = b + a (sous-entendu : pour tous a, b)� asso
iativité : a + (b + c) = (a + b) + c (
e qui permet d'�ter les parenthèses sans ambiguitésur le résultat)� existen
e d'un zéro : a + 0 = a� existen
e d'un opposé : a + (−a) = 0� Con
ernant la multipli
ation :� 
ommutativité : ab = ba� asso
iativité : a(bc) = (ab)c



COMPLÉMENTS 17� existen
e d'un élément neutre : a1 = a� existen
e d'un inverse pour tout élément non nul : a ā
|a|2 = 1� Con
ernant l'addition et la multipli
ation :� distributivité : a(b + c) = ab + acExer
i
e. � Pourquoi les multipli
ations su

essives suivantes ne font pas de C un 
orps (ave
l'addition habituelle) ?� z · z′ = xx′ + yy′ (produit s
alaire)� z ∧ z′ = xy′ − yx′ (produit ve
toriel)� z ∗ z′ = xx′ + i yy′ (produit 
omposante par 
omposante),Solution. � Dans 
ha
un des trois 
as, il su�t de trouver un axiome dans la dé�nition d'un
orps, qui soit violé par la multipli
ation envisagée.Le produit s
alaire de deux nombres 
omplexe n'est pas asso
iatif, puisque

(1 · i) · i = 0 6= 1 · (i · i) = 1.Le produit ve
toriel est anti-
ommutatif : z ∧ z′ = −z′ ∧ z.Pour le produit 
omposante par 
omposante, l'élément neutre est 1 + i mais les réels (x ∈ R) etles imaginaires purs (iy, ave
 y ∈ R) n'ont pas d'inverse.Exer
i
e. � Les ensembles suivants sont-ils des 
orps : N, Z, Q, R ?Solution. � Q et R sont des 
orps. N n'en est pas un par
e que par exemple pour son additionseul 0 possède un opposé. Z n'en est pas un non plus par
e que par exemple pour sa multipli
ationseuls ±1 possèdent un inverse.Formule du bin�me de Newton (du nom du physi
ien, mathémati
ien et astronome anglais Sir I.Newton, 1643�1727). � Soient w, z ∈ C (on pourrait rempla
er C par un anneau 
ommutatifquel
onque) et n ≥ 0. Rappelons que k! = k × (k − 1) × · · · × 2 × 1. Alors
(w + z)n =

∑

0≤k≤n

Ck
nwkzn−k, Ck

n =
n!

k!(n − k)!
.Cette formule est immédiate, puisque Ck

n est le nombre de façon de 
hoisir k objets parmi n, i
ien l'o

urren
e le nombre de façon de 
hoisir, parmi les n fa
teurs du produit
(w + z)(w + z) · · · (w + z),les k fa
teurs où l'on utilise w plut�t que z.Les nombres Ck

n, appelés nombres de 
ombinaisons, satisfont la ré
urren
e suivante :
Ck+1

n+1 = Ck
n + Ck+1

n ;
e
i traduit le fait qu'il y a autant de façon de 
hoisir k + 1 objets parmi n + 1, qu'il y en a de
hoisir k objets parmi n ou k + 1 objets parmi n (les k + 1 objets 
hoisis pouvant a priori êtredans les n premiers ou pas).Ajoutée au fait que Cn
n = C1

n = 1 pour tout n, 
ette identité permet de re
al
uler fa
ilementles premiers nombres de 
ombinaisons, qu'on é
rit habituellement sous la forme du triangle dePas
al (d'après le mathémati
ien, physi
ien et philosophe français B. Pas
al, 1623�1662) :
1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1... · · · . . .



18 CHAPITRE 1. LE PLAN COMPLEXEOn voit ainsi fa
ilement, par exemple, que
(w + z)4 = w4 + 4w3z + 6w2z2 + 4wz3 + z4.Exer
i
e. � Linéariser sin5 θ.Solution. � Notons z = eiθ. En 
al
ulant une ligne de plus dans le triangle de Pas
al que
i-dessus, on voit que

(a + b)5 = a5 + 5a4b + 10a3b2 + 10a2b3 + 5ab4 + b5,don
 que (
z − z−1

)5
= z5 − 5z3 + 10z − 10z−1 + 5z−3 − z−5(remarquer que les puissan
es de z dé
roissent de deux unités d'un terme au suivant, et que lessignes alternent). Don


sin5 θ =
1

(2i)5
(
z − z−1

)5

=
1

25i

(
z5 − 5z3 + 10z − 10z−1 + 5z−3 − z−5

)

=
1

24
(sin 5θ − 5 sin 3θ + 10 sin θ) .Exer
i
e. � Les ensembles

T := {τv, v ∈ C}, R0 := {ρ0,α, α ∈ R} et H0 := {η0,κ, κ ∈ R \ {0}}munis de la loi de 
omposition des appli
ations, sont des groupes 
ommutatifs, au sens que, si
G est l'un quel
onque de 
es ensembles, la 
omposition dé�nit une multipli
ation G × G → G,
(g, h) 7→ g ◦ h véri�ant les axiomes suivants :� Commutativité : g ◦ h = h ◦ g ;� Asso
iativité : g ◦ (h ◦ k) = (g ◦ h) ◦ k ;� Existen
e d'un élément neutre e (g ◦ e = e ◦ g = g) ;� Existen
e d'un inverse g−1 pour tout g (g ◦ g−1 = g−1 ◦ g = e).Solution. � La 
ommutativité et l'asso
iativité dé
oulent de l'exer
i
e du � 1.4. Dans les trois
as, l'élément neutre est l'appli
ation identité id : C → C, z 7→ z. Toujours d'après le mêmeexer
i
e, l'inverse d'un élément quel
onque est, respe
tivement :

(τv)−1 = τ−v, (ρ0,α)−1 = ρ0,−α et (η0,κ)−1 = η0,κ−1 .Exer
i
e. � L'exer
i
e � 1.4 montre que le monde des rotations n'est pas 
los, puisque par
omposition on obtient parfois une translation. Montrer que l'ensemble
D := {f : C → C, z 7→ a + zeiα}a∈C,α∈Rest un groupe (non 
ommutatif) ; 
'est le groupe des dépla
ements.Solution. � L'exer
i
e pré
édent montre que la 
omposition des appli
ations dé�nit une mul-tipli
ation D × D → D (le fait important est que l'appli
ation 
omposée de deux éléments de

D est bien dans D). On a déjà vu que la 
omposition est asso
iative et que l'élément neutre est
id = τ0 : z 7→ z, et que les translations et les rotations sont inversibles dans D (on dit que 
esappli
ations sont des bije
tions).



CHAPITRE 2L'ESPACE RÉEL À TROIS DIMENSIONS
Mots-
lef du 
hapitre. � Ve
teur de R3, base 
anonique, 
ombinaison linéaire, ve
teurslibres ou liés, quanti�
ateur, impli
ation logique, droites et plans ve
toriels et a�nes, pro-duit s
alaire, inégalité de Cau
hy-S
hwarz, orthogonalité, volume orienté, déterminant,multi-linéarité, algorithme fang-
heng, formule de développement, produit ve
toriel, rai-sonnement par analyse-synthèseDepuis l'Antiquité égyptienne, les bran
hes de l'Algèbre et de la Géométrie étaient
onçues 
omme distin
tes. Or, au xviie siè
le des savants tels que G. Galilei (1564�1642) et R. Des
artes (1596�1650) dé
ouvrirent les fondements de la Géométrie ana-lytique, en représentant les points du plan ou de l'espa
e par des 
ouples ou des tripletsde nombres réels. Immédiatement, les opérations 
onnues sur les nombres 
onduisirent àdes propriétés géométriques nouvelles :Tous les Problèmes de Géométrie se peuvent fa
ilement réduire à telstermes, qu'il n'est besoin par après que de 
onnaître la longueur de quelqueslignes droites, pour les 
onstruire. R. Des
artes, Premier Livre de LaGéométrie, en appendi
e au Dis
ours de la Méthode (1637)(http://www.bibnum.edu
ation.fr/mathematiques/geometrie/le-livre-premier-de-la-geometrie-de-des
artes)La Géométrie analytique réduisit à des nombres non seulement les points, mais aussiles 
ourbes et les surfa
es. On 
omprit notamment que les droites, les 
er
les et les
oniques n'étaient que des exemples importants de 
ourbes beau
oup plus générales queles nouvelles méthodes algébriques permettaient dorénavant d'appréhender. Les su

èsfurent spe
ta
ulaires et ouvrirent la voie au Cal
ul di�érentiel.I
i, nous introduisons les bases de la Géométrie analytique dans l'espa
e, en 
omplétantles 
on
epts du 
hapitre pré
édent pour le plan.2.1. Ve
teurs de R3Dé�nitions. � Un ve
teur (réel) à 3 
omposantes est un triplet v = (x, y, z) de nombresréels, ou, 
e qui est équivalent, un point de l'espa
e 
artésien R3 = Oxzy. Les réels x, y, zsont les 
omposantes de v.Deux ve
teurs v = (x, y, z) et v′ = (x′, y′, z′) sont égaux si et seulement si toutes leurs
omposantes sont égales : x = x′, y = y′ et z = z′.

http://www.bibnum.education.fr/mathematiques/geometrie/
le-livre-premier-de-la-geometrie-de-descartes


20 CHAPITRE 2. L'ESPACE RÉEL À TROIS DIMENSIONSDé�nissons les opérations d'addition et de multipli
ation par un réel 
omme on l'avaitfait pour C = R2 :
(x, y, z) + (x′, y′, z′) := (x + x′, y + y′, z + z′), a(x, y, z) := (ax, ay, az).Deux petites di�éren
es ave
 le plan 
omplexe : l'habitude est de noter le réel à gau
hedu ve
teur ; et l'on ne donnera pas de nom parti
ulier à R3 
omme on l'avait fait ennotant C = R2. Ce
i est lié à une di�éren
e majeure : il n'est pas possible de dé�nirsur R3 une multipli
ation analogue de la multipli
ation des 
omplexes, pour une raisonalgébrique profonde exprimée par le théorème de Frobenius.Notations. �

0 := 0R3 := (0, 0, 0), −v := (−1)v, v − w := v + (−w).Les trois ve
teurs de la base 
anonique (la notion de base sera expliquée ultérieurement) :
i := (1, 0, 0), j := (0, 1, 0), k := (0, 0, 1).Attention : la lettre i désigne i
i tout autre 
hose que le nombre 
omplexe i (il faut se faireà 
e que les notations 
hangent ave
 le 
ontexte ; dans R4, on note 1, i, j, k les ve
teursde la base 
anonique !).Exemple. � (x, y, z) = xi + yj + zk (
ette somme de trois ve
teurs étant justi�ée parl'asso
iativité de l'addition : (xi + yj) + zk = xi + (yj + zk), qui permet sans ambiguitéde supprimer les parenthèses dans les sommes de plusieurs ve
teurs).Exer
i
e. � Cal
uler à 
haque instant t ∈ R, le ve
teur-vitesse v(t) de la 
ourbe paramé-trée γ : t 7→ (cos t, sin t, cos(2t)). Quand 
e ve
teur est-il horizontal (troisième 
omposantenulle) ?Solution. � On a

v(t) = γ′(t) = (− sin t, cos t,−2 sin(2t)).Ce ve
teur est horizontal quand sin 2t = 0, soit t = 0 (mod π/2).2.2. Ve
teurs libresDé�nitions. � Une 
ombinaison linéaire de deux ve
teurs (ou plus) v et w est uneexpression de la forme
av + bw,où a et b sont deux réels, appelés les 
oe�
ients de la 
ombinaison linéaire.Les ve
teurs v et w sont liés par une relation linéaire s'il existe une 
ombinaison linéairede v et w qui, quand on l'évalue, est nulle. Il existe toujours la relation linéaire trivialeentre v et w :

0v + 0w = 0R3 ,mais 
ette relation, étant universellement satisfaite (quelle que soient v et w), ne ditjustement rien sur v et w.Un exemple de relation linéaire non triviale est :
2(1, 2, 3) − (2, 4, 6) = 0.Deux ve
teurs v et w sont liés (sous-entendu : par une relation linéaire non triviale) s'ilexiste deux s
alaires a et b non tous deux nuls tels que av + bw = 0.



2.2. VECTEURS LIBRES 21Par exemple, 0R3 est lié à n'importe quel ve
teur v de R3, puisque 1 · 0R3 + 0 · v = 0 estune relation linéaire non triviale.Remarque. � Supposons v et w liés : av + bw = 0 ave
 a et b non tous deux nuls.� Si a 6= 0, v = − b
aw.� Sinon, a = 0 don
 b 6= 0, et w = −a

b v.On voit que v et w sont liés si et seulement si ils sont proportionnels l'un à l'autre. Don
liés est synonyme de proportionnels ou de 
olinéaires (attention, 
e
i n'est vrai que pourdeux ve
teurs !). Mais lié est une propriété symétrique par rapport aux deux ve
teurs(peu importe si l'un est nul) et se généralisera plus fa
ilement à plus de deux ve
teurs.Dé�nition. � Les ve
teurs v et w sont libres si ils ne sont pas liés.
Vecteurs libres Vecteurs liés

v

w

v

w

I
i il est 
ommode d'introduire 
ertains symboles de la Logique mathématique :� le 
onne
teur d'impli
ation ⇒, utilisé entre deux assertions logiques pour signi�erque la première implique la se
onde� le 
onne
teur d'équivalen
e ⇔, utilisé entre deux assertions logiques pour signi�erqu'elles sont équivalentes l'une à l'autre (i.e. 
ha
une des deux implique la se
onde)� le quanti�
ateur universel ∀ = � quel(s) que soi(en)t �� le quanti�
ateur existentiel ∃ = � il existe �.C'est à la �n du xixe siè
le que G. Frege (mathémati
ien, logi
ien et philosophe alle-mand, 1848�1925), 
omprit la né
essité des 
onne
teurs logiques et des quanti�
ateurspour dé
ouvrir la stru
ture des propositions mathématiques, et fonder le 
al
ul des pré-di
ats.Voi
i quelques exemples d'impli
ations mathématiques vraies :� x = 1 ⇒ 2x = 2� 0 = 1 ⇒ 0 = 2 (la première assertion est fausse et don
 implique n'importe quoi)� 0 = 0 ⇒ 1 = 1� 0 = 1 ⇒ 1 = 1 (la se
onde assertion est vraie et don
 n'importe quoi l'implique)� Neige en novembre ⇒ Noël en dé
embre (même expli
ation).Ces exemples devraient 
onvain
re qu'il faut limiter l'usage de 
es symboles, et s'inter-dire leur insertion dans des phrases en français pour éviter des 
ontre-sens logiques. Enparti
ulier, il faut pros
rire l'utilisation du signe ⇒ à la pla
e de la 
onjon
tion � don
 � .. � Formalisons les propriétés d'être libre ou lié. Pour l'exer
i
e, nous le faisons ave
trois ve
teurs au lieu de deux.
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u

w

v

Trois vecteurs libres Trois vecteurs liés

v

w = au + bv

u

u, v et w sont liés ⇔ (∃a, b, c ∈ R3 non tous nuls tels que au + bv + bw = 0)ou, de façon équivalente,
u, v et w sont libres ⇔ non (∃a, b, c ∈ R3 non tous nuls tels que au + bv + bw = 0)Comment simpli�er 
ette expression logique ? Il su�t de ré�é
hir au sens des mots ! Exer-
i
e : Se 
onvain
re que nier une proposition logique revient à permuter les quanti�
ateurs(∀ et ∃) et nier la 
on
lusion.Don
 : u, v et w sont libres ⇔ ∀a, b, c ∈ R non tous nuls, au + bv + bw 6= 0,soit
u, v et w sont libres ⇔ (∀a, b, c ∈ R (au + bv + bw = 0 ⇒ a = b = c = 0)).Dans la pratique, 
'est 
ette dernière proposition logique qu'on utilise le plus souventpour voir si deux ve
teurs sont libres ou liés. Comprendre que la proposition logiqueà droite du signe d'équivalen
e n'est pas une simple équation ; elle est elle-même uneassertion !Remarque. � Le 
ontraire de "Paul aime Virginie" est que "Paul n'aime pas Virginie",tandis que sont opposé est "Paul hait Virginie".De façon similaire, le 
ontraire de "∀x P (x)" est "∃x non P (x)", tandis que son opposéest ”∀x non P (x)". Nier la proposition "∀x P (x)" revient don
 à en prendre le 
ontraire,et non l'opposé ! Il 
onvient de ne pas 
onfondre 
es deux notions.Exemple. � Les ve
teurs v = (1, 2, 3) et w = (3, 2, 1) sont-ils libres ou liés ? Soit (a, b) ∈
R2 tel que av+bw = 0. Nous allons simpli�er 
ette équation de façon à voir expli
itementquelles valeurs de a et b sont possibles :� soit la seule possibilité est a = b = 0, et alors la 
ara
térisation en
adrée de deuxve
teurs libres est véri�ée : v et w sont libres ;� soit il existe des solutions (a, b) di�érentes de (0, 0), 
orrespondant à autant derelations linéaires non triviales entre v et w, et alors v et w sont liés.L'équation ve
torielle av + bw = 0 équivaut au système de trois équations linéairess
alaires suivant : 




a + 3b = 0

2a + 2b = 0

3a + b = 0.Si l'on note ℓ1, ℓ2 et ℓ3 les lignes de 
e système, la 
ombinaison 2ℓ1−3ℓ2 permet d'éliminer
b et montre que −4a = 0, soit a = 0. Ensuite, n'importe laquelle des trois équations dedépart implique que b = 0. La proposition logique en
adrée étant véri�ée, v et w sontlibres.N.B. : Dans le 
hapitre suivant, on verra une méthode pour résoudre les systèmes d'équa-tions linéaires de façon systématique (algorithme fang-
heng).



2.3. DROITES ET PLANS 23Exer
i
e. � Soient u et v les deux ve
teurs de R2 dé�nis par u = (1, 2) et v = (2, 3).La famille (u, v) est-elle libre ?Solution. � Résolvons l'équation
au + bv = 0,équivalente au système de deux équations s
alaires
{

a + 2b = 0

2a + b = 0.Si l'on soustrait deux fois la se
onde équation à la première, b s'élimine et on trouve
a = 0. Il en dé
oule que b = 0. Don
 les deux ve
teurs u et v sont libres.Exer
i
e. � Montrer que des ve
teurs vj sont liés si et seulement si l'un d'eux est une
ombinaison linéaire des autres.Solution. � Supposons que les vj sont liés. Il existe des réels αj non tous nuls tels que∑

j αjvj = 0. Comme les αj ne sont pas tous nuls, il existe k tel que αk 6= 0. Alors
vk = − 1

αk

∑

j 6=k

αjvj .Ré
iproquement, supposons qu'il existe un indi
e k et des réels βj pour j 6= k tels que
vk =

∑

j 6=k

βjvj.Posons αj = βj pour j 6= k et αk = −1. Alors les αj ne sont pas tous nuls (puisque
αk 6= 0) et

∑

j

αjvj = 0.Don
 les vj sont liés.Remarques :� Ce
i vaut pour un nombre quel
onque de ve
teurs (et en dimension quel
onque !).� Dans 
ette réda
tion de la solution, k est un indi
e �xé, à la di�éren
e de j, quiprend pour 
ette raison le nom d'indi
e muet.2.3. Droites et plansDé�nitions. � La droite ve
torielle D engendrée par un ve
teur non nul v est
D = Rv = {av ; a ∈ R} ;
'est l'ensemble des ve
teurs w liés à v (w − av = 0).La droite a�ne D passant par un point p ∈ R3 et dirigée par v (ou par D) est

D = p + D = {p + av ; a ∈ R}.
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i

j

k p

av

p + av

v

D

D

Exemple. � La droite a�ne passant par p = (1, 1, 1) et dirigée par v = (1, 2, 3) estl'ensemble des q = (x, y, z) tels qu'il existe un réel a tel que
q = p + av, i.e. 




x = 1 + a

y = 1 + 2a

z = 1 + 3a.Ce système, qui donne les 
omposantes de w 
omme fon
tion d'un paramètre réel a, estun paramétrage de D .La première équation du paramétrage peut être � résolue en a �, i.e. peut servir à exprimer
a en fon
tion du reste : a = x− 1, et l'on peut inje
ter 
ette égalité dans les deux autreséquations : 




a = x − 1

y = 2x − 1

z = 3x − 2.Le fait qu'il existe a tel que 
es trois équations soient satisfaites équivaut à 
e que lesdeux dernières équations soient satisfaites :
{

y = 2x − 1

z = 3x − 2(x, y, z et a étant donnés, le premier système implique 
ertainement le se
ond, obtenu ennégligeant la première équation ; ré
iproquement, le se
ond système, implique le premierà 
ondition de poser justement a = x−1). Le système obtenu de deux équations s
alairesentre les 3 
omposantes de q s'appelle une équation (
artésienne) de D . On est passé d'unparamétrage à une équation en éliminant le paramètre a.Inversement, on peut passer d'une équation à un paramétrage en introduisant un para-mètre, opération pour laquelle il y a beau
oup de 
hoix possibles (
orrespondant à tousles points p ∈ D et tous les ve
teurs v dirigeant D).Exer
i
e. � Montrer qu'une droite a�ne qui passe par 0 est une droite ve
torielle.Solution. � Si 0 ∈ D , il existe a0 tel que p + a0v = 0. Alors, pour tout a on a
p + av = (p + av) − (p + a0v) = (a − a0)v,i.e. D est la droite ve
torielle engendrée par v.Exer
i
e. � Soit f : I = [0, 1] → R3 la 
ourbe paramétrée dé�nie par

f(t) = (t, t2, t3).
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uler à 
haque � instant � t l'équation de la droite Dt tangente au mouvement, i.e. ladroite passant par le point f(t) et dirigée par la vitesse f ′(t).Solution. � Un paramétrage de Dt est
p = f(t) + sf ′(t) (s ∈ R),soit, puisque f ′(t) = (1, 2t, 3t2),





x = t + s

y = t2 + 2st

z = t3 + 3st2.La première équation permet d'éliminer s : s = x − t, et don
 une équation de Dt est
y = t2 + 2t(x − t), z = t3 + 3t(x − t),soit, après simpli�
ation,

y = 2tx − t2, z = 3tx − 2t3.Dé�nitions. � Le plan ve
toriel P engendrée par deux ve
teurs libres v et w est
P = Rv + Rw = {av + bw ; a, b ∈ R} ;
'est l'ensemble des ve
teurs obtenus par 
ombinaisons linéaires de v et de w.Le plan a�ne P passant par un point p ∈ R3 et dirigé par v et w (ou par P ) est
P = p + P = {p + av + bw ; a, b ∈ R}.De même que pour les droites, un plan a�ne passant par l'origine est un plan ve
toriel.

p
v

w

P

P

Exer
i
e. � Pourquoi suppose-t-on, dans 
ette dé�nition, que v et w sont libres ?Solution. � Si v et w étaient liés, l'un d'eux serait proportionnel à l'autre, disons parexemple w = cv, et toute 
ombinaison linéaire des deux serait en réalité proportionnelleà v : av + bw = (a + bc)v. Alors P serait une droite ve
torielle.



26 CHAPITRE 2. L'ESPACE RÉEL À TROIS DIMENSIONSExemple. � Le plan a�ne passant par p = (1, 1, 1) et dirigé par les ve
teurs libres
v = (1, 2, 3) et w = (3, 2, 1) est l'ensemble des q = (x, y, z) tels qu'il existe a et b tels que

a = p + av + bw i.e. 



x = 1 + a + 3b

y = 1 + 2a + 2b

z = 1 + 3a + b.Ce système d'équations donnant q en fon
tion d'un paramètre est un paramétrage de P.De même que pour les droites, en éliminant les paramètres on obtient une équation de
P. Pour un plan, 
omme il y a deux paramètres à éliminer, il ne restera plus qu'uneseule équation s
alaire.La 
ombinaison linéaire ℓ2 − 2ℓ3 permet d'éliminer b :

y − 2z = −1 − 4a,soit, en résolvant l'équation par rapport à a,
a =

1

4
(−1 − y + 2z).Grâ
e à la symétrie parti
ulière de 
et exemple (P est invariant par la symétrie é
han-geant x et z) on voit que

b =
1

4
(−1 − y + 2x).On peut maintenant inje
ter 
es expressions de a et de b dans l'une quel
onque des troiséquations de départ (et véri�er qu'on obtient des équations équivalentes dans 
ha
un destrois 
as). Par exemple, la deuxième équation donne

x − 2y + z = 0.Il s'avère que P passe par 0R3 et qu'il est don
 ve
toriel.Exer
i
e. � Soit f : I2 = [0, 1]2 → R3 la surfa
e paramétrée S dé�nie par
f(s, t) = (1 + t, s + t2, s2 + t3).Cal
uler, pour 
haque valeur du paramètre (s, t), l'équation du plan Ps,t tangent à S ,i.e. du plan passant par f(s, t) et dirigé par ∂f

∂s (s, t) et ∂f
∂t (s, t). Pour quelles valeurs duparamètre Ps,t est-il horizontal ? Parallèle à Ox ?Solution. � Un paramétrage de Ps,t est





x = 1 + t + v

y = s + t2 + u + 2tv

z = s2 + t3 + 2su + 3tv.Les deux premières équations permettent d'éliminer u et v :
{

v = x − 1 − t

u = y − s − t2 − 2 − v = −x + y − s + t − t2 − 1,et une équation de Ps,t est don

z = s2 + t3 + 2s(−x + y − s + t − t2 − 1) + 3 + (x − 1 − t),soit, après simpli�
ation,
(1 + 2s)x + 2sy − z − s2 + t3 + 2s(t − t2 − 1) − 3t − 3 = 0.
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Ps,t est horizontal si le 
oe�
ient de x et 
elui de y sont nuls : 
e
i n'arrive jamaissimultanément. Ps,t est parallèle à Ox si le 
oe�
ient de x est nul, 
'est-à-dire si s =

−1/2.2.4. Produit s
alaireDé�nition. � Le produit s
alaire de deux ve
teurs v w est le s
alaire (réel)
v · w = (v1, v2, v3) · (w1, w2, w3) = v1w1 + v2w2 + v3w3.La norme (eu
lidienne) de v est

‖v‖ =
√

v · v =
√

v2
1 + v2

2 + v2
3 .Un ve
teur est unitaire si sa norme vaut 1. Deux ve
teurs sont orthogonaux si leur produits
alaire est nul.Propriétés. � Produit s
alaire :� Symétrie : v · w = w · v� Linéarité en le premier argument : (av + a′v′) · w = a(v · w) + a′(v′ · w)� Linéarité en le se
ond argument : v · (bw + b′w′) = b(v · w) + b′(v · w′)Norme :� Positivité : ‖v‖ ≥ 0, et ‖v‖ = 0 ⇔ v = 0� Homogénéité : ‖av‖ = |a| ‖v‖� Inégalité triangulaire : ‖v + w‖ ≤ ‖v‖ + ‖w‖.Ces propriétés dé
oulent dire
tement des dé�nitions, sauf la dernière qui est une 
onsé-quen
e du résultat suivant.Inégalité de Cau
hy-S
hwarz. � |v · w| ≤ ‖v‖ ‖w‖, ave
 égalité si et seulement v et wsont liés (A. L. Cau
hy, mathémati
ien français, 1789�1857 ; H. A. S
hwarz, mathé-mati
ien allemand, 1843�1921).Démonstration � On peut supposer, par exemple, que w 6= 0, par
e que sinon v 6= 0et la démonstration dans 
e 
as est similaire. L'idée astu
ieuse est de remarquer que lafon
tion � norme au 
arré � est positive en parti
ulier sur la droite a�ne v + Rw, où

Rw = {aw ; a ∈ R} est l'ensemble des ve
teurs liés à w :
(∀a ∈ R) ‖v + aw‖2 = ‖v‖2 + 2a(v · w) + a2 ‖w‖2 ≥ 0 ;le dis
riminant de 
e polyn�me en a est don
 ≤ 0, d'où l'inégalité.Si |v · w| = ‖v‖ ‖w‖, le dis
riminant est nul, et don
 il existe a tel que v + aw = 0 : v et

w sont liés. Ré
iproquement, si v et w sont liés, quitte à é
hanger éventuellement v et won peut supposer qu'il existe a tel que v = aw, 
e qui implique bien |v · w| = |a|w · w =

‖v‖ ‖w‖.On peut maintenant démontrer l'inégalité triangulaire :
‖v + w‖2 = ‖v‖2 + 2v · w + ‖w‖2

≤ ‖v‖2 + 2 ‖v‖ ‖w‖ + ‖w‖2 = (‖v‖ + ‖w‖)2.



28 CHAPITRE 2. L'ESPACE RÉEL À TROIS DIMENSIONSProposition. � v · w = ‖v‖ ‖w‖ cos(v̂, w)Idée de la démonstration � D'abord, grâ
e à la bilinéarité du produit s
alaire, il su�t dedémontrer l'égalité quand ‖v‖ = ‖w‖ = 1.Ensuite on montre que si R est une rotation de R3 (que l'on dé�nira pré
isément plustard dans le 
ours) elle préserve le produit s
alaire : v · w = (Rv) · (Rw) et les angles :
cos(v̂, w) = cos(R̂v,Rw).En�n on 
hoisit une rotation qui envoie v sur le premier ve
teur i de la base 
anonique,et qui envoie w dans le plan Oxy ⊂ R3. Alors Rv et Rw sont respe
tivement de la forme
(1, 0, 0) et (w′

1, w
′
2, 0) ave
 w′

1
2 + w′

2
2 = 1, de sorte que

v · w = w′
1 = cos(v̂, w).Proposition. � L'ensemble des ve
teurs orthogonaux à un ve
teur v 6= 0 est un planve
toriel appelé le plan orthogonal à v.Démonstration � Soit P l'ensemble des ve
teurs orthogonaux à v 6= 0. Notons v =

(v1, v2, v3) et supposons par exemple que v3 6= 0, les autres 
as étant similaires. L'en-semble P a pour équation
v1x + v2y + v3z = 0,i.e.
z = − 1

v3
(v1x + v2y) ;l'équation est satisfaite si et seulement si il existe deux s
alaires a et b tels que





x = a

y = b

z = − 1
v3

(v1a + v2b).Don
 P est le plan ve
toriel engendré par les ve
teurs (1, 0,−v1/v3) et (0, 1,−v2/v3).Exer
i
e. � Trouver une équation du plan a�ne P passant par p = (1, 1, 1) et ortho-gonal à v = (1, 2, 3) (i.e. dirigé par le plan ve
toriel orthogonal à v).Solution. � q = (x, y, z) appartient à P si et seulement si (q − p) · v = 0, i.e.
(x − 1) + 2(y − 1) + 3(z − 1) = 0,soit

x + 2y + 3z = 6.Exer
i
e. � Montrer que trois ve
teurs de R3 
ontenus dans le plan ve
toriel z = 0 sontliés. (On verra plus tard qu'il en est de même de trois ve
teurs 
ontenus dans un planve
toriel quel
onque.)Solution. � Les trois ve
teurs sont de la forme
u = (u1, u2, 0), v = (v1, v2, 0) et w = (w1, w2, 0).On veut montrer qu'il existe une relation linéaire non triviale entre eux. On peut supposerque u 6= 0, par
e que sinon 
'est évident (u + 0v + 0w = 0), et même que u1 6= 0 (lesautres 
as étant similaires).



2.4. PRODUIT SCALAIRE 29� Analyse. Supposons qu'ils satisfont une relation linéaire
au + bv + cw = 0, i.e.

{
au1 + bv1 + cw1 = 0 (ℓ1)

au2 + bv2 + cw2 = 0, (ℓ2)ave
 a, b, c ∈ R. Comme u1 6= 0, on peut éliminer a de la deuxième équation enremplaçant la ligne ℓ2 par la 
ombinaison u1ℓ2 − u2ℓ1 :
(u1v2 − u2v1)b + (u1, w2 − u2w1)c = 0.Premier 
as : u1v2 − u2v1 = 0. Alors v = v1

u1
u.Se
ond 
as : u1v2 − u2v1 6= 0. Alors

b = −u1, w2 − u2w1

u1v2 − u2v1
c.� Synthèse. Dans 
ha
un des deux 
as distingués, on voit que u, v et w sont liés :Premier 
as : v1

u1
u − v = 0.Se
ond 
as : on peut 
hoisir c arbitrairement (non nul), par exemple c = 1. Alors ilsu�t de poser

b = −u1, w2 − u2w1

u1v2 − u2v1puis
a = − 1

u1
(bv1 + cw1),pour que au + bv + cw = 0.Dé�nition. � Soit γ : I = [0, 1] → R3 une 
ourbe paramétrée de 
lasse C1 (
e
i signi�eque γ est dérivable et que sa dérivée est 
ontinue). Soit aussi f une fon
tion 
ontinuedé�nie sur la 
ourbe Γ = γ(I) ; en physique, f est par exemple une masse par unité delongueur (imaginer une 
ordelette non uniforme).L'intégrale 
urviligne de f le long de la 
ourbe Γ est

∫

Γ
f :=

∫ 1

0
f(γ(t)) ‖γ′(t)‖ dt.Exemple. � La longueur de Γ est l'intégrale 
urviligne

L(Γ) =

∫

Γ
1 =

∫ 1

0
‖γ′(t)‖ dt.Cette formule est intuitive. En e�et, d'après la formule de Taylor,

γ(t + dt) = γ(t) + γ′(t) dt + o(dt).Don
, au premier ordre quand dt tend vers 0+, pendant l'intervalle de temps [t, t + dt]le dépla
ement du point mobile γ est le ve
teur γ′(t) dt, de norme ‖γ′(t)‖ dt. La sommede 
es 
ontributions, à la limite quand dt → 0, est donnée par l'intégrale 
i-dessus (
epassage à la limite est justi�é dans le 
ours d'intégration).Exer
i
e. � Cal
uler la longueur de l'héli
e
γ : t ∈ [0, 1] → (cos t, sin t, t).Solution. � À l'instant t, la vitesse est

γ′(t) = (− sin t, cos t, 1),et sa norme
‖γ′(t)‖ =

√
sin2 t + cos2 t + 1 =

√
2,



30 CHAPITRE 2. L'ESPACE RÉEL À TROIS DIMENSIONSdon
 la longueur de l'héli
e vaut
∫ 1

0

√
2 dt =

√
2.2.5. Déterminant en petite dimensionComment 
al
uler la longueur d'un ve
teur, l'aire d'un parallélogramme ou le volume d'unparallélépipède ? Ces quantités s'avèrent plus fa
iles à 
al
uler quand on les munit d'unsigne ± (de façon 
ohérente, de façon notamment que le signe 
hange quand on permutedeux 
�tés) ; on les quali�e alors d'orientées, et alors 
e sont toutes des in
arnations,dans des dimensions parti
ulères, de la fon
tion déterminant.Par exemple, la longueur orientée du � ve
teur � x de R est x lui-même (une expressionpolynomiale), tandis que la longueur (positive) est |x|. Mais 
'est en dimensions 2 et 3que nous allons 
omprendre 
omment faire 
es 
al
uls en général.Axiomes intuitifs de l'aire orientée det(v,w). � Considérons l'aire orientée du parallé-logramme P = {av + bw ; 0 ≤ a ≤ 1, 0 ≤ b ≤ 1} engendré par deux ve
teurs v = (v1, v2)et w = (w1, w2).� Homogénéité

det(αv,w) = α det(v,w) = det(v, αw)� Additivité
det(v + v′, w) = det(v,w) + det(v′, w)(pour s'en 
onvain
re, dé
omposer v′ en un ve
teur parallèle à v et un ve
teur parallèleà w, et faire un dessin plus pré
is que 
i-dessous)� Antisymétrie

det(v,w) = − det(w, v)(l'aire orientée 
hange de signe quand on 
hange l'ordre des ve
teurs)� Normalisation
det(i, j) = 1, où i = (1, 0), j = (0, 1).
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L'homogénéité, l'additivité et l'antisymétrie montrent que det(v,w) est bilinéaire, i.e.linéaire en 
ha
un de ses deux arguments :� det(av + a′v′, w) = adet(v,w) + a′ det(v′, w)� det(v, bw + b′w′) = bdet(v,w) + b′ det(v,w′).Généralisation au volume orienté. � De même, le volume orienté serait une fon
tion
det : (R3)3 → R, (u, v,w) 7→ det(u, v,w),� trilinéaire : det(au + a′u′, v, w) = adet(u, v,w) + a′ det(u′, v, w)

det(u, bv + b′v′, w) = bdet(u, v,w) + b′ det(u, v′, w)

det(u, v, cw + c′w′) = cdet(u, v,w) + c′ det(u, v,w′)



2.5. DÉTERMINANT EN PETITE DIMENSION 31� antisymétrique : det(u′, v′, w′) = − det(u, v,w) si le triplet de ve
teurs (u′, v′, w′)s'obtient à partir de (u, v,w) par permutation de deux des trois ve
teurs� normalisée : det(i, j, k) = 1.Remarques sur les parallélépipèdes aplatis. �� Si u = 0, par linéarité par rapport à u on voit que det(u, v,w) = det(2u, v,w) =

2det(u, v,w) don
 det(u, v,w) = 0, et de même pour v et w.� Si deux des ve
teurs parmi u, v et w sont égaux, on voit que det(u, v,w) = 0 ; en e�et,si par exemple u = v, par antisymétrie det(u, v,w) = det(v, u,w) = − det(u, v,w).� Plus généralement, si u, v et w sont liés (par une relation linéaire non triviale :
au + bv + cw = 0 ave
 (a, b, c) 6= (0, 0, 0)), det(u, v,w) = 0. En e�et, supposons parexemple que a 6= 0 (les autres 
as étant analogues). On peut résoudre la relation linéaireen u : u = − b

av− c
aw, puis inje
ter 
ette égalité dans det(u, v,w) et utiliser la linéaritéde det par rapport à son premier argument :
det(u, v,w) = − b

a
det(v, v, w) − c

a
det(w, v,w) ;mais 
ha
un des deux termes du membre de droite valent 0 d'après la remarque pré
é-dente.Nous allons voir que 
es règles de 
al
ul su�sent pour 
al
uler det(u, v,w), sans ambi-guité.Mais nous supposerons dans 
e 
ours qu'une telle fon
tion det existe. (Son existen
e n'esten e�et pas évidente : pourquoi obtient-on le même résultat en manipulant les ve
teursde di�érentes façons ?)Dé�nitions. � Considérons le tableau

M = (u, v,w) =




u1 v1 w1

u2 v2 w2

u3 v3 w3


des neufs 
omposantes de u, v et w (on aurait aussi pu é
rire les ve
teurs en lignes lesuns au-dessus des autres) ; un tel tableau s'appelle aussi une matri
e.Une opération élémentaire sur les 
olonnes de M est l'une des opérations suivantes :� Permutation-transposition. On permute deux 
olonnes, par exemple en remplaçant

u par u′ = v et v par v′ = u :
(u, v,w) =




u1 v1 w1

u2 v2 w2

u3 v3 w3


 7→ (v, u,w) =




v1 u1 w1

v2 u2 w2

v3 u3 w3


 .� Dilatation (élémentaire). On multiplie une 
olonne par un réel a 6= 0, par exempleen remplaçant u par u′ = au :

(u, v,w) =




u1 v1 w1

u2 v2 w2

u3 v3 w3


 7→ (au, v, w) =




au1 v1 w1

au2 v2 w2

au3 v3 w3


 .� Transve
tion (élémentaire). On ajoute à une 
olonne donnée une autre 
olonne(distin
te) multipliée par un réel a quel
onque, par exemple en remplaçant u par
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u′ = u + av :

(u, v,w) =




u1 v1 w1

u2 v2 w2

u3 v3 w3


 7→ (u + av, v, w) =




u1 + av1 v1 w1

u2 + av2 v2 w2

u3 + av3 v3 w3


 .(Attention : au � 3.3, on dé�nira la matri
e transposée d'une matri
e ; 
ette opération nedoit pas être 
onfondue ave
 l'opération de transposition de deux lignes ou 
olonnes, quiporte pourtant le même nom.)Les opérations analogues en dimension 2 se visualisent fa
ilement.

Transposition Dilatation Transvection

u′ = auu

v′ = v + au
vv = u′

u = v′ u

v

Les opérations élémentaires sont inversibles : on peut revenir à la matri
e initiale par uneautre opération élémentaire, dans les exemples donnés en posant respe
tivement� u = v′ et v = u′� u = u′/a (d'où l'importan
e i
i d'avoir a 6= 0)� u = u′ − av.Lemme. � Le volume orienté est modi�é de la façon suivante par 
ha
une des opérationsélémentaires :� det(v, u,w) = − det(u, v,w) (antisymétrie)� det(au, v, w) = adet(u, v,w) (homogénéité)� det(u + av, v, w) = det(u, v,w) (trilinéarité et antisymétrie).Nous allons voir une méthode systématique pour, à partir d'un triplet de ve
teurs (u, v,w)quel
onque, nous ramener par une suite d'opérations élémentaires à un triplet de ve
teursdont on 
onnaît trivialement le volume (soit que 
e volume s'annule, soit qu'il vaille 1d'après la 
ondition de normalisation).Exer
i
e. � Cal
uler det(v,w, u), det(w, u, v) en fon
tion de det(u, v,w).Solution. � On a
det(v,w, u) = − det(v, u,w) = det(u, v,w)et
det(w, u, v) = − det(u,w, v) = det(u, v,w).Algorithme fang-
heng. � L'algorithme fang-
heng (=algorithme sur les modèles re
-tangulaires, en 
hinois) est un pro
édé de 
al
ul 
ouramment appelé algorithme de Gaussen O

ident, d'après le nom du � prin
e des mathémati
iens � C. F. Gauss (1777�1855),mais dé
ouvert en Chine au iie siè
le avant notre ère [Gab01℄.(1) Un premier 
as d'arrêt de l'algorithme. Si tous les 
oe�
ients de la première lignede M sont nuls, les ve
teurs u, v et w sont dans le plan Oyz, don
 liés (exer
i
e � 2.4),et det(u, v,w) = 0.



2.5. DÉTERMINANT EN PETITE DIMENSION 33(2) Choix du premier pivot. Sinon, quitte à permuter deux 
olonnes on peut supposerque u1 6= 0, et même, quitte à dilater u par le fa
teur 1/u1, que u1 = 1 :
M = (u, v,w) =




1 v1 w1

u2 v2 w2

u3 v3 w3


 .Le 
oe�
ient à l'interse
tion de la première ligne et première 
olonne ainsi obtenu, égalà 1, s'appelle le pivot (pour l'opération suivante).(3) Élimination des 
oe�
ients à droite du pivot. En remplaçant v et w par

v′ = v − v1u et w′ = w − w1u,on est ramené à une matri
e de la forme suivante :
M =




1 0 0

u2 v2 w2

u3 v3 w3


 .(4) Deuxième 
as d'arrêt de l'algorithme. À 
e stade, si v2 = w2 = 0 (en plus dufait que v1 = w1 = 0), v et w appartiennent à la droite x = y = 0 et sont liés, don


det(u, v,w) = 0.(5) Itération. Sinon, de même que pré
édemment, par une permutation-dilatation onse ramène à
M =




1 0 0

u2 1 w2

u3 v3 w3


et, par une transve
tion, à

M =




1 0 0

u2 1 0

u3 v3 w3


 .(6) Troisième 
as d'arrêt de l'algorithme. Si w3 = 0, la dernière 
olonne est nulle don


det(u, v,w) = 0.(7) Élimination des 
oe�
ients à gau
he des trois pivots. Sinon, w3 6= 0, soit, aprèsdilatation de w3, w3 = 1 :
M =




1 0 0

u2 1 0

u3 v3 1  .Maintenant, en remplaçant v par v′ = v−v3w, puis u par u′ = u−u2v
′−u3w, on aboutità la matri
e des trois ve
teurs de la base 
anonique :

M =




1 0 0

0 1 0

0 0 1  ,dont le déterminant vaut 1.Remarques :� Dans tous les 
as, on aboutit à un déterminant 
onnu (0 ou 1), par une suite d'opé-rations élémentaires dont on 
onnaît l'e�et sur le déterminant ; don
 le déterminantinitial s'en déduit.



34 CHAPITRE 2. L'ESPACE RÉEL À TROIS DIMENSIONS� De 
et algorithme il dé
oule que le volume orienté est une fon
tion polynomiale des
omposantes des ve
teurs.� Cet algorithme et ses variantes sont utiles dans beau
oup d'autres problèmes que le
al
ul des déterminants, et le le
teur aura remarqué qu'il se généralise dire
tement à
n ve
teurs de Rn.Proposition. � Le déterminant d'une matri
e triangulaire est égal au produit des termesdiagonaux :

det




a11 a12 a13

0 a22 a23

0 0 a33


 = det




a11 0 0

a21 a22 0

a31 a32 a33


 = a11a22a33.En parti
ulier, on voit que, quand on 
al
ule un déterminant par l'algorithme fang-
heng,il est inutile de 
al
uler les dernières transve
tions qui éliminent les 
oe�
ients à gau
hedes pivots.Démonstration � Montrons la formule par exemple pour la matri
e

A :=




a11 0 0

a21 a22 0

a31 a32 a33


 .Si l'un des 
oe�
ients diagnonaux est nul, le déterminant est nul. En e�et, 
'est évident

a33 = 0, puisqu'alors le troisième ve
teur 
olonne de A est nul. Si a22 = 0 et a33 6= 0, latransve
tion remplaçant A2 par A′
2 = A2 − a32

a33
A3, montre que le déterminant de A vaut




a11 0 0

a21 0 0

a31 0 a33


 ,soit 0 puisque le deuxième ve
teur-
olonne de 
ette matri
e est nul. Si en�n a11 = 0tandis que a22 et a33 sont non nuls, de même par deux transve
tions on peut éliminerles deux 
oe�
ients restants de la première 
olonne, de sorte que

detA = det




0

0 a22

0 a32 a33


 = 0.Supposons sinon que a11, a22 et a33 sont tous non nuls :

detA = a11a22a33




1

∗ 1

∗ ∗ 1


 .La dernière étape de l'algorithme fang-
heng permet d'éliminer les trois 
oe�
ients àgau
he des pivots, par trois transve
tions élémentaires su

essives. Or une transve
tionne modi�e pas le déterminant. Don
 on a bien

detA = a11a22a33.



2.5. DÉTERMINANT EN PETITE DIMENSION 35Formule générale de l'aire orientée d'un parallélogramme. � Soit à 
al
uler l'aire A duparallélogramme engendré par deux ve
teurs
v =

(
a

b

) et w =

(
c

d

)
,
'est-à-dire le déterminant detM de la matri
e

M =

(
a c

b d

)
.L'algorithme de fang-
heng en deux dimensions est parfaitement similaire à sa versionen trois dimensions.Supposons pour 
ommen
er que a 6= 0, i.e. que v n'est pas verti
al. Dilatons le premierve
teur d'un fa
teur 1/a :

A = adet

( 1 c

b/a d

)
.Remplaçons w par w − cv :

1

v

w

w′ = w − cv

en utilisant la linéarité par rapport à w et le fait que det(v, v) = 0 :
A = adet

(
1 0

b/a d − bc/a

)
.Si d − bc/a = 0, la se
onde 
olonne est nulle et A = 0.Sinon,

A = a

(
d − bc

a

)
det

(
1 0

b/a 1

)
,soit, après la transve
tion qui substitue v − b

aw à v :
v′ = v − b

a
w = i

v

1 w = j

on obtient
A = (ad − bc) det

(
1 0

0 1

)
= ad − bc.On voit que 
ette formule donne en
ore le bon résultat, A = 0, quand d − b/a = 0.



36 CHAPITRE 2. L'ESPACE RÉEL À TROIS DIMENSIONSPar ailleurs, on avait ex
lu le 
as où a = 0. Nous sommes en e�et passé par des intermé-diaires de 
al
ul qui n'avaient pas de sens dans 
e 
as. Mais, dans le 
ours d'analyse, onmontre que les fon
tions polynomiales sont 
ontinues. Comme le déterminant est polyno-mial en a, b, c et d, en parti
ulier il dépend 
ontinûment de a. Don
 l'expression ad− bc,qui est 
ontinue par rapport à a, reste valable quand a = 0.Finalement, dans tous les 
as on a
det

(
a c

b d

)
= ad − bc.Exer
i
e. � Soit z : [−1, 1] → C une 
ourbe paramétrée assez dérivable. Soit A(t) l'airebalayée par le ve
teur z(t) à partir du temps t = 0. Montrer que sa dérivée véri�e

2A′ = det(z, z′) = ℑ
(
z̄z′
)
;le membre de droite est appelé moment 
inétique en Mé
anique et wronskien en Théoriedes équations di�érentielles du se
ond ordre. On pourra utiliser la formule de Taylor dupremier ordre pour z(t).Supposons maintenant que z(t) véri�e une équation de Newton à for
e 
entrale, 
'est-à-dire une équation de la forme

z′′(t) = f(z(t)) z(t),où f : ]0,+∞[→ R est une fon
tion donnée. Montrer que dans 
e 
as l'aire balayéepar z(t) 
roît linéairement ave
 le temps. Ce 
omportement remarquable, qui di
te la loihoraire des planètes autour du Soleil, s'appelle la deuxième loi de Kepler. Il fut dé
ouvertau début du xviie siè
le par le mathémati
ien, astronome et astrologue allemand J.Kepler (1571�1630), dans son étude du mouvement de Mars autour du Soleil, avantd'être déduit des équations de la Mé
anique par I. Newton.Solution. � La formule de Taylor du premier ordre appliquée à la 
ourbe z(t) entre lesinstants t et t + dt montre que
z(t + dt) = z(t) + z′(t) dt + o(dt).L'aire du triangle (=demi- parallélogramme) de 
�tés z(t) et z(t + dt) vaut don


A(t + dt) − A(t) =
1

2
det
(
z(t), z(t) + z′(t) dt + o(dt)

)
=

1

2
det(z(t), z′(t)) dt + o(dt).Don


A′(t) = lim
dt→0

A(t + dt) − A(t)

dt
=

1

2
det(z(t), z′(t)) =

1

2
ℑ(z̄(t)z′(t)).Faisons maintenant l'hypothèse sur l'équation de Newton. Il s'agit de montrer que ladérivée se
onde A′′(t) est identiquement nulle. On a

2A′′(t) = det(z′(t), z′(t)) + det(z(t), z′′(t)).Le premier terme est toujours nul, et le se
ond l'est par
e que l'a

élération z′′(t) estparallèle à la position z(t).Formule du développement par rapport à une 
olonne. �
det




u1 v1 w1

u2 v2 w2

u3 v3 w3


 = w1 det

(
u2 v2

u3 v3

)
− w2 det

(
u1 v1

u3 v3

)
+ w3 det

(
u1 v1

u2 v2

)
.



2.5. DÉTERMINANT EN PETITE DIMENSION 37Le fa
teur qui apparaît devant wr, r = 1, 2, 3, est le déterminant de la matri
e obtenueà partir de la matri
e de départ en supprimant la ligne et la 
olonne de wr, a�e
té d'unsigne qui 
hange à 
haque terme.Par antisymétrie, on en déduit des formules analogues pour développer le déterminantpar rapport aux deux autres 
olonnes.Ces formules sont 
ommodes à utiliser notamment quand la matri
e possède un ou plu-sieurs 
oe�
ients nuls. Mais on tâ
hera de ne pas se tromper dans les signes ; le savantallemand G. W. Leibniz (1646�1716) lui-même se trompa, dans un mémoire de 1678,
ertes pour les 24 termes du déterminant d'une matri
e 4 × 4 [Gab01, p. 56℄.Démonstration � Notons ∆ le déterminant à 
al
uler. On a
w = w1i + w2j + w3k.Par linéarité de ∆ par rapport à w,

∆ = w1 det(u, v, i) + w2 det(u, v, j) + w3 det(u, v, k),où
det(u, v, i) = det




u1 v1 1

u2 v2 0

u3 v3 0


 = det




0 0 1

u2 v2 0

u3 v3 0


 , et
.Mais 
e dernier déterminant est le volume orienté d'un parallélépipède re
tangle dont labase a pour aire orientée

det

(
u2 v2

u3 v3

)et une hauteur unité ; don

det




0 0 1

u2 v2 0

u3 v3 0


 = det

(
u2 v2

u3 v3

)(
ette égalité peut aussi être obtenue en 
al
ulant 
ha
un des deux déterminants parl'algorithme fang-
heng et en 
onstant que le résultat obtenu, ainsi d'ailleurs que lesopérations élémentaires e�e
tuées, sont identifques). Les deux autres termes se 
al
ulentde la même façon.Exer
i
e. � Cal
uler le volume V du parallélépipède de sommets
A = (1, 1, 1), B = (2, 3, 4), C = (3, 4, 2) et D = (4, 2, 3).Ces quatre points sont-ils dans un même plan ?Solution. � Le volume orienté du parallélépipède engendré par les ve
teurs −−→AB, −→AC et−→

D vaut
±V = det




1 2 3

2 3 1

3 1 2


 = −18,don
 V = 18. Comme 
e volume est non nul, les quatre points ne sont pas 
oplanaires.



38 CHAPITRE 2. L'ESPACE RÉEL À TROIS DIMENSIONSRemarque. � Soient φ : U → V une transformation inversible entre deux régions de
R3, et f : U → R une fon
tion 
ontinue. Re
ouvrons U d'un nombre �ni de petitsparallélépipèdes re
tangles de sommets x1, ..., xn, de même volume dx1 dx2 dx3. Dans le
ours d'intégration, on dé�nit l'intégrale de f sur V 
omme la limite des sommes

∑
f(xi) dx1 dx2 dx3,quand la taille des parrallélépipèdes tend vers 0.Sous 
ertaines 
onditions de régularité sur φ, on montre alors la formule du 
hangementde variable suivante :∫

V
f
(
φ−1(y)

)
dy1 dy2 dy3 =

∫

U
f(x) |det dφ(x)| dx1 dx2 dx3,où dφ(x) désigne la matri
e des dérivées partielles de la transformation φ, par rapportaux trois 
oordonnées (les deux autres étant �xées) :

dφ =

(
∂φ

∂x1
,

∂φ

∂x3
,

∂φ

∂x3

)
=




∂1φ1 ∂2φ1 ∂3φ1

∂1φ2 ∂2φ1 ∂3φ2

∂1φ3 ∂2φ1 ∂3φ3


 .Cette formule est naturelle. En e�et, d'après la formule de Taylor,

φ(x + dx) = φ(x) + dφ(x) · dx + · · · ,don
 un petit parallélépipède de volume orienté dx1 dx2 dx3 est envoyé par φ, au premierordre, sur un parallélépipède de volume orienté
det dφ(x) dx1 dx2 dx3.2.6. Produit ve
torielDé�nition. � Le produit ve
toriel de deux ve
teurs u, v ∈ R3 est l'unique ve
teur, noté

u ∧ v, tel que pour tout ve
teur w ∈ R3 on ait
det(u, v,w) = (u ∧ v) · w.Démonstration de l'existen
e et de l'uni
ité de u ∧ v � Uni
ité.Appliquons su

essivementla formule voulue à w = i, j et k, en notant u ∧ v = (x1, x2, x3). D'après la formule dedéveloppement du déterminant par rapport à la dernière 
olonne,

x1 = det

(
u2 v2

u3 v3

)
, x2 = − det

(
u1 v1

u3 v3

) et x3 = det

(
u1 v1

u2 v2

)
,soit

x1 = u2v3 − u3v2, x2 = u3v1 − u1v3 et x3 = u1v2 − u2v1.Don
 u ∧ v est unique.Existen
e. Dé�nissons u∧v = (x1, x2, x3) par les formules pré
édentes. D'après la formuledu développement du déterminant par rapport à la troisième 
olonne, pour tout ve
teur
w on a bien det(u, v,w) = (u ∧ v) ·w, 
e qui montre l'existen
e d'un ve
teur satisfaisantl'égalité voulue.Remarque. Il peut sembler bizarre dans la démonstration d'existen
e et d'uni
ité d'unobjet mathématique quel
onque de 
ommen
er par montrer son uni
ité quand on ne
onnaît pas en
ore son existen
e. De 
e point de vue, il serait plus naturel d'inverserl'ordre de présentation. Mais la démonstration de l'uni
ité permet d'analyser 
e que doit



2.6. PRODUIT VECTORIEL 39être le ve
teur u ∧ v (par 
onditions né
essaires), et la démonstration de l'existen
e faitla synthèse de 
ette analyse. Du point de vue de la logique, tout y est, malgré l'ordreinhabituel, et 
ela ra

our
it la réda
tion. Ce type de preuve par analyse-synthèse esttrès 
ourant.Corollaire. � Le produit ve
toriel est bi-linéaire :
{

(au + a′u′) ∧ v = a(u ∧ v) + a′(u′ ∧ v)

u ∧ (bv + b′v′) = bu ∧ v + b′u ∧ v′et antisymétrique :
u ∧ v + v ∧ u = 0.Ce
i dé
oule dire
tement de la trilinéarité et de l'antisymétrie du déterminant.Exer
i
e. � Montrer que, si u et v sont deux ve
teurs du plan horizontal z = 0 de R3,
u ∧ v = det(u, v) k.Solution. � Notons z(u, v) = (u∧v)·k. On veut montrer que z(u, v) = det(u, v). D'aprèsle � 2.6, z est une fon
tion R2 → R bilinéaire antisymétrique. De plus, z(i, j) = 1. Don


z satisfait aux axiomes de dé�nition de l'aire orientée (� 2.5). Par uni
ité (admise) del'aire orientée, on a bien z(u, v) = det(u, v). Voir aussi l'exer
i
e � 2.6.Lemme : formule du double produit ve
toriel. �
(u ∧ v) ∧ w = (u · w)v − (v · w)uNon démonstration � En é
rivant u = u1i + u2j + u3k, et de même pour v et w, onse ramène à véri�er la formule pour les ve
teurs de la base 
anonique, soit 33 = 27véri�
ations, que nous laissons à la 
harge du le
teur s
rupuleux.Plus tard dans le 
ours, quand nous aurons étudié les appli
ations orthogonales, nouspourrons ramener la démonstration à deux véri�
ations seulement.Proposition. � Le produit ve
toriel u∧v est nul si et seulement si u et v sont liés. Sinon,
'est un ve
teur orthogonal à u et v, et
‖u ∧ v‖ = ‖u‖ ‖v‖ | sin(û, v)|.Démonstration � Si u et v sont liés, det(u, v,w) = 0 pour tout w don
 u ∧ v = 0.Ré
iproquement, si u ∧ v = 0, les formules en 
omposantes 
i-dessus montrent que u et

v sont liés.Supposons maintenant u ∧ v 6= 0. Par dé�nition,
(u ∧ v) · u = det(u, v, u) = 0,don
 u ∧ v est orthogonal à u et, pour la même raison, à v aussi.



40 CHAPITRE 2. L'ESPACE RÉEL À TROIS DIMENSIONSQuant à la dernière formule :
‖u ∧ v‖2 = det(u, v, u ∧ v) (dé�nition du produit ve
toriel)

= det(u ∧ v, u, v) (antisymétrie)
= ((u ∧ v) ∧ u) · v (dé�nition du produit ve
toriel)
= (u2v − (u · v)u) · v (formule du double produit)
= u2v2 − (u · v)2

= (1 − cos2(û, v))u2v2 (formule � 2.4)
= sin2(û, v))u2v2.Exemple. � Trouver l'équation de la droite D normale à x + y + z = 0 passant par

p = (1, 2, 3).Le plan P : x + y + z = 0 est le plan orthogonal de v = (1, 1, 1). On 
her
he don
l'équation de la droite passant par p et dirigée par v. Une solution serait, 
omme on l'adéjà fait, d'é
rire un paramétrage de la droite, puis d'éliminer le paramètre. Une solutionplus dire
te, qui utilise le produit ve
toriel, 
onsiste à remarquer que D est l'ensembledes q = (x, y, z) tels que q − p est parallèle à v, i.e.
(q − p) ∧ v = 0, q − p =




x − 1

y − 2

z − 3


 ,i.e.




(y − 2) − (z − 3)

(z − 3) − (x − 1)

(x − 1) − (y − 2)


 =




y − z + 1

z − x − 2

x − y + 1


 = 0.La petite subtilité i
i est que les trois équations s
alaires obtenues ne sont pas indépen-dantes (par
e que le produit ve
toriel de q − p et de v est a priori orthogonal à v) : lasomme de 
es trois équations est nulle, en e�et.Don
 le système de 
es équations est équivalent au système obtenu en ne gardant parexemple que les deux premières équations :

{
y − z + 1 = 0

−x + z − 2 = 0.Exer
i
e. � Démontrer la formule de l'exer
i
e � 2.6 et interpréter ‖u ∧ v‖ 
omme unvolume.Solution. � u ∧ v est perpendi
ulaire à u et v, don
 parallèle à k. Don

u ∧ v = ((u ∧ v) · k) k

= det(u, v, k) k.Don
 ‖u ∧ v‖ = |det(u, v, k)| est le volume du parallélépipède engendré par u, v et leve
teur unitaire orthogonal k.



2.6. PRODUIT VECTORIEL 41Dé�nition. � Soit γ : I2 = [0, 1]2 → R3 une surfa
e paramétrée de 
lasse C1. Ce
isigni�e que (
haque 
omposante de) γ est dérivable par rapport à 
ha
un de ses deuxarguments (l'autre argument étant gelé), et que ses dérivées partielles, soit
∂γ

∂s
(s, t) := lim

σ→0

γ(s + σ, t) − γ(s, t)

σ
et ∂γ

∂t
(s, t) := lim

τ→0

γ(s, t + τ) − γ(s, t)

τ
,sont 
ontinues. Soit aussi f une fon
tion 
ontinue dé�nie sur la surfa
e Γ := γ(I2) ; enphysique, f est par exemple une masse par unité de surfa
e.L'intégrale de surfa
e de f le long de la surfa
e Γ est

∫

Γ
f :=

∫ 1

0

∫ 1

0
f(γ(s, t))

∥∥∥∥
∂γ

∂s
(s, t) ∧ ∂γ

∂t
(s, t)

∥∥∥∥ ds dt.Exemple. � L'aire de Γ est l'intégrale 
urviligne
A(Γ) :=

∫

Γ
1 :=

∫ 1

0

∫ 1

0

∥∥∥∥
∂γ

∂s
(s, t) ∧ ∂γ

∂t
(s, t)

∥∥∥∥ ds dt.Cette formule est intuitive. En e�et, d'après la formule de Taylor (pour les fon
tions dedeux variables),
γ(s + ds, t + dt) = γ(s, t) +

∂γ

∂s
(s, t) ds +

∂γ

∂t
(s, t) dt + o(ds, dt).Au premier ordre, un petit re
tangle d'aire ds dt dans le plan des paramètres (s, t) estenvoyé par γ sur un petit parallélogramme engendré par les ve
teurs

∂γ

∂s
(s, t) ds et ∂γ

∂t
(s, t) dt.

���
���
���

���
���
��� ���

���
���

���
���
���

s

t dt γ(s, t)

∂γ
∂s

ds

∂γ
∂t dt

Γ
ds

γ

L'aire de 
e petit parallélogramme vaut∣∣∣∣det

(
∂γ

∂s
(s, t) ds,

∂γ

∂t
(s, t) dt

)∣∣∣∣ =

∥∥∥∥
∂γ

∂s
(s, t) ∧ ∂γ

∂t
(s, t)

∥∥∥∥ ds dtet l'intégrale 
i-dessus n'est que la somme de 
es 
ontributions, à la limite quand ds et
dt tendent vers 0 (
ette limite étant justi�ée dans le 
ours d'intégration).Exer
i
e. � Donner une formule pour l'aire du graphe d'une fon
tion f : D → R de
lasse C1, où D est une région de R2.Solution. � Le graphe de f est la surfa
e de R3 d'équation z = f(x, y). Il est don
l'image du paramétrage naturel

γ : D → R3, (x, y) 7→ (x, y, f(x, y)).On a
∂γ

∂x
=




1

0
∂f
∂x(x, y)


 et ∂γ

∂y
=




0

1
∂f
∂y (x, y)


 ,
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 ∥∥∥∥
∂γ

∂s
(s, t) ∧ ∂γ

∂t
(s, t)

∥∥∥∥ ds dt =

√
1 +

∂f

∂x
(x, y)2 +

∂f

∂y
(x, y)2,et l'aire du graphe de f vaut don


A(Γ) =

∫

D

√
1 +

∂f

∂x
(x, y)2 +

∂f

∂y
(x, y)2 dx dy.

Complément : Se
tions 
oniquesDé�nition. � Soient D une droite ve
torielle de R3 
ontenue dans le plan y = 0. Soit
θ l'angle de D ave
 l'axe Oz (k · v = ± cos θ, 0 ≤ θ ≤ π/2), de sorte que D ait pouréquation

x = z tan θ, y = 0.On suppose que D n'est ni verti
ale ni horizontale : 0 < θ < π/2.Le 
�ne de révolution C de sommet 0 engendré par D est la surfa
e dont la tra
e sur
haque plan z = cte (i.e. l'interse
tion ave
 
e plan) est le 
er
le horizontal 
entré en
(0, 0, z) et passant par le point où D 
oupe le plan.

z =cte

D
C

y

x

z

Exer
i
e. � Quelle est l'équation du 
�ne C de sommet O et engendré par la droite
D : x = z tan θ, y = 0 ?Solution. � Le 
er
le d'interse
tion de C et du plan d'altitude z a pour rayon |x| =

|z| tan θ, et don
 pour équation x2 + y2 = z2 tan2 θ. Don
 le 
�ne lui-même a pouréquation, dans R3,
x2 + y2 = z2 tan2 θ.Dé�nition. � Une (se
tion) 
onique Γ est l'interse
tion d'un 
�ne de révolution et d'unplan a�ne quel
onque P.Les foyers de Γ sont les points de 
onta
t de P ave
 
ha
une des deux sphères ins
ritesdans C et tangentes à P.
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D

C

y

x

z

P

Conique Γ

Exer
i
e. � Trouver l'équation d'une 
onique dans les 
oordonnées polaires de son planrelatives à l'un de ses deux foyers.Autres 
omplémentsStru
ture d'espa
e ve
toriel. � Les opérations d'addition et de multipli
ation par un réel formentune stru
ture d'espa
e ve
toriel (réel) sur R3. Abstraitement, une telle stru
ture est dé�nie parles axiomes suivants :� L'addition est une loi de groupe 
ommutatif� Le s
alaire 1 est neutre : 1v = v� Distributivité : a(v + w) = av + aw� Exo-distritibutivité : (a + b)v = av + bv� Exo-asso
iativité : a(bv) = (ab)v.Exer
i
e. � Dans R4 on dé�nit l'addition et la multipli
ation par un réel de façon analogue.Montrer qu'il existe une unique multipli
ation (i.e. une appli
ation R4×R4 → R4, (x, y) 7→ xy),qui soit� bilinéaire : (ax + a′x′)y = axy + a′x′y et x(by + b′y′) = bxy + b′xy′,et telle que, si l'on note 1 = (1, 0, 0, 0), i = (0, 1, 0, 0), j = (0, 0, 1, 0) et k = (0, 0, 0, 1),� 1 soit l'élément neutre� et ij = k, jk = i, ki = j, i2 = j2 = k2 = −1, et xy + yx = 0 pour tous x, y ∈ {i, j, k}.Montrer que l'ensemble R4 muni de 
es opérations est un 
orps ; 
omme pour C, on pourrautiliser la 
onjugaison
a + ib + jc + kd = a − ib − jc − kdet remarquer que xx̄ 6= 0 si x 6= 0.L'ensemble R4 muni de 
es opération se note H et s'appelle le 
orps des quaternions. Il futdé
ouvert par W. R. Hamilton (mathémati
ien, physi
ien et astronome irlandais, 1805�1865).Pour avoir une idée de 
omment les quaternions peuvent être utilisés pour étudier les rotationsdans l'espa
e réel à trois dimensions, voir [Gra97℄.Solution. � En développant les expressions de la forme

(a + ib + jc + kd)(a′ + ib′ + jc′ + kd′)on voit qu'on peut se ramener à une somme de termes obtenus par l'un des produits spé
i�és
i-dessus. Ce
i dé�nit bien une unique multipli
ation. Le fait que 
ette dernière satisfasse lesaxiomes de dé�nition d'un 
orps est une question de simple véri�
ation, mis à part l'inversibilitédes éléments non nuls. Pour un tel x = a + ib + jc + kd 6= 0, on véri�e que
xx̄ = a2 + b2 + c2 + d2 6= 0,
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 que x est bien inversible d'inverse
x−1 =

x̄

xx̄
.Stru
ture d'espa
e a�ne. � Les droites et plans ve
toriels dé�nis 
i-dessus sont des espa
esve
toriels (
f. � 2.6).Les droites et plans a�nes sont des exemples de la stru
ture algébrique suivante. Une stru
tured'espa
e a�ne dirigé par un espa
e ve
toriel E sur un ensemble E est une appli
ation E ×E → Enotée (p, q) 7→ −→pq, jouissant des propriétés suivantes :� pour tout p ∈ E , l'appli
ation q 7→ −→pq est bije
tive� relation de Chasles : pour tous p, q, r ∈ E , −→pq + −→qr + −→rp = 0E (du nom de M. Chasles,mathémati
ien français, 1793�1880).Exer
i
e : Montrer qu'un espa
e ve
toriel possède une stru
ture d'espa
e a�ne naturelle.Habituellement, les éléments de R3 se nomment points ou ve
teurs selon que l'on se réfère auxstru
tures a�ne ou ve
torielle [Gra97℄.Démonstration par Newton de la loi des aires. � Considérons un mouvement à for
e
entrale, i.e. une solution d'une équation di�érentielle de la forme

z′′ = f(z) z, z ∈ C,où f est une fon
tion de z à valeurs réelles. Nous avons vu que l'aire balayée par leve
teur z ∈ C = R2 
roît linéairement ave
 le temps (� 2.5). Nous allons en voir la
élèbre démonstration originale de Newton, telle qu'elle est expliquée dans le Livre I,se
tion ii des Prin
ipes mathématiques de philosophie naturelle.Considérons deux intervalles de temps [t, t + dt] et [t + dt, t + 2dt]. Quand dt tend vers
0, d'après la formule de Taylor justi�ée dans le 
ours d'Analyse, la vitesse z′(t + dt) àl'instant t + dt vaut

z′(t + dt) = z′(t) + z′′(t)dt + o(dt).Newton eu l'idée dé
rire une variante de 
ette formule, toute aussi 
orre
te, moinsnaturelle du point de vue de la formule de Taylor, mais beau
oup plus utile i
i :
z′(t + dt) = z′(t) + z′′(t + dt)dt + o(dt).En utilisant l'équation di�érentielle, on voit alors que si l'on note P = z(t) et Q =

z(t) + z′(t) dt, la di�éren
e entre les vitesses aux instants t et t + dt est parallèle à Q, ause
ond ordre près :
z′(t + dt) = z′(t) + f(Q)Qdt + o(dt).Notons de plus R = Q + z′(t) et S = Q + f(Q)Q. Alors le quadrilatère PQRS est unparallélogramme :
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P

Q

R

v(t) dt

v(t + dt) dt

O

S

Maintenant on véri�e que les aires des triangles OPQ et OQR 
oïn
ident.





CHAPITRE 3INCARTADE FORMELLE : MATRICES
Mots-
lef du 
hapitre. � Matri
e, addition, multipli
ation, système linéaire, inversion,opération élémentaire, permutation, dilatation, transve
tion, rédu
tion, pivot, algorithmefang-
hengLe terme de matri
e, ainsi que le produit et l'inversion matri
ielles, furent introduit parle mathémati
ien britannique A. Cayley (1821�1895). Mais la notation matri
ielle avaitdéjà été utilisée pour la résolution de systèmes d'équations linéaires par Leibniz et même,plus de deux siè
les avant notre ère, par les mathémati
iens 
hinois.3.1. L'anneau des matri
es 
arréesDé�nitions. � Nous avons déjà ren
ontré des matri
es à trois lignes et trois 
olonnes(� 2.5). Plus généralement, soient m et n des entiers ≥ 1. Une matri
e (de format) m×nest une 
olle
tion de mn nombres arrangés en tableau :

n 
olonnes
m lignes 


A11 · · · A1n... ...
Am1 · · · Amn


 .Par exemple, 



0 1 e√
2 −1 π

1 2 3

3 2 1


est une matri
e 4 × 3.Les nombres dans une matri
e A sont les 
oe�
ients ; ils sont souvent notés Aij , ave
deux indi
es entiers tels que 1 ≤ i ≤ m et 1 ≤ j ≤ n. Par 
onvention, le premier indi
e,

i, numérote les lignes, et le se
ond, j, les 
olonnes. Les 
oe�
ients diagonaux sont 
euxpour lesquels i = j.On é
rit parfois A = (Aij). La matri
e A peut être vue 
omme une appli
ation qui, àtoute paire d'indi
e (i, j) ∈ {1, ...,m} × {1, ..., n} asso
ie le nombre Aij = A(i, j).On note Mmn(R) l'ensemble de toutes les matri
es m × n à 
oe�
ients réels.Une matri
e 1 × n s'appelle une matri
e-ligne ou un ve
teur-ligne. On note alors plussimplement
A = (A1, ..., An) au lieu de (A11, ..., A1n).



48 CHAPITRE 3. INCARTADE FORMELLE : MATRICESDe même, une matri
e m × 1 s'appelle une matri
e-
olonne ou un ve
teur-
olonne et senote
A =




A1...
Am


 au lieu de 


A11...
Am1


 .Cette simpli�
ation se fait au prix de gommer la distin
tion entre les ve
teurs ligne et
olonne, mais ne prête généralement pas à 
onfusion.Opérations matri
ielles. � Notons A = (Aij) et B = (Bij). Les deux opérations sui-vantes généralisent simplement les opérations introduites pour les ve
teurs.� Addition des matri
es de même dimension :

A + B = (Aij + Bij).Par exemple, (
2 1 0

1 3 5

)
+

(
1 0 3

4 −3 1

)
=

(
3 1 3

5 0 6

)
.� Multipli
ation d'une matri
e par un s
alaire (=nombre réel, i
i) :

a(Aij) = (aAij).Par exemple,
2




0 1

2 3

2 1


 =




0 2

4 6

4 2


 .L'opération 
ompliquée est 
elle de multipli
ation.� Multipli
ation de deux matri
es m × n et n × p (le nombre de 
olonnes de la premièrematri
e et le nombre de lignes de la se
onde étant don
 un même entier n) :Le produit est la matri
e m × p (on perd tra
e de la dimension intermédiaire n)

AB = (Cik)1≤i≤m, 1≤k≤pave

Cik = Ai1B1k + · · · + AinBnk =

∑

1≤j≤n

AijBjk,le signe de sommation ∑ étant un ra

our
i de notation 
ommode.Autrement dit, le 
oe�
ient (i, k) du produit est le produit s
alaire du i-ième ve
teur-ligne de A et du k-ième ve
teur-
olonne de B :

 Ai1 · · · Ain







B1k...
Bnk




=




...
· · · Cik · · ·... 

 .Par exemple,
(

0 −1 2

3 4 −6

)


1

4

3


 =

(
2

1

)
. (∗)



3.1. L'ANNEAU DES MATRICES CARRÉES 49Le produit d'une matri
e et d'un ve
teur-
olonne peut s'é
rire d'une façon en
ore légère-ment di�érente, qui aura son intérêt plus tard. Notons A1, ..., An les ve
teurs-
olonnesde A. Alors, si x = (x1, ..., xn) ∈ Rn,
A




x1...
xn


 = x1A1 + · · · + xnAn.Exer
i
e. � Cal
uler




1 2

4 5

3 4



(

0 −1 2

3 4 −6

)
.Solution. �




1 2

4 5

3 4



(

0 −1 2

3 4 −6

)
=




6 7 −10

15 16 −22

12 11 −18


 .Systèmes linéaires. � Les matri
es ont été introduites au xixe siè
le pour noter lessystèmes d'équations linéaires de façon abrégée. En e�et, le système





A11x1 + · · · + A1nxn = B1

A21x1 + · · · + A2nxn = B2... ... ...
Am1x1 + · · · + Amnxn = Bmpeut être é
rit en termes de matri
es :

AX = B,ave

A = (Aij), X =




x1...
xn


 et B =




B1...
Bn


 .Par exemple, l'équation matri
ielle

(
0 −1 2

3 4 −6

)


x1

x2

x3


 =

(
2

1

)représente le système suivant, à trois in
onnues et deux équations :
{

−x2 + 2x3 = 2

3x1 + 4x2 − 6x3 = 1,dont l'équation (*) 
i-dessus exhibe une solution X =




x1

x2

x3


 =




1

4

3


 .



50 CHAPITRE 3. INCARTADE FORMELLE : MATRICESPropriétés des opérations. � L'addition et la multipli
ation par les s
alaires jouissentde propriétés analogues à 
elles des opérations 
orrespondantes pour les ve
teurs de R3.L'opération nouvelle est la multipli
ation, qui véri�e notamment :� Distributivité : A(B + B′) = AB + AB′ et (A + A′)B = AB + A′B.� Asso
iativité : A(BC) = (AB)C (
ette propriété sera évidente plus tard, mais il esttoujours possible de la véri�er dire
tement)� Attention, la multipli
ation n'est pas 
ommutative, puisque par exemple
(

0 1

0 0

)(
0 0

0 1

)
=

(
0 1

0 0

)
6=
(

0 0

0 1

)(
0 1

0 0

)
=

(
0 0

0 0

)
.Ainsi, on ne peut pas déduire que AB = CA à partir du fait que B = C !Dé�nitions. � Les matri
es 
arrées (m = n) sont parti
ulièrement importantes et onnote Mn(R) = Mnn(R). De plus,

0 = 0Mn(R) = (0), I = In =




1 0 · · · 0

0 1
...... . . . ...

0 0 · · · 1




∈ Mn(R).La matri
e I est l'élément neutre de la multipli
ation de Mn(R) : AI = IA = A quelleque soit A ∈ Mn(R).Une inverse de A ∈ MnR est une matri
e B ∈ Mn(R) telle que
AB = BA = In.Si une telle matri
e B existe (
e qui n'est pas toujours le 
as), elle est unique (si B′est aussi un inverse de A, en multipliant l'égalité AB = I à gau
he par B′ on obtient

B = B′) ; on la note A−1 et on dit que A est inversible.Par exemple, on peut véri�er que
(

2 1

5 3

)−1

=

(
3 −1

−5 2

)
.Nous verrons plus tard que s'il existe une matri
e B telle que AB = I ou BA = I, alors

A est inversible et B = A−1. Mais 
omme la multipli
ation matri
ielle n'est pas 
ommu-tative, 
e
i n'est pas évident, et devient même faux pour les matri
es re
tangulaires.L'ensemble des matri
es n×n inversibles s'appelle le groupe linéaire de rang n et se note
GLn(R).Proposition. � Soient A,B ∈ Mn(R). Si A et B sont inversibles, il en est de même de
AB et (AB)−1 = B−1A−1.Plus généralement, si A1, ..., Am ∈ Mn(R) sont inversibles, il en est de même de A1 · · ·Amet son inverse est Am

−1 · · ·A1
−1.Démonstration � En e�et, grâ
e à l'asso
iativité de la multipli
ation,

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = Iet de même
(B−1A−1)(AB) = B−1(A−1A)B = I.



3.2. CLASSIFICATION DES SYSTÈMES LINÉAIRES 51Démontrons la se
onde assertion par ré
urren
e sur m. L'a�rmation est vraie pour
m = 1, par dé�nition de l'inversibilité. Supposons maintenant que l'a�rmation est vraiepour m = k, et déduisons-la pour m = k + 1. Soient A1, ..., Ak+1 des matri
es inver-sibles. Notons P = A1 · · ·Ak le produit des k premières matri
es. D'après l'hypothèse deré
urren
e, P est inversible et P−1 = Ak

−1 · · ·A1
−1. Par ailleurs, A1 · · ·Ak+1 = PAk+1est le produit de deux matri
es inversibles, don
, d'après la première assertion de laproposition, A1 · · ·Ak+1 est inversible d'inverse

Ak+1
−1P−1 = Ak+1

−1Ak
−1 · · ·A1

−1,et l'a�rmation est vraie au rang m = k + 1.3.2. Classi�
ation des systèmes linéairesThéorème de rédu
tion des systèmes linéaires. � Le système linéaire du � 3.1 est équi-valent à un unique système linéaire A′X = B′ (au sens que 
es systèmes ont le mêmeensemble de solutions), où A′ est de la forme
A′ =




1 ∗ ∗ 0 ∗ ∗ 0 ...

1 ∗ ∗ 0 ...

1 ...

...


 ,(les 
oe�
ients non é
rits sont nuls et les étoiles sont des 
oe�
ients in
onnus), i.e.(1) sur 
haque ligne le premier 
oe�
ient non nul vaut 1 (il est appelé un pivot) ;(2) le pivot d'une ligne est stri
tement à droite du pivot des lignes pré
édentes ;(3) les 
oe�
ients au-dessus d'un pivot sont nuls.La matri
e A′ s'appelle la forme réduite de A.Une in
onnue est essentielle si sa 
olonne possède un pivot, et libre sinon.Exemple. � Dans un système réduit d'in
onnues (x, y, z) dont le membre de gau
he estdé�ni par la matri
e




1 0 1

0 1 2

0 0 0


 ,

x et y sont essentielles et z est libre. En e�et, z peut être 
hoisi librement, tandis que lesdeux premières équations permettent d'exprimer x et y en fon
tion de z. Si par exemplele membre de droite du système est 1

0

0


, on obtient

x = 1 − z et y = −2z.Si le membre de droite était 1

0

1


, le système serait in
ompatible et n'aurait au
unesolution.



52 CHAPITRE 3. INCARTADE FORMELLE : MATRICESDémonstration du théorème. � Nous démontrerons l'existen
e, mais pas l'uni
ité. L'exis-ten
e se démontre ave
 l'algorithme fang-
heng (ou algorithme du pivot de Gauss). Nousavons déjà ren
ontré 
et algorithme dans le 
al
ul des déterminants en petite dimension� 2.5.Notons
A =




A11 ... A1n... ...
Am1 ... Amn


la matri
e du système (nous n'utiliserons pas expli
itement le membre de droite). Onpeut supposer 
ette matri
e non nulle.(1) Choix du pivot. Si tous les 
oe�
ients de la première 
olonne sont nuls, 
onsidérerla sous-matri
e obtenue en supprimant la première 
olonne, et re
ommen
er jusqu'àl'obtention d'une première 
olonne non nulle.Ensuite, quitte à permuter une ligne ave
 la première on peut supposer que A11 6= 0,et même, quitte à diviser la première ligne par A11, que A11 = 1 : la matri
e devient




1 ... A1n

A21 ... A2n... ...
Am1 ... Amn


 .(2) Élimination des 
oe�
ients sous le pivot. Poser ℓ′i = ℓi−Ai1ℓ1 pour tout i = 2...mramène à une matri
e de la forme




1 ... A1n

0 ... A2n... ...
0 ... Amn


 .(3) Ré
urren
e. Considérons la sous-matri
e




A22 ... A2n... ...
Am2 ... Amn


 .obtenue en négligeant la première ligne et la première 
olonne. Si elle est de dimensionnon nulle (i.e. elle possède au moins une ligne et une 
olonne), on re
ommen
e à lapremière étape ave
 
ette sous-matri
e. Sinon on 
ontinue.Ainsi, à 
haque fois qu'on itère les étapes 1-3, la matri
e perd une ligne et une 
olonne.Au bout d'un nombre �ni d'étape (au plus min(m,n)), on sort de la bou
le.(4) Élimination des 
oe�
ients au-dessus du pivot. Pour 
haque pivot de position

(i0, j0) (
onsidérés par ordre 
roissant de i0) on pose ℓ′i = ℓi − Aij0ℓ
′
i0
(i = 1, ..., i0 − 1).Exer
i
e. � Soit a un nombre réel. Résoudre le système suivant en fon
tion de a :





ax + y + z + t = 0

x + 2y + z + t = 0

x + y + z + t = 0.



3.2. CLASSIFICATION DES SYSTÈMES LINÉAIRES 53Solution. � Notons Ea l'ensemble des solutions du système. Le membre de gau
he dusystème est asso
ié à la matri
e
A =




a 1 1 1

1 2 1 1

1 1 1 1


(1) On 
her
he la forme réduite de A.

A ∼




1 1 1 1

1 2 1 1

a 1 1 1


 ∼




1 1 1 1

0 1 0 0

0 1 − a 1 − a 1 − a


 ∼




1 1 1 1

0 1 0 0

0 0 1 − a 1 − a


(où le signe ∼ est utilisé entre deux matri
es obtenues l'une à partir de l'autre par uneou plusieurs opérations élémentaires).� Pour a = 1, on a

A ∼




1 1 1 1

0 1 0 0

0 0 0 0


 ∼




1 0 1 1

0 1 0 0

0 0 0 0


 .On en déduit l'existen
e de deux variables libres (et deux variables essentielles 
or-respondant aux positions de pivot) ; géométriquement, l'ensemble des solutions estun plan ve
toriel de R4.� Pour a 6= 1, on a

A ∼




1 1 1 1

0 1 0 0

0 0 1 1


 ∼




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 1


 .Il y a 
ette fois trois variables essentielles et une variable libre ; géométriquement,l'ensemble des solutions est une droite ve
torielle.(2) Pour a = 1 :

E1 = {(−z − t, 0, z, t) ∈ R4, z ∈ R, t ∈ R}et, pour a 6= 1,
Ea = {(0, 0,−t, t) ∈ R4, t ∈ R}.Exer
i
e. � Montrer que l'ensemble des solutions d'un système linéaire à 
inq in
onnues
omplexes ne peut pas avoir exa
tement 7 éléments.Solution. � Le nombre N de solutions d'un système se voit fa
ilement sur sa formeréduite (que les 
oe�
ients soient réels ou 
omplexes). Notons A la matri
e du membrede gau
he et B le ve
teur 
olonne du membre de droite, après rédu
tion.� Nous avons la tri
hotomie suivante :Supposons d'abord que A possède une ligne nulle et que le 
oe�
ient de B 
orrespondantà 
ette ligne soit non nul. On est dans la situation ou l'une des équations est, par exemple,signi�e qu'on a une équation 
omme

0x + 0y + 0z = 36.Cette équation n'a pas de solution, don
 le système non plus : N = 0.Subdivisons le 
as 
ontraire en deux sous-
as :� S'il existe un pivot par 
olonne, toutes les in
onnues sont essentielles et il existe unesolution unique : N = 1.
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ertines in
onnues sont libres et il existe autant d'in�nités de solutions : N = ∞.Don
 un système linéaire possède 0, 1 ou une in�nité de solutions ; il est impossible que
N = 7.Corollaire. � Soit A ∈ Mn(R) une matri
e 
arrée. Les propriétés suivantes sont équi-valentes :(1) La matri
e réduite de A est l'identité(2) Quel que soit B ∈ Rn, l'équation Ax = B possède une solution unique(3) A est inversible(4) La matri
e réduite de A possède un pivot par ligne(5) La matri
e réduite de A possède un pivot par 
olonne(6) det A 6= 0.Nous laissons au le
teur le plaisir de dé�nir le déterminant d'une matri
e 
arrée A dedimension quel
onque, sur le modèle de 
e qui a été fait pré
édemment en dimension 2ou 3.Démonstration � Notons A′ la matri
e réduite de A.

(1) ⇔ (2) : Montrons d'abord l'impli
ation 
ontraposée non (2) ⇒ non (1) de l'impli-
ation (1) ⇒ (2) (
es deux impli
ations sont équivalentes). Si A′ n'est pas l'identité,
A′ ne possède pas un pivot par 
olonne. Don
 le système Ax = B possède au moinsune in
onnnue libre, et l'ensemble de ses solutions est don
 0 ou l'in�ni.Ré
iproquement, montrons l'impli
ation non (1) ⇒ non (2). Comme A′ n'est pasl'identité, et 
omme A′ est 
arrée, A′ possède au moins une 
olonne sans pivot. Don
l'ensemble des solutions de Ax = B est nul ou in�ni.
(1) ⇔ (3) : Si A′ = I, l'algorithme d'inversion de A (� 3.3) aboutit, don
 A est inver-sible.Ré
iproquement, si A est inversible, par des opérations sur les lignes on peut ramener
A à l'identité (A′ = I).
(1) ⇔ (4) : Si A′ = I, A′ possède évidemment un pivot par ligne.Ré
iproquement, supposons que A′ possède un pivot par ligne. En général A′ possèdeau plus un pivot par ligne. Don
, i
i, A′ possède exa
tement un pivot par ligne, don

n pivots. Comme A′ est 
arrée et 
omme A′ possède au plus un pivot par 
olonne, i
i
A′ possède exa
tement un pivot par 
olonne. Don
 A′ possède un pivot par ligne et unpivot par 
olonne : A′ = I.
(1) ⇔ (5) : Cette équivalen
e dé
oule du même raisonnement en intervertissant le r�ledes lignes et des 
olonnes.
(1) ⇔ (6) : Les 
al
uls de A′ et de detA se font tous deux par des opérations élé-mentaires inversible sur des lignes, qui ramènent à A′ et à det A′, d'où l'équivalen
evoulue.Exer
i
e. � Montrer que, par trois points du plan non alignés, il passe un unique 
er
le.Solution. � L'équation du 
er
le de 
entre I = (a, b) et de rayon r > 0 est

(x − a)2 + (y − b)2 = r2,soit
x2 + y2 − 2ax − 2by + a2 + b2 − r2 = 0.
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x2 + y2 − 2ax − 2by + c = 0est l'équation du 
er
le de 
entre I = (a, b) et de rayon r =

√
a2 + b2 − c si a2+b2−c ≥ 0 ;si a2 + b2 − c < 0, au
un point ne satisfait 
ette équation.Il s'agit de trouver a, b et r pour que trois points donnés Mi = (xi, yi), i = 1, 2, 3,satisfassent une équation

x2
i + y2

i − 2axi − 2byi + c = 0,ave
 a2+b2−c ≥ 0. Il s'agit de trois équations linéaires à trois in
onnues. Le déterminantde 
e système vaut ∣∣∣∣∣∣

2x1 2y1 −1

2x2 2y2 −1

2x3 2y3 −1

∣∣∣∣∣∣
= −4

∣∣∣∣
x1 − x3 y1 − y3

x2 − x3 y2 − y3

∣∣∣∣ .Si les points Mi ne sont pas alignés, 
ette quantité est non nulle et, d'après le 
orollaire� 3.2, il existe une unique solution (a, b, c) au système. De plus, 
omme l'équation du
er
le admet alors trois solutions (une seule su�rait, i
i), on a bien a2 + b2 − c ≥ 0.3.3. Opérations élémentaires sur les lignes et les 
olonnes d'une matri
eNous allons formaliser les trois opérations élémentaires introduites dans l'algorithme fang-
heng (�� 2.5 et 3.2), en terme de multipli
ation matri
ielle. Cela nous permettra derésoudre des problèmes importants : l'inversion des matri
es 
arrées, la multipli
ativitédu déterminant, et la mise sous forme normale d'une matri
e re
tangulaire.Dé�nitions. � Notons Eij la matri
e 
arrée dont tous les 
oe�
ients sont nuls, sauf le
oe�
ient (i, j) qui vaut 1 (attention Eij n'est don
 pas le 
oe�
ient (i, j) d'une matri
e
E !) :

Eij = (δkiδlj)kl,où
δki =

{
1 si k = i

0 sinon(symbole de Krone
ker, du nom du mathémati
ien et logi
ien allemand L. Krone
ker,1823�1891).Nous dé�nirons trois matri
es élémentaires, 
orrespondant aux trois opérations élémen-taires du � 2.5 (les 
oe�
ients non spé
i�és sont nuls, les 
oe�
ients signalés par despoints sont égaux à 1) :� Matri
e de permutation-transposition :
Sij =




1 . . .
0 1. . .
1 0 . . .

1




= I − Eii − Ejj + Eij + Eji
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e de dilatation :
Di(a) =




1 . . .
1

a

1 . . .
1




= I + (a − 1)Eii, a 6= 1

� Matri
e de transve
tion : Tij(a) =




1 . . . a. . .
1




= I + aEij , i 6= j.Lemme. � Soit A une matri
e re
tangulaire dont le nombre de lignes vaut m. Si E estl'une des trois matri
es élémentaires de taille m × m 
i-dessus, la matri
e EA s'obtientà partir de A respe
tivement en :� é
hangeant les lignes i et j (ℓ′i = ℓj et ℓ′j = ℓi) pour une matri
e de permutation� multipliant s
alairement la ligne i par a (ℓ′i = aℓi) pour une matri
e de dilatation� ajoutant à la ligne i la ligne j multipliée par a (ℓ′i = ℓi + aℓj) pour une matri
e detransve
tion.Si le nombre de 
olonnes de A vaut m, la matri
e AE s'obtient par les opérations analoguesur les 
olonnes de A.Démonstration � Cal
ulons par exemple l'e�et d'une matri
e de transve
tion
Tij(a) = (δkl + aδkiδlj)kl,où l et m sont respe
tivement les indi
es muets de ligne et de 
olonne dans Tij(a), sur lamatri
e A = (Alm)lm. Par dé�nition du produit matri
iel,

Tij(a)A = (δkl + aδkiδlj)kl(Alm)lm =

(∑

l

(δkl + aδkiδlj)Alm

)

km

.Par dé�nition du symbole de Krone
ker (
f. � 3.3), le 
oe�
ient d'indi
e (k,m) de ATij(a)vaut don

(ATij(a))km = Akm +

{
aAjm si k = i

0 sinon.Les lignes k 6= i sont in
hangées, tandis que la ligne i de ATij(a) s'obtient en ajoutant,à la ligne i de A, la ligne j de A multipliée par a.L'e�et des autres types de matri
es élémentaires se 
al
ule de façon analogue.Corollaire. � Toute matri
e élémentaire est inversible et son inverse est une matri
eélémentaire :
Sij

−1 = Sij = Sji, Di(a)−1 = Di

(
a−1
) et Tij(a)−1 = Tij(−a).Démonstration � Par exemple, une fois qu'on a 
hangé ℓi en ℓ′i = ℓi +aℓj, pour revenir àla matri
e de départ il su�t de poser ℓ′′i = ℓ′i − aℓj. Ce
i montre que Tij(a)−1 = Tij(−a),et ainsi de suite.
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i
e. � La matri
e
M =

(
0 1

0 0

)est-elle inversible ?Solution. � Si N =

(
a c

b d

), le produit
NM =

(
0 a

0 b

)ne peut pas être égal à I (par
e que le 
oe�
ient en haut à gau
he est nul, don
 di�érentde 1, quel que soit le 
hoix de N). Don
 M n'est pas inversible.Appli
ation 1 : algorithme d'inversion d'une matri
e. � Comment inverser une ma-tri
e inversible A ? Une stratégie possible est de se ramener, par une série d'opérationsélémentaires sur ses lignes, à la matri
e I. Comme 
haque opération se traduit par lamultipli
ation par une matri
e élémentaire, on obtient une égalité
I = Ek · · ·E2E1A,et 
e qui pré
ède montre que A−1 = Ek · · ·E1, soit, trivialement,
A−1 = Ek · · ·E1I.Autrement dit, il su�t de réaliser en parallèle les mêmes opérations élémentaires sur Aet sur I, pour transformer A en la matri
e identité ; la matri
e ainsi obtenue en partantde I sera pré
isément A−1.Remarquons qu'on pourrait tout aussi bien opérer sur les 
olonnes, et don
 
onstruireune suite �nie de matri
es élémentaires F1, ..., Fl telles que

I = AF1...Fl,i.e.
A−1 = F1...Fl.La seule 
hose importante est de ne pas mélanger les opérations sur les lignes et sur les
olonnes !Exer
i
e. � La matri
e

M =




1 2 3

2 3 1

3 1 2


est-elle inversible et, si oui, quel est son inverse ?Solution. � Suivons la méthode d'inversion proposée ; si l'on arrive au bout (i.e. si, parune suite d'opérations élémentaires, on se ramène à l'identité), 
ela signi�era que M estinversible :

M =




1 2 3

2 3 1

3 1 2







1

1

1


 = I

L1M =




1 2 3

0 1 5

0 5 7


 2ℓ1 − ℓ2

3ℓ1 − ℓ3




1 0 0

2 −1 0

3 0 −1


 = L1
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L2L1M =




1 2 3

0 1 5

0 0 1




5ℓ2−ℓ3
18

1

18




18 0 0

36 −18 0

7 −5 1


 = L2L1

L3L2L1M =




1 2 3

0 1 0

0 0 1


 ℓ1 − 3ℓ3

ℓ2 − 5ℓ3

1

18



−1 5 −1

1 7 −5

7 −5 1


 = L3L2L1

I = L4L3L2L1M =




1

1

1


 ℓ1 − 2ℓ2 1

18



−5 1 7

1 7 −5

7 −5 1


 = L4L3L2L1 = M−1.Exer
i
e. � Cal
uler la matri
e inverse, quand elle existe, de la matri
e

A =

(
a b

c d

)
∈ M2(R).Solution. � Par la même méthode, on trouve que A est inversible si et seulement si

ad − bc 6= 0, auquel 
as
A−1 =

1

ad − bc

(
d −b

−c a

)
.Dans la quantité qui apparait au dénominateur, on re
onnaît le déterminant de A (� 2.5).Appli
ation 2 : forme normale d'une matri
e. � Soit A ∈ Mmn(R). Il existe un entier

r ∈ {0, ...,min(m,n)} et deux matri
es inversibles P ∈ GLm(R) et Q ∈ GLn(R) tellesque
PAQ = Jr, Jr :=




1 . . .
1

0 . . .
0




,

où la matri
e Jr a tous ses 
oe�
ients nuls, sauf les r premiers 
oe�
ients sur la diagonale,qui valent 1.Si A est 
arrée (m = n), elle est inversible si et seulement si r = n.Démonstration � On déduit de l'algorithme fang-
heng du � 3.2 (auquel il faut ajouterles étapes 
onsistant à éliminer les 
oe�
ients non nuls au-dessus des pivots, par desopérations sur le 
olonnes) et de l'interprétation matri
ielle des opérations élémentairessur les lignes et les 
olonnes, qu'il existe des matri
es d'opérations élémentaires E1, ...Eket F1, ..., Fl telles que
Ek...E1AF1...Fl = Jr.Il ne reste qu'à poser P = Ek...E1 et Q = F1...Fl.Si m = n, 
omme P et Q sont inversibles, A est inversible si et seulement si Jr estinversible, 
'est-à-dire r = n.
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ation 3 : multipli
ativité du déterminant. � Le déterminant est multipli
atif :
det(AB) = det A det B, A,B ∈ M3(R).Le le
teur avide de généralisation aura deviné que 
ette formule vaut pour des matri
es
arrées de dimension quel
onque. La démonstration 
i-dessous peut elle aussi être lue enpensant à des matri
es 3 × 3 ou n × n au 
hoix.Démonstration � Les règles de 
al
ul du déterminant du � 2.5 montrent que

detSij = −1, det Di(a) = a et detTij(a) = 1.On a vu dans le 
hapitre pré
édent 
omment les opérations élémentaires sur les 
olonnesmodi�ent le déterminant d'une matri
e 
arrée. On voit don
 que si M une matri
e 
arréeet si E est une matri
e élémentaire,
det(ME) = detM detE.Prenons maintenant deux matri
es 
arrées A et B de même dimension. D'après le � 3.3,on peut dé
omposer A et B sous la forme

A = E1...EkJrF1...Fl et B = E′
1...E

′
kJr′F

′
1...F

′
l ,où k, l, k′, l′ sont des entiers et où les matri
es Ei, Fi, E′

i et F ′
i sont des matri
es d'opé-rations élémentaires.Supposons pour 
ommen
er que A et B sont inversibles. Alors Jr = Jr′ = I, don


A = E1...Ek F1...Fl et B = E′
1...E

′
k F ′

1...F
′
l .Mais d'après 
e qui pré
ède, par ré
urren
e on voit que

det(AB) = det(E1...Ek F1...Fl E
′1...E′

k F ′
1...F

′
l )

= (det E1)...(det Ek) (det F1)...(det Fl) (det E′
1)...(det E′

k′) (det F ′
1)...(det F ′

l′)

= det(E1...Ek F1...Fl) det(E′1...E′
k F ′

1...F
′
l )

= det A det B.Si A ou B n'est pas inversible, d'après le 
orollaire � 3.2 on a det A ou detB = 0, don

det A det B = 0. Il ne reste qu'à montrer qu'alors det(AB) = 0. Reprenons le 
al
ul de
i-dessus dans 
e 
as. Supposons par exemple que Jr 6= I et Jr′ = I (les autres 
as étantanalogues). On a
det(AB) = det(E1...EkJrF1...Fl E

′1...E′
k F ′

1...F
′
l )

= (detE1...EkJr) (det F1)...(det Fl) (det E′
1)...(det E′

k′) (det F ′
1)...(det F ′

l′).Or les matri
es E1, ..., Ek sont inversibles et la matri
e Jr ne l'est pas, don
 E1...EkJrn'est pas inversible et son déterminant est nul. Don
 det AB = 0.Appli
ation 4 : Invarian
e du déterminant par transposition. � Soit A = (Aij)(i,j) ∈
Mn(R). La matri
e transposée de A est la matri
e tA = (Aji)(i,j) obtenue en é
rivant les
olonnes en ligne et vi
e-versa.Par exemple,

t



1 2 3

4 5 6

7 8 9


 =




1 4 7

2 5 8

3 6 9


 .



60 CHAPITRE 3. INCARTADE FORMELLE : MATRICESAussi, si u, v ∈ Rn, un 
al
ul dire
t montre qu'on a
(Au) · v = u · (tAv)pour tous u, v ∈ R3, et, plus généralement, si A,B ∈ Mn(R),

t(AB) = tBtA.L'interprétation géométrique de la transposition des matri
es, qui dépasse le 
adre de
e 
ours, et sera expliquée dans le 
ours d'algèbre linéaire ave
 le 
on
ept de dualitéve
torielle.Le fait est que le déterminant invariant par transposition :
detA = det tA, A ∈ Mn(R).Démonstration � Nous allons déduire l'invarian
e voulue du fait véri�able dire
tementque, si E est une matri
e élémentaire,

det E = det tE.(Si E est une matri
e de permutation-transposition ou une matri
e de dilatation, 
'estimmédiat puisque dans 
es 
as E = tE. Si E est une matri
e de transve
tion, on voitque det E = 1 = det tE.)D'après � 3.3, il existe un entier r et des matri
es élémentaires E1, ..., Ek et F1, ..., Fl telsque
A = E1...Ek Jr F1...Fl;alors, en utilisant le fait que tJr = Jr, par ré
urren
e on voit que

tA = tFl...
tF1 Jr

tEk...
tE1.Don


det A = det(E1...Ek Jr F1...Fl)

= (det E1)...(det Ek)(det Jr)(det F1)...(det Fl) (multipli
ativité, � 3.3)
= (det tFl)...(det tF1)(det Jr)(det tEk)...(det tE1)

= det(tFl...
tF1 Jr

tEk...
tE1) (multipli
ativité, � 3.3)

= det tA.

ComplémentsStru
ture d'anneau. � Un anneau est un ensemble R muni de deux opérations + et × tellesque� (R, +) est un groupe 
ommutatif, dont on note 0 l'élément neutre� × est asso
iative et possède un élément neutre, noté 1� L'addition est distributive sur la multipli
ation.Nous venons de voir que (Mn(R), +,×) est un anneau et que (GLn(R),×) est un groupe non
ommutatif.



COMPLÉMENTS 61Volume k-dimensionnel dans Rn. � On peut montrer que le volume k-dimensionnel du paral-lélépipède engendré par k ve
teurs v1, ..., vk dans Rn est
√

det (V tV ),où V est la matri
e à n lignes dont les k 
olonnes sont les vi, et où tV désigne la matri
etransposée de V (
f. � 3.3) ; la démonstration utilise les 
on
epts de dualité et d'algèbre bilinéaire,don
 dépasse le 
adre de 
e 
ours (voir par exemple [KP08, Proposition 1.4.3℄).





CHAPITRE 4TRANSFORMATIONS LINÉAIRES DE L'ESPACE
Mots-
lef du 
hapitre. � Transformation linéaire, matri
e d'une transformation, inver-tibilité, base, 
omposante, 
onjugaison, opérateur orthogonal, ve
teur propre4.1. Matri
es et transformations linéairesDé�nition. � Une transformation linéaire de R3 est une transformation de R3, 
'est-à-dire une appli
ation A : R3 → R3, qui est linéaire au sens déjà ren
ontré que, pour tous
v,w ∈ R3 et tous a, b ∈ R, on a

A(av + bw) = aA(v) + bA(w).Remarque. � Si A est linéaire, for
ément A(0) = 0. En e�et, d'après la dé�nition on aen parti
ulier
A(0) = A(1.0R3) + A(1.0R3) = 1A(0R3) + 1A(0R3) = 2A(0R3).Exemples. � L'appli
ation A : R → R, x 7→ x + 1 n'est pas linéaire par
e que A(0) =

1 6= 0.L'appli
ation sin n'est pas linéaire, bien que sin 0 = 0. En e�et, on sait par exemple que
sin(π/2 + π/2) = sinπ = 0tandis que

sin π/2 + sin π/2 = 2.Exemple. � Si A est une matri
e 3 × 3, l'appli
ation en
ore notée A,
R3 → R3, x 7→ A(x) := Axest linéaire.Notons A1, A2 et A3 les ve
teurs-
olonne de A. Au � 3.1, on avait vu que
Ax = x1A1 + x2A2 + x3A3.En appliquant 
ette formule su

essivement à x = i, j et k, on voit que le n-ièmeve
teur 
olonne de A est l'image par l'appli
ation linéaire A du n-ième ve
teur de la base
anonique.
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iproquement, toute appli
ation linéaire est de 
ette forme.En e�et, une appli
ation linéaire Ã étant donnée, il su�t de dé�nir la matri
e A 
ommela matri
e (Ã(i), Ã(j), Ã(k)). Alors
Ã(x) = x1A1 + x2A2 + x3A3 = Ax.Autrement dit,Il est équivalent de se donner une transformation linéaire de R3 ou une matri
eréelle 3 × 3. Nous identi�erons systématiquement l'une à l'autre.Proposition. � La 
omposition des appli
ations et la multipli
ation matri
ielle 
oïn-
ident :

(AB)x = A(B(x))pour toutes matri
es A,B ∈ M3(R) et tout ve
teur x ∈ R3. En parti
ulier, A est inver-sible 
omme appli
ation si et seulement si elle est inversible 
omme matri
e, auquel 
asles deux inverses 
oïn
ident.Il est 
onseillé de retrouver la démonstration suivante plut�t que de la lire...Démonstration � Notons A = (Amn)1≤m,n≤3, B = (Bnp)1≤n,p≤3 et x = (xp)1≤p≤3. Alorsl'appli
ation linéaire asso
iée au produit matri
iel AB :
(AB)x =

(∑

n

AmnBnp

)

mp

(xp)p

=

(∑

n

∑

p

AmnBnpxp

)

m

=
∑

n

∑

p

AnBnpxp

= A(Bx),
oïn
ide bien ave
 la 
omposée des appli
ations linéaires asso
iées à A et B.Si A est inversible 
omme appli
ation et si l'on note A−1 sa bije
tion ré
iproque, pourtout x on a
x = A−1(Ax) = (A−1A)x,don
 A−1A = I et de façon similaire AA−1 = I, don
 A est inversible aussi 
ommematri
e et sa matri
e inverse est la matri
e de sa bije
tion ré
iproque.La ré
iproque est analogue.Exer
i
e. � Montrer que le produit matri
iel est asso
iatif :

A(BC) = (AB)C.Solution. � On a
((AB)C)(x) = (AB)(Cx) = A(B(Cx)) = A((BC)x) = (A(BC))xpour tout x, d'où l'asso
iativité.Corollaire immédiat. � Soit A une transformation linéaire inversible. Alors son inverse

A−1 est linéaire.
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i
e. � Montrer le 
orollaire dire
tement, sans passer par les matri
es.Solution. � Notons y = Ax et y′ = Ax′. On veut montrer que
A−1(ay + a′y′) = aA−1(y) + a′A−1(y′).Comme A est bije
tive, 
ette égalité est équivalente à la suivante :

ay + a′y′ = A(ax + a′x′),qui est satisfaite par hypothèse.4.2. BasesDé�nition. � Une base de R3 est une famille F = (u, v,w) de trois ve
teurs de R3 telleque l'appli
ation linéaire F 
orrespondante soit inversible, i.e. detF 6= 0 (
f. � 3.2).Comme
F




a

b

c


 = au + bv + cw,le fait que F est une base équivaut à 
elui que our tout ve
teur x ∈ R3 il existe d'uniques

a, b, c ∈ R tels que
au + bv + cw = x.Les 
oe�
ients a, b et c sont les 
omposantes de x dans la base F , et sont donnés par laformule 


a

b

c


 = F−1x.Proposition. � F est une base si et seulement si F est libre : ∀a, b, c ∈ R (au + bv +

cw) = 0 ⇒ a = b = c = 0Démonstration � Si F est une base, F est trivialement libre (prendre x = 0).Ré
iproquement, supposons F libre. D'après le théorème de rédu
tion du � 3.2, la matri
eréduite de F est l'identité. Don
, si x ∈ R3, le système linéaire
au + bv + cw = xd'in
onnues a, b, c ∈ R possède une solution unique.Exer
i
e. � Les trois ve
teurs

u = i + j − k, v = i − j + k, w = −i + j + kforment-ils une base de R3 ?Solution. � On a
(u, v,w) =




1 1 −1

1 −1 1

−1 1 1


 ∼




1 1 −1

0 1 −1

0 1 0


 ∼




1 1 −1

0 1 −1

0 0 1


 ∼ I3,don
 la famille (u, v,w) est libre ; 
'est une base de R3.



66 CHAPITRE 4. TRANSFORMATIONS LINÉAIRES DE L'ESPACE4.3. ConjugaisonDé�nition. � Deux transformations linéaires A,B ∈ M3(R) sont 
onjuguées s'il existeune transformation linéaire inversible F de R3, appelée une 
onjugaison, telle que lediagramme d'appli
ations suivant 
ommute :
R3 A

// R3

R3

F

OO

B
// R3,

F

OO
'est-à-dire
AF = FB.(La 
onjugaison dans 
e sens ne doit pas être 
onfondue ave
 la 
onjugaison des nombres
omplexes. Par ailleurs, dans les ouvrages français, on dit parfois semblable à la pla
e de
onjugué.)Proposition. � Si A et B sont 
onjuguées, det A = detB.Démonstration � En e�et, B = F−1AF don
, d'après le 
ara
tère multipli
atif du dé-terminant (� 3.3),

det B = det(F−1AF ) = det(F−1) det Adet F = det AdetF−1F = det A.Interprétation géométrique. � Le rapport de volume entre un parallélépipède dont unsommet est l'origine, et son image par la transformation A, ne dépend pas du parallélé-pipède.Démonstration � Pour 
omparer 
e rapport pour deux parallélépipèdes di�érents, il su�td'appliquer la formule 
i-dessus ave
 la 
onjugaison F donnée par la transformation quienvoie le premier parallélépipède sur le se
ond.Cette interprétation géométrique, à son tour, rend naturelle la multipli
ativité du déter-minant. En e�et, le déterminant apparaît 
omme le fa
teur par lequel la transformationlinéaire A multiplie les volumes. Don
 le déterminant de AB est le produit des fa
teurs
detA et det B. (Notons 
ependant que nous avons utilisé la multipli
ativité du déter-minant pour interpréter ainsi le déterminant. Cet argument ne démontre don
 pas lamultipli
ativité.)Exer
i
e. � Montrer qu'une transformation linéaire de R2 (dé�nie de façon analogueaux transformations linéaires de R3) de la forme

A =

(
a b

b d

)
, a, b, d ∈ R,est 
onjuguée à une matri
e diagonale. En déduire une méthode pour 
al
uler A100.Solution. � Supposons par analyse que A soit 
onjuguée à une matri
e diagonale

B =

(
λ1 0

0 λ2

)
,
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onjugaison F = (F1, F2). Notons e1 et e2 les ve
teurs de la base 
anoniquede R2. Dans le 
arré 
ommutatif d'appli
ations 
ara
térisant la 
onjugaison de A et B(� 4.3), regardons les images des ve
teurs ei :
Fi

A
// A(Fi) =

ei

F

OO

B
// λiei,

F

OODon

A(Fi) = λiFi.Les ve
teurs Fi véri�ent 
ette propriété très parti
ulière que leur image par A est pro-portionnelle à eux-même. On dit que les Fi sont des ve
teurs propres de A.On voit qu'il su�t de trouver deux tels ve
teurs libres F1 et F2. Ces ve
teurs sont deuxsolutions libres (don
, en parti
ulier, non nulles) de l'équation

Af = λfd'in
onnue f = (x, y) pour un 
ertain réel λ ∈ R. Cette équation se ramène au système
{

(a − λ)x + by = 0

bx + (d − λ)y = 0,soit {
(a − λ)x + by = 0

((d − λ)(a − λ) − b2)x = 0.Pour que 
e système possède une solution non triviale, il faut et il su�t que
λ2 − (a + d)λ + ad − b2 = 0.Le dis
riminant de 
ette équation de degré deux est ∆ = (a − d)2 + 4b2 ≥ 0. Si ∆ = 0,

b = 0 et A est déjà diagonale. Supposons don
 que b 6= 0. Alors l'équation possède deuxra
ines réelles distin
tes λ1 et λ2. Quand λ = λi, le système 
i-dessus se réduit à uneéquation s
alaire, dans laquelle x est essentielle et y libre. Dans 
ha
un des deux 
as, en�xant y = 1 et on obtient l'unique valeur possible de x. Notons F1 et F2 les deux ve
teursainsi obtenus. Ils forment une base de R2, par
e que s'ils étaient liés, on aurait λ = β, 
equi a été ex
lu. D'après le raisonnement 
i-dessus, on a ainsi 
onstruit une 
onjugaison
F = (F1, F2) entre A et B : A = FBF−1.Comment 
al
uler simplement A100 ? Remarquons déjà que

A2 = FBF−1 FBF−1 = FB2F−1,où le 
arré de B est immédiat à 
al
uler puisque B est diagonale :
B2 =

(
λ2

1 0

0 λ2
2

)
.Par ré
urren
e on voit que, pour tout n ≥ 0,

An = FBnF−1, Bn =

(
λn

1 0

0 λn
2

)
.Don
 en parti
ulier le 
al
ul de A100 se réduit au 
al
ul du produit de trois matri
es :

A100 = F

(
λ100

1 0

0 λ100
2

)
F−1.



68 CHAPITRE 4. TRANSFORMATIONS LINÉAIRES DE L'ESPACENous allons voir 
omment 
ertains autres problème sont simpli�és par le 
hoix d'une
onjugaison adaptée.4.4. Exemple : Opérateurs orthogonauxProposition et dé�nition. � Soit A une transformation linéaire de R3. Les propriétéssuivantes sont équivalentes :(1) A 
onserve le produit s
alaire : (Au) · (Av) = u · v(2) tAA = I(3) Les ve
teurs-
olonne A1, A2 et A3 de A forment une base orthonormale, i.e. ilsforment une base telle que
A1

2 = A2
2 = A3

2 = 1, et A1 · A2 = A1 · A3 = A2 · A3 = 0(A1
2 = A1 · A1, et
.).Si elles sont véri�ées, A est quali�ée d'orthogonale. On note O3(R) et on appelle groupeorthogonal de la dimension 3 l'ensemble des transformations orthogonales de R3.Démonstration � Comme (Au) · (Av) = (tAAu) · v, les propriétés (1) et (2) sont équi-valentes. Pour déduire (3) de (1), il su�t de prendre pour u et v les ve
teurs de la base
anonique. Pour déduire (1) de (3), il su�t d'utiliser la bilinéarité du produit s
alaire.Dans la suite on suppose que A ∈ O3(R).Lemme. � Il existe un ve
teur w ∈ R3 unitaire (‖w‖ = 1) tel que Aw = ±w.Démonstration � Commençons par 
her
her plus généralement un ve
teur w 6= 0 tel que

Aw = λw, ave
 λ ∈ R, soit
(A − λI)w = 0 ;un tel ve
teur, envoyé par A sur un multiple de lui-même, est 
e qui s'appelle un ve
teurpropre de A. Pour 
ela, il faut et il su�t que det(A−λI) = 0. Cette dernière équation estpolynomiale de degré 3 en λ, à 
oe�
ients réels. Elle possède don
 au moins une ra
ineréelle (exer
i
e du � 1.3), que nous noterons λ. Notons w une solution de norme unité.Il ne reste qu'à montrer que λ = ±1. Par bilinéarité du produit s
alaire on a
Aw · Aw = λ2w2.Or, par dé�nition d'une transformation orthogonale,
Aw · Aw = w · w.Don
 λ2 = 1 
omme voulu.Lemme. � Le déterminant de A vaut ±1.Démonstration � Par dé�nition d'un opérateur orthogonal, tAA = I et, d'après le 
a-ra
tère multipli
atif du déterminant (� 3.3),

det tAA = (det A)2 = det I = 1,don
 detA = ±1.



4.4. EXEMPLE : OPÉRATEURS ORTHOGONAUX 69Lemme. � Rappelons que le ve
teur w a été dé�ni au � 4.4. Le plan ve
toriel orthogonalà w, P = {v ∈ R3 ; v · w = 0}, est stable par A :
v · w = 0 ⇒ (Av) · w = 0.Démonstration � Soit v ∈ R3 orthogonal à w. On a

(Av) · w = (Av) · (±Aw) = ±v · w = 0.Théorème. � A : R3 → R3 est 
onjuguée à
B =




cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 ±1


 .La droite ve
torielle Rw est �xée par A et s'appelle un axe de A ; l'angle θ est un anglede A.Démonstration � Soient u et v deux ve
teurs libres de P , supposés orthonormés (u·v = 0,

‖u‖ = ‖v‖ = 1), F = (u, v,w) ∈ M3(R) et B = F−1AF :
R3 A

// R3

R3

F

OO

B
// R3.

F

OOD'après les lemmes �� 4.4�4.4, B est de la forme
B =




a b 0

c d 0

0 0 ±1


 .Comme les transformations A et F sont orthogonales, B = F−1AF l'est aussi (d'aprèsla 
ara
térisation (1) du � 4.4, le produit de deux transformations orthogonales est unetransformation orthogonale).Les deux ve
teurs (a, c) et (b, d) forment une base orthonormée de R2 :

a2 + c2 = b2 + d2 = 1, ab + cd = 0.Quitte à 
hanger w en −w, on peut d'ailleurs 
hanger le signe du déterminant
∣∣∣∣∣∣

a b 0

c d 0

0 0 ±1

∣∣∣∣∣∣
= ±

∣∣∣∣
a b

c d

∣∣∣∣ ,et supposer par exemple que ∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣ > 0.Notons θ et φ les angles tels que
eiθ = a + ic et eiφ = b + id.On a

ab + cd = cos(θ − φ) = 0,
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 θ − φ = π/2 (mod π). Don
 il existe ǫ = ±1 tel que b = −ǫ sin θ et d = ǫ cos θ.Comme ∣∣∣∣
a b

c d

∣∣∣∣ = ad − bc = sin(θ − φ) = ǫ,on a en réalité ǫ = 1. Don
 B est de la forme souhaitée.Remarquons que Rw est unique (
omme droite ve
torielle invariante) si et seulement si
θ 6= 0 (mod 2π). Par ailleurs, l'angle θ de la rotation n'est lui-même déterminé modulo
2π qu'au signe près, 
omme on le voit en 
hangeant w en −w.Dé�nition. � Une rotation est une transformation orthogonale dont le déterminant vaut
1.D'après le théorème � 4.4, une telle rotation est 
onjuguée à une matri
e

B =




cos θ sinθ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1.


Exer
i
e. � Montrer que la rotation d'angle θ et dont l'axe est dirigé par le ve
teurunitaire w est donnée par

Rw,θ(x) = cos θ x + sin θ (w ∧ x) + (1 − cos θ) (x.w)w.Solution. � Il su�t de véri�er la formule sur trois ve
teurs formant une base de R3,par exemple sur un ve
teur x 6= 0 quel
onque orthogonal à w, sur w et sur x ∧ w.4.5. Exemple : Petites os
illations de deux pendules 
ouplésNotations. � Considérons deux pendules (masses atta
hées au bout d'une tige dont l'autreextrémité est �xée de façon à laisser la tige os
iller librement dans un plan �xe) os
illant dansdes plans parallèles, soumis à la pesanteur, et 
ouplés par un ressort spiral.
��

x1

x2
m1

ℓ2

m2

ℓ1

On note x1 et x2 les angles que 
es pendules font ave
 la verti
ale. Ce sont des fon
tions dutemps t.En Mé
anique, on montre que, sous des hypothèses et dans des unités 
onvenables,
{

ẍ1 = −ω1 sin x1 + (x2 − x1)

ẍ2 = −ω2 sin x2 + (x1 − x2)(
'est par exemple une 
onséquen
e du théorème du moment 
inétique) ; ẍj est l'a

élérationangulaire (dérivée se
onde de xj par rapport à t) du pendule j, −ωj sin xj est le terme depesanteur tandis que xk − xj est le terme de 
ouplage dû au ressort.Nous allons déterminer le mouvement appro
hé de 
e système au voisinage des points d'équilibre
x1 = x2 = 0. Rappelons que sinx ≃ x et que 
ette approximation est d'autant meilleure que x est
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e qui permet de rempla
er ave
 une bonne pré
ision le système exa
t par sa linéarisation :
{

ẍ1 = −ω1x1 + (x2 − x1)

ẍ2 = −ω2x2 + (x1 − x2),soit
ẍ = Ax, x =

(
x1

x2

)
, A =

(
−(ω1 + 1) 1

1 −(ω2 + 1)

)
.Pour simpli�er en
ore, nous allons faire les 
al
uls en supposant les deux pendules identiques :

ω1 = ω2 =: ω.Exer
i
e : Faire l'étude ave
 deux pendules di�érents.Sans le ressort, la matri
e du système serait diagonale
A =

(
−ω 0

0 −ω

)
,et l'équation di�érentielle ve
torielle 
i-dessus se ramène à la résolution de deux équations di�é-rentielles s
alaires indépendantes. La Théorie des Équations di�érentielles s
alaires montre alorsque les solutions seraient les fon
tions de la forme

(
x1(t)

x2(t)

)
=

(
a1 cos(ωt + ϕ1)

a2 cos(ωt + ϕ2)

)
, a1, a2, ϕ1, ϕ2 ∈ R(
'est un 
al
ul immédiat de véri�er que la fon
tion xj : t 7→ aj cos(ωt + ϕj) est solution de

ẍj = −ωxj ; le fait important est qu'on obtient bien toutes les solutions ainsi).Quand le ressort est là, la matri
e A n'est plus diagonale mais on va voir qu'elle est 
onjuguée àune matri
e diagonale.Cher
hons les ve
teurs v tels que Av soit proportionnel à v (tandis que Av = v1A1 + ... + vnAnest généralement une 
ombinaison linéaires des autres ve
teurs de la base) : Av = λv, où λ estun s
alaire.Dé�nition. � Un ve
teur propre de A est un ve
teur v non nul tel qu'il existe λ ∈ C tel que
Av = λv. Le s
alaire λ est une valeur propre de A.Lemme. � Les valeurs propres de A sont les ra
ines du polyn�me 
ara
téristique de A : det(A−
λI) = 0.Démonstration � Une valeur propre est en e�et un nombre 
omplexe λ tel que l'équation Av = λvadmette au moins une solution v non triviale (v = 0 est toujours solution, mais ne nous aide pasà 
onstruire une base adaptée). C'est dire que A−λI n'est pas inversible, d'où l'a�rmation.Exer
i
e : Montrer que det(A − λI) est un polyn�me de degré n si A ∈ Mn(R).Rappelons qu'un polyn�me de degré n possède au plus n zéros 
omplexes distin
ts (
f. � 1.3).Il est important de 
onsidérer des valeurs propres 
omplexes même si A est un endomorphismede Rn : si A possède des valeurs propres imaginaires, ses valeurs propres réelles et les ve
teurspropres asso
iés, en nombre < n, ne peuvent en e�et su�re pour 
onstruire une base. Même en
omplexi�ant le problème on ne peut pas toujours diagonaliser A.. � Mais revenons à la transformation

A =

(
−α 1

1 −α

)
, α = 1 + ωde R2 dont dépend le mouvement de nos deux pendules 
ouplés. Quels en sont les ve
teurspropres ?



72 CHAPITRE 4. TRANSFORMATIONS LINÉAIRES DE L'ESPACEL'équation Av = λv est équivalente (ℓ′1 = −ℓ1 − (α + λ)ℓ2) à
(

0 (α + λ)(α + λ) − 1

1 −α − λ

)
v = 0.Ce système n'a de solution v non triviale que si le paramètre λ est lui-même ra
ine de

P (λ) = λ2 + 2αλ + α2 − 1(voilà le polyn�me 
ara
téristique de P , mais en plus de le 
al
uler on a rendu triangulaire lesystème d'équations de v), i.e. λ prend l'une des deux valeurs
λ± := −α ± 1.Un ve
teur propre asso
ié à λ± est

v = b± :=

(
1

±1

)(on pourrait prendre n'importe quel autre ve
teur proportionnel non nul).Considérons don
 la base
B = (b+, b−) =

(
1 1

1 −1

)faite des deux ve
teurs propres trouvés et la 
onjugaison induite par la matri
e B. Notons
AB = B−1AB =

(
λ+ 0

0 λ−

)la matri
e 
onjuguée à A (la forme parti
ulière de AB est évidente sans 
al
ul, mais elle peutêtre véri�ée en e�e
tuant le produit des trois matri
es).Comme la 
onjugaison B est indépendante du temps, l'équation di�érentielle satisfaite par y =

B−1x est
ÿ = B−1ẍ = B−1Ax = B−1ABy = ABy.C'est dire que les 
omposantes de y = (y+, y−) satisfont des équations di�érentielles s
alairesindépendantes l'une de l'autre :

ÿ+ = λ+y+, ÿ− = λ−y−.Remarquons que λ± < 0 et notons λ± = −ω2
±. Alors y±(t) est de la forme

y+ = Y+ cos(ω+t + ϕ+), y− = Y− cos(ω−t + ϕ−), Y±, ϕ± ∈ R.On ré
upère en�n x(t) par une simple multipli
ation par la 
onjugaison B :
x(t) = B

(
y+(t)

y+(t)

)
= Y+

(
cos(ω+t + ϕ+)

cos(ω+t + ϕ+)

)
+ Y−

(
cos(ω−t + ϕ−)

cos(ω−t + ϕ−)

)
.On voit que x est une 
ombinaison linéaire de deux solutions parti
ulières, l'une pour laquelleles deux pendules sont en phase (
oe�
ient Y+), et l'autre pour laquelle les deux pendules sonten opposition de phase.Exer
i
e. � Montrer que si |ω+ − ω−| ≪ ω+ alors l'amplitude d'os
illation de 
ha
un des deuxpendules peut moduler, de sorte que périodiquement un seul des deux pendules semble os
iller.



COMPLÉMENTS 73ComplémentsExer
i
e. � L'exponentielle d'une matri
e M est la matri
e notée eM dé�nie par la sommein�nie
eM = I + M +

M

2
+

M

3!
+ · · · =

∑

n≥0

Mn

n!
;le 
ours d'analyse montre que� la suite I + M + · · · + Mn

n!

onverge (
haque 
oe�
ient 
onverge vers un réel),� M eM = eMM ,� et, si M = Mt dépend di�érentiablement d'un paramètre t ∈ R, la dérivée de eMt est

deMt

dt
= eMt

dMt

dt
.(1) Cal
uler eM quand M est diagonale.(2) Trouver l'équation di�érentielle satisfaite par le ve
teur mobile x(t) := etMx0, où A ∈

Mn(R) et x0 ∈ Rn.Solution. �(1) Si M = Diag (λ1, ..., λn), eM = Diag (eλ1 , ..., eλn).(2) On a
dx

dt
(t) = etMMx0 = MetMMx0,don
 x(t) satisfait l'équation di�érentielle

dx

dt
(t) = Mx(t).Exer
i
e. � Soit f : Mn(R) → R une fon
tion 
ontinue. Montrer que f est invariante par
onjugaison (f(F−1AF ) = f(A)) si et seulement si elle est invariante par 
ommutation (f(AB) =

f(BA)).Solution. � Si f est invariante par 
onjugaison,
f(BA) = f((A−1A)(BA)) par
e que A−1A = I

= f(A−1(AB)A) par asso
iativité du produit matri
iel
= f(AB) par hypothèse.Notons qu'i
i on a ta
itement supposé A inversible. Si 
e n'est pas le 
as, on peut trouver unesuite (An)n≥0 de matri
es inversibles qui 
onverge vers A (pourquoi ?) ; 
e qui pré
ède montreque f(AnB) = f(BAn), et on obtient l'égalité voulue en passant à la limite.La ré
iproque est évidente.Exer
i
e. � Pour toute matri
e 
arrée M ∈ M3(R), on dé�nit la tra
e de M 
omme le nombre

tr(M) = M11 + M22 + M33.Le le
teur admettra ou véri�era que, si N est une autre matri
e 3 × 3,
tr(MN) = tr(NM).(1) Soit M = Diag(λ1, λ2, λ3) une matri
e diagonale. Montrer que

d

dt

∣∣∣∣
t=0

det(I + tM) = tr M.(2) En déduire 
ette formule quand M est diagonalisable. On admettra que la même formulereste valide en général ; l'interpréter géométriquement.



74 CHAPITRE 4. TRANSFORMATIONS LINÉAIRES DE L'ESPACE(3) Considérons l'équation di�érentielle linéaire Ṁx. D'après l'exer
i
e � 4.5, une solution enest x(t) = etMx(0). L'appli
ation linéaire x(0) 7→ x(t) multiplie don
 les volumes par le fa
teur
det etM . Quel est la dérivée de 
e rapport de volume, par rapport à t en t = 0 (formule de J.Liouville, mathémati
ien français, 1809�1882) ?Solution. �(1) On a

det(I + tM) = det




1 + tλ1 0 0

0 1 + tλ2 0

0 0 1 + tλ3




= (1 + tλ1)(1 + tλ2)(1 + tλ3)

= 1 + t(λ1 + λ2 + λ3) + o(t),don

d

dt

∣∣∣∣
t=0

det(I + tM) = tr M.(2) Si M est 
onjuguée à une matri
e diagonale : M = FDF−1 ave
 D diagonale, la multi-pli
ativité du déterminant montre que
det(I + tM) = det(F (F−1F + tD)F−1) = det(FF−1) det(I + tD) = det(I + tD).D'après la formule obtenue à la première question, maintenant appliquée à D,

d

dt

∣∣∣∣
t=0

det(I + tM) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

det(I + tD) = tr D.Or
tr D = tr(F−1FM) = tr(F−1MF ) = trM.Finalement, on a la même formule que dans le premier 
as.

d

dt

∣∣∣∣
t=0

det(I + tM) = tr M.Géométriquement, 
ette formule signi�e que, quand on fait subir des variations in�nitésimalesaux ve
teurs de la base 
anonique, seules les variations de 
haque ve
teur dans sa propre dire
tiona un e�et sur le volume du parallélépipède engendré.(3) D'après 
e qui pré
ède, pour l'équation di�érentielle ẋ = Mx, le taux d'a

roissement duvolume des solutions par rapport à t en t = 0 est
d

dt

∣∣∣∣
t=0

det etA = tr A.
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