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Le but est, en utilisant le théorème spectral, de fournir une caractérisation utile des éléments
du spectre. On considère un opérateur auto-adjoint A, de domaine D(A) sur un espace de
Hilbert H. Le théorème spectral fournit l’existence d’une mesure borélienne positive µ localement
bornée, définie sur M ⊂ R

d, et d’une isométrie U : H → L2(M,dµ) telles que A = U∗aU où
a est un opérateur (maximal) de multiplication défini sur L2(M,dµ). Il est possible (mais pas
indispensable) de prendre M = σ(A)× N ⊂ R

2 et a(s, n) = s.

1) Montrer que pour tout borélien B ⊂ M , l’espace L2(B,µ) est de dimension finie si et
seulement si la mesure µ charge un nombre fini de points dans B.

[Indication : pour démontrer l’implication ⇒, on pourra considérer un pavage de R
d avec des cubes de

plus en plus petits, et utiliser le fait que L2(A ∪B, µ) = L2(A, µ)⊕ L2(B, µ) lorsque A ∩B = ∅.]

2) En déduire que λ ∈ σess(A) si et seulement si, pour tout ǫ > 0, L2(a−1([λ − ǫ;λ + ǫ]), µ)
est de dimension infinie.

3) Soit λ une valeur propre de multiplicité finie et isolée (λ ∈ σ(A) \ σess(A)) et (xn) ⊂ D(A)
une suite telle que ||xn|| = 1 pour tout n, et Axn−λxn → 0 fortement dans H. Montrer que pour
tout x ∈ D(A) ∩ ker(A− λ)⊥, on a

||(A− λ)x||2 ≥ η ||x||2

pour un certain η > 0. En écrivant xn = x1n + x2n avec x1n ∈ ker(A − λ), x2n ∈ ker(A − λ)⊥, en
déduire que, à une sous-suite près, xn converge fortement vers x ∈ ker(A− λ).

4) Démontrer le critère de Weyl : λ ∈ σess(A) si et seulement s’il existe une suite (xn) ⊂ D(A)
telle que ||xn|| = 1, xn ⇀ 0 et Axn − λxn → 0.

[Indication : L’implication ⇐ est une conséquence de 3). Pour l’implication ⇒, il faut construire la suite

à la main en utilisant 2) ; pour avoir xn ⇀ 0, il suffit que chaque xn soit orthogonal à tous les autres.]

5) Voici un résumé concernant la caractérisation de tous les éléments du spectre avec des
suites de Weyl. Démontrer les énoncés manquants.

λ ∈ σ(A) Il existe une λ-suite de Weyl (xn) ⊂ D(A), c’est-à-dire telle que
||xn|| = 1 et (A− λ)xn → 0 fortement

λ ∈ σess(A) Il existe une λ-suite de Weyl singulière, c’est-à-dire telle que xn ⇀

0 faiblement
λ ∈ σdisc(A) Toutes les λ-suites de Weyl sont précompactes dans H

λ ∈ σcont(A) Toutes les λ-suites de Weyl sont singulières
λ ∈ σponc(A) Il existe une λ-suite de Weyl non singulière. De façon équivalente,

il existe x ∈ D(A) avec ||x|| = 1 tel que (A− λ)x = 0
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