Examen de Chimie Quantique Numérique

29 avril 2004

Avertissement. Il sera tenu grand compte de la rigueur et de la précision des arguments.
Les problémes 1, 2 et 3 sont indépendants.

Probléme 1. Soit H un espace de Hilbert et A un opérateur auto-adjoint défini sur H,
tel que

Ve eH, 0<(Az,z)<|z|?

ou (-,-) désigne le produit scalaire sur H et || - || la norme associée.

On note (Py)xcr la famille spectrale associée a A.

1.

2.

Pour = € 'H calculer Pyxz pour A <0 et A > 1.
On définit formellement la suite (Tk)gen par
TO :A, Tk+1 :3TkOTk —QTkOTkOTk. (1)

Montrer que cette relation de récurrence définit une suite d’opérateur bornés auto-
adjoints sur H et donner une expression de T pour tout £ > 1 en fonction de la
famille spectrale (Py)xcr associée & A. On pourra pour cela introduire la fonction f
de IR dans R définie par

Vzr € R, f(z)=3z%— 223

Identifier la limite 7" de la suite (T} )ken-

Donner une condition sur (Py)xer pour que l'opérateur T soit un projecteur ortho-
gonal.

On considére maintenant un opérateur B borné sur H, auto-adjoint, et tel que le
spectre de B soit de la forme

o(B) = {)‘n}neN U 0,1]

ol (An)nen désigne une suite strictement croissante de valeurs propres simples de B
strictement négatives, tendant vers 0. On cherche & construire le projecteur orthogo-
nal de rang N

N
D= Z(en, )en
n=1

ou e, désigne un vecteur propre normalisé de B associé a la valeur propre A,. Au vu
des questions précédentes, proposer une méthode itérative pour calculer D.



Probléme 2. Pour f € S'(IR%), on note f ou F[f] la transformée de Fourier de f obtenue
en adoptant la convention de normalisation suivante : si f € L'(IR?),

JO=EFUN© = |, fla)e ™ dr

On rappelle qu’avec cette convention

W(J.0) € IRLC) X LERLC), [ TGt dx = g [T a6 e

Soit w la fonction continue sur R? & valeurs dans R définie par

Ve € R3, w(é) = a (2‘%)

ol kp est une constante strictement positive et ol a est une fonction continue de R* a
valeurs dans [0, —2] telle que «(0) =0, et , ligl at) = —2.
— 100

On considére la fonctionnelle T définie formellement par

7(0) = 5 [, V6P +Co [ 161+ 555 [ i) |( [loP”]) @) e

ou Cy désigne une constante strictement positive, et la fonctionnelle £ définie formellement
par

2
x
2¢)=1() -z [ g
RS |z
ou Z est un entier strictement positif.
On note enfin
[, v
K=inf{ “R° 4 c H(R?), /3u2:1 . (2)
R

M
/R3 BRE

K 3/2
No=|— .
0 (200)

1. Montrer que les fonctionnelles 7" et E sont bien définies sur H'(IR?).

et

2. Montrer que pour tout ¢ € H'(R?),

1 2 10/3
7(6) =5 [ Vo = Co [ 10",

3. Soit ¢ € H'(IR?). Pour ¢ > 0, on note ¢, la fonction définie par ¢, (z) = o3/2¢ (o).

1
Identifier la limite de la quantité —7'(¢,) lorsque o tend vers +oo.

o2

4. En déduire que si N > Ny

inf{E(¢), ¢ € HY(R?), /Rg ®? :N} = —c0.



5. Montrer que si N < Ny, le probléme
nt{E©), ocH'®), [ & =N}
R

admet un minimiseur ¢.

6. On suppose que le probléme (2) admet un minimiseur ug. Montrer qu’on peut sup-
poser uy > 0 presque partout sur R?, et écrire 'équation d’Euler-Lagrange vérifice
par ug.

7. Montrer que ug est de classe C™ et est strictement positif sur IR3.

8. Proposer une méthode numérique pour estimer la valeur de K.

Probléme 3. On considére une matrice symétrique H de taille IV, x N, et on note
(M)1<n<n, la suite croissante formeée par les valeurs propres de H comptées avec leur
multiplicité, et (en)1<n<n, une base orthogonale de vecteurs propres associés :

He, = \en
(ensm) = Onm.
On suppose en outre que

M <A< <A <0< Avgpr < - < Ay

On note
N

D, = Z(em ) €n

n=1
le projecteur orthogonal sur le sous-espace de R™> engendré par les N vecteurs (en)1<n<N-

Pour D € Mg(Np) (matrice symétrique de taille N, x Np), on pose
g(D) =Tr (H (3D* - 2D?)).
1. Calculer le gradient de la fonction g en un point D € Mg(N}) pour le produit scalaire
de Frobenius défini sur Mg(Np) par (X,Y) = Tr (XY).

2. Montrer que D, est un point critique de g. Indication : on remarquera que Dy com-
mute avec H.

3. Montrer que D, est un minimum local de g.

4. L’objectif de cette question est de montrer que D, est 'unique minimum local de
g. On suppose pour cela qu’il existe un autre minimum local de g, noté D) et on
considére la fonction h de R dans IR définie par

h(A) = g ((1 = \)Ds + D).

Montrer que A = 0 et A = 1 sont alors deux minima locaux de h. Montrer que cela
conduit & une contradiction. Indication : examiner pour cela la dépendance de h en
le paramétre .

5. Dy est-il un minimum global de ¢g?

6. Proposer un algorithme numérique pour le calcul de D.



