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V9WYX'Z\[Q]_^%`a`abcWed.fhgi^%jkflWYmon�p�q)rts)utverEpkwyxGzYs)rtscp�p){}|�~�v)�y�t�������)�
[l���}WYm'�'^%g��
m+j�^%[+�
[l���
jkbcWYmafl��X'���a��[Q]_^%jcWYg��
�\]����
[hfhXag���ZkjyZcWY[hXajkflWYm��.X=`abcWY�a[l�
g�����^%bkf�^%jkflWYmam'�
[

inf
{
ERHF (φ), φ ∈ H1(IR3), ‖φ‖L2 = 1

} �����

WY�=[�^4�}WYm'�
jkflWYmam'�
[h[l�
ERHF

��Zkj��a�)�'mafl� `�^%b

ERHF (φ) =

∫

IR3

|∇φ|2 + 2
∫

IR3

V φ2 +D(φ2, φ2)

^e�C���
V (x) = − 2|x|�
j

D(ρ1, ρ2) =

∫

IR3

∫

IR3

ρ1(x) ρ2(y)

|x− y| dx dy.

¡ �#`abcWY�a[l�
g��¢�����i^Y�.g��
j£�)da^Y�
jc�
g��
m+j¤�a�
X.d¥Z�WY[hXajkflWYm'Ze���aWYm+j¦Xam'������X'�#[}]�WYmTm'WYjc�
φ+

�����
bkf§���
φ+ ∈ H2(IR3)

�
j
φ+(x) > 0

`,WYX'b�jcWYXaj
x ∈ IR3 ¨ ¡ ]_^%Xajkbc��ZcWY[hXajkflWYm¦�.X�`abcWY�a[l�
g��4��������Zcj��aWYmam'���

`�^%b
φ− = −φ+

¨
©
φ ∈ H1(IR3)

�C�
bkf§�S^%m9j ‖φ‖L2 = 1
�aWYm#^YZcZcW+�
fl�ª[Q]�WY`,�
b�^%jc�
Xab��a� ��W+��« Fφ ¨a¬

[�Ze]_^%�fhjy�a�ª[Q]�WY`,�
b�^ ®
jc�
Xab�^%XajcW%®¯^Y�%°�WYfhm9j�m'WYm=�,WYbcm'��ZkXab

L2(IR3)
�a�)�'mafN`�^%b

{
D(Fφ) = H2(IR3)

∀ψ ∈ D(Fφ), Fφ · ψ = −1
2∆ψ + V ψ +

(
φ2 ? 1

|x|

)
ψ,

[�^4m'WYj�^%jkflWYm
?
�a��Zkfh�m�^%m+j�[l�ª`abcW+�.Xafhj��a���
WYm9�CWY[hXajkflWYm ¨

V9WYfhj
b ∈ IR+ �
j

φ ∈ H1(IR3)
���
bkf§�S^%m+j ‖φ‖L2 = 1 ¨²± m³m'WYjc� F bφ

[Q]�WY`,�
b�^%jc�
Xab�m'WYm³�,WYbkm'��ZcXab
L2(IR3)

�a�)�'maf�`�^%b
{
D(F bφ) = H2(IR3)

∀ψ ∈ D(Fφ), F bφ · ψ = Fφ · ψ − b (φ, ψ)L2 φ.

± m´`,W�Zc� �
m.�'m
C =

{
φ ∈ H2(IR3), ‖φ‖L2 = 1, φ ≥ 0 �'^%m'Z

IR3
}

�
j
Cα =

{
φ ∈ H2(IR3), ‖φ‖L2 = 1, ‖∇φ‖L2 ≤ α, φ ≥ 0 �'^%m'Z

IR3
}

�



`,WYXabyjcWYXaj
α > 0 ¨

V9WYfhj
φ0 ∈ C

�C�
bkf§�S^%m+j
ERHF (φ0) < 0

�tWYmµ`,�
Xaj4��WYm'ZkjkbcXafhbc�¦Xam7jc�
[
φ0

`�^%b4Xam'�ig��
jk¶'W+�a�£�a�
q
v�zY·¸u5¹+º»`�^%b��)da�
go`a[l��� ¨ ¡ ]�WY�.°k���
jkf§��.X4`ab�WY�a[l�)g�����Zcj��a��g�WYm+jkbc�
b��+X'��[�^�ZcXafhjc�

(φbn)n∈IN
�
maC�
m'�.bc���

`�^%by[Q]_^%[hCWYbkfhjk¶ag��G�a�o·lp)¼%p)·¸{Qq�½�u ¾
rtu0¹+º

(LSb)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

¿ j�^%`,�GÀ4®IÁ�W�Z��
b
φb0 = φ0

�
j
n = 0.¿ j�^%`,���ª® © ZcZc�
g��a[l�
by[Q] WY`,�
b�^%j��)X'b Fb

φb
n¿ j�^%`,�GÂ4®»Ã�¶'�
bc��¶'�
b�[Q] Xamafl�+X'�ª�}WYm'�'^%g��
m+j�^%[

φbn+1

�a� Fb
φb

n

^%`a`�^%bkjc�
m�^%m+jªÄ C¿ j�^%`,�GÅ4®IÁ�W�Z��
b
n = n+ 1

�
jybc�
jcWYXabkm'�
bÆÄÇ[Q]��)j�^%`,���

È ��Zkj��afl�
m#�a�)�'mafl�¦�0f ¨ � ¨ [Q]��
j�^%`,��ÂÇ�a�)�'mafhj��)É\���
jkfh���
g��
m+j
φbn+1

�a� gi^%mafl�
bc��Xamafl��X'���
È �
jy��WYm9�C�
bkC�ª�}WYbkjc�
g��
m+j��C�
bcZ

φ+
�'^%m'Z

H1
�a��Zy�+X'�ª[l� `�^%b�^%g��
jkbc�

b
��Zkjy��¶'WYflZkf�`a[hX'Zy�b�^%m'�´�+X�] Xam#���)bcj�^%fhm

b0
Äo�a�
jc�
bkgofhm'�
b ¨

Ê LC?�RËBEP'LC?ÌJIÍL�ACBQ?TÎ�Ï�$\*9Ð5Ñ�(�"i(�ÒN"%��&
-
*+Ð0"��"�ÐÔÓÕ�.ÒN1%-)*+&
" �- F b
φ Ö

Ã»WYgog����'^%m'Zy[l� ��WYXabcZe�'WYm=`,W�Z��ª`,WYXabyjcWYXaj�WY`,�
b�^%jc�
Xab
H

^%XajcW%®¯^Y�%°kWYfhm+j�m'WYm=�,WYbkm'��ZcXab
L2(IR3)�a� �aWYgi^%fhm'�

D(H)
λ1(H) = inf

ψ∈D(H), ‖ψ‖
L2=1

(ψ,Hψ)

�
j�`,WYXabyjcWYX'j
n ≥ 2 �

λn(H) = inf
Vn∈Vn

sup
ψ∈Vn, ‖ψ‖L2=1

(ψ,Hψ)

WY� Vn ��Zkj�[Q]��
m'Zc�
g��a[l�G�a��Z�ZcWYX'Z�®E��Zk`�^Y����Zy�C���
jcWYbkfl�
[lZ��a�
D(H)

�a� �.fhg��
m'ZcflWYm
n ¨

×oØ²Ù�ÚeÛ�Ü5Ý,Þàß�á V9WYfhj
φ ∈ H1(IR3)

�C�
bkf§�S^%m+j ‖φ‖L2 = 1 ¨�â WYm+jkbc�
b���X'� F bφ
��Zcj�^%XajcW%®¯^Y�%°�WYfhm+j4�
j

��X'�
σess(F bφ) = [0,+∞[ ¨ã ¹SwYu}vczCrtut~Y¹¤ä,~Y¹�åa~Yæ+s)skzGæ9rtu0·¸u�q�p
s»q�zY¹aq ·hpGscpcw�ç)è�~Y¹�rtscp
s ·lp�scç�q)æ+·§rQz�r�wYæiv�~Yæ+s�q�ç
rQz�é
·êu5q�q�zY¹�r²ë
æ'py·cì ~)åaç){

skz�rEp)æ9s
W

w�çtí�¹'uNå.zYs
Wψ = V ψ +

(
φ2 ?

1

|x|

)
ψ

p�q)r
H0

{Ôv�~Yè�åazCv�r0î
H0

w+ç�q�uhºY¹SzY¹Srï·cì ~�å'ç)skzCrEp)æ+s
zYæ.rQ~Y{ÔzCw�ð�~Yu0¹�rïq�æ9s

L2(IR3)
w�p�w�~Yè�zYu5¹,p

D(H0) = H2(IR3)
w+ç0í�¹'uNåa~Yæ+sorQ~Yæ.r

ψ ∈ H2(IR3)
åazYs

H0ψ = −
1

2
∆ψ ñ

×oØ²Ù�ÚeÛ�Ü5Ý,Þóòá V9WYfhj
φ ∈ H1(IR3)

�C�
bkf§�S^%m+j ‖φ‖L2 = 1 ¨aâ WYm+jkbc�
b���X'�

(φ,F bφφ) ≤
1

2
‖∇φ‖2L2 + 2‖∇φ‖L2 − b.

¿ m#�a���.Xafhbc�G��X'�

λ1

(
Fbφ
)
≤ 1
2
‖∇φ‖2L2 + 2‖∇φ‖L2 − b.

×oØ²Ù�ÚeÛ�Ü5Ý,Þõô\á V9WYfhj
φ ∈ H1(IR3)

�C�
bkf§�S^%m+j ‖φ‖L2 = 1 ¨Nâ WYm+jkbc�
b4��X'�iZkf
ψ ∈ H2(IR3)

���
bkf§���
(φ, ψ)L2 = 0

�
j ‖ψ‖L2 = 1
WYm�^

(ψ,F bφψ) ≥ λ1

(
−1
2
∆− 2

|x|

)
.

¿ m#�a���.Xafhbc�G��X'�

λ2

(
Fbφ
)
≥ λ1

(
−1
2
∆− 2

|x|

)
.

Â



×oØ²Ù�ÚeÛ�Ü5Ý,Þ¥ö�á V9WYfhj
α > 0 ¨aâ WYm+jkbc�
b��+X�] fh[��)d.flZkjc�ªXam'����WYm'Zkj�^%m+jc�

bα
jc�
[§[l�G��X'�

∀φ ∈ Cα, ∀b ≥ bα, λ2(F bφ) ≥ λ1(F bφ) + 1.
¿ m#�a���.Xafhbc�G��X'�

λ1(F bφ)
��Zkj�^%[lWYbcZ�Xam'� ��^%[l�
Xaby`abcWY`abc��Zkfhgo`a[l���a� F bφ ¨

×oØ²Ù�ÚeÛ�Ü5Ý,Þó÷á V9WYfhj
α > 0

�
φ ∈ Cα

�
j
b ≥ bα

¨aâ WYm+jkbc�
b��+X'�

λ1(F bφ) = inf
{
(ψ,F bφψ), ψ ∈ H1(IR3), ‖ψ‖L2 = 1

}
.

¿ m#�a���.Xafhbc�G��X'� Fbφ
`,W�Z�Zc���a�ªX'm=Xamafl�+X'�ª�tWYm'�'^%g��
m+j�^%[�^%`a`�^%bcjc�
m�^%m+jÆÄ C ¨

ø ?�H�ù�BQP�Ró?7JIÍL�ACBE?TÎ�úÆ�.$(�&
-)�,� &
/5�.$Ì�"�Ðt*¤()�/�&
"
(φbn)n∈IN Ö

©
b ≥ 0 �aWYm�^YZcZcW+�
fl� [�^��}WYm'�
jkflWYmam'�
[h[l�

Eb �a�)�'mafl��ZkXab
H1(IR3)×H1(IR3)

`�^%b

Eb(φ, ψ) =
1

2

∫

IR3

|∇φ|2 + 1
2

∫

IR3

|∇ψ|2 +
∫

IR3

V φ2 +

∫

IR3

V ψ2 +D(φ2, ψ2)− b(φ, ψ)2.

×oØ²Ù�ÚeÛ�Ü5Ý,ÞTû\á V9WYfhj
b ≥ 0 �
j

(φ, ψ) ∈ C × C �C�
bkf§�S^%m+j

Eb(φ, ψ) ≤ Eb(φ0, φ0).

â WYm+jkb��)b���X�] fh[.�)d9flZcjc�IXam'�»��WYm'Zkj�^%m+jc�
α0 > 0

fhm'�a�
`,�
m'�'^%m+jc���a�
b
�0gi^%flZ²�}WYm'�
jkflWYmÇ�a�

φ0
�\���
bkf§�S^%m+j

(φ, ψ) ∈ Cα0
× Cα0

.

×oØ²Ù�ÚeÛ�Ü5Ý,Þ¥üSá V9WYfhj
b ≥ bα0

�
bα0

��ZkjI[�^G��WYm'Zkj�^%m9jc���a�)�'mafl�ªÄ�[�^��+X'��ZkjkflWYm¦ý4��WYbkbc��Zk`,WYm'�'^%m+jy^%X
α0�a�)�'maf,Äª[�^ �+X'��ZkjkflWYm£þ�� ¨Cÿ �
bkf§���
b��+X'�

φb0 ∈ Cα0

�
j��
mi�a���.Xafhbc���+X'��[Q]_^%[hCWYbkfhjk¶ag����a� ·lp)¼Yp)·ê{Eq�½�u ¾
rtu5¹+º
(LSb)

�a�)�'mafhj�[Q] fhjc�
bc�
φb1

�a� gi^%mafl�)b�� Xamafl�+X'� ¨
×oØ²Ù�ÚeÛ�Ü5Ý,Þ���á V9WYfhj

b ≥ bα0

¨9â WYm+jkbc�
bï�+X'�
φb1

��Zcjï^%X'ZcZkf,ZcWY[hXajkflWYm¤�.X£`abcWY�a[l�
g��ª�a��gofhmafhgoflZ�^%jkflWYm
{ Ã�¶'�
bc��¶'�
b

φ1 ∈ H2(IR3)
���
bkf§�S^%m+j

Eb(φb0, φ1) = inf
{
Eb(φb0, ψ), ψ ∈ H1(IR3), ‖ψ‖L2 = 1

}
.

¿ m#�a���.Xafhbc�G��X'�
φb1 ∈ Cα0

¨
×oØ²Ù�ÚeÛ�Ü5Ý,Þ��\á V9WYfhj

b ≥ bα0

¨9â WYm+jkbc�
bï`�^%b»b��
�
Xabcbc�
m'��� ��X'�Æ[Q]_^%[hCWYbkfhjk¶ag�� �a�4·lp)¼%p)·¸{Qq�½�u ¾
rtu0¹+º
(LSb)`,�
bkg��
ji�\]��
maC�
m'�.bc�
b¦Xam'�´ZkXafhjc�

(φbn)n∈IN
�a�)�'mafl�#�a�¤gi^%mafl�
bc�´Xamafl�+X'�=�
j����
bkf§�S^%m+j�`,WYXab�jcWYXaj

n ∈ IN∗
φbn ∈ Cα0

�
j
Eb(φbn, φ

b
n+1) = inf

{
Eb(φbn, ψ), ψ ∈ H1(IR3), ‖ψ‖L2 = 1

}
.

� LCM²B��YBQP�Ró?ÌJIÍL�ACBQ?TÎ�úÆ�9$��."%-
	."%$,�%"¦��ÓÕ�$"i(��.�(���()�/�&
"
(φbnk

)n∈IN Ö

Å



×oØ²Ù�ÚeÛ�Ü5Ý,Þ ß��á V9WYfhj
b ≥ bα0

¨ ¿ m´`�^%bkj�^%m+j��a�ª[Q] fhm'�
�^%[hfhjc�

Eb(φbn, φ
b
n+1) ≤ Eb(φbn, φ

b
n)

�t��X'� [Q]�WYmo°ÔX'Zcjkf§���
b�^C�ï�
j�^%�a[hfhb��+X'�

ERHF (φbn+1)+2b
(
1− (φbn, φbn+1)

2
L2

)
−D

(
(φbn)

2 − (φbn+1)
2, (φbn)

2 − (φbn+1)
2
)
≤ ERHF (φbn).

â WYm+jkb��)b���X'�

1− (φbn, φbn+1)
2
L2 ≥

1

2
‖φbn − φbn+1‖2L2

`aXaflZy�+X'�
D
(
(φbn)

2 − (φbn+1)
2, (φbn)

2 − (φbn+1)
2
)
≤ 8α0‖φbn − φbn+1‖2L2 .

¿ m#�a���.Xafhbc�G��X'��Zkf
b ≥ b0 =

gi^ d
(bα0

, 8α0 + 1)
�'^%[lWYbcZ

� ¨ [�^oZkXafhjc�
(ERHF (φbn))n∈IN

��Zcjy�a���
bcWYflZcZ�^%m+jc�G�
jy��WYm+���
bkC���'^%m'Z
IR � WYm´m'WYjc�

λb = lim
n→+∞

ERHF (φbn) ;

Â ¨ [�^oZc�
bkfl�
+∞∑

n=0

∥∥∥φbn − φbn+1

∥∥∥
2

L2

��Zcjy��WYm+���)bcC�)m9jc� ¨

×oØ²Ù�ÚeÛ�Ü5Ý,Þ ß�ßSá V9WYfhj
b ≥ b0

¨N± m `,W�Zc�
εbn = −λ1

(
Fb
φb

n

) ¨â WYm+jkbc�
b��+X�]�WYm `,�
Xaj��)d.jkb�^%fhbc�o�a�Ç[�^
ZkXafhjc�

(φbn)n∈IN
Xam'�ÆZcWYX'Z�®EZkXafhjc�

(φbnk
)k∈IN

�
j»�a��[�^GZkX'f§j��
(εbn)n∈IN

Xam'�ÆZcWYX'Z�®EZkXafhjc�
(εbnk

)k∈IN
jc�
[h[l��Z

��X'�

φbnk−1 −→ φb∞
�'^%m'Z

H1(IR3)
�Q^%fh�a[l���

L2
loc(IR

3)
�}WYbkje�a�
jy`abc��Zc�+X'�ª`�^%bkjcWYXaj��'^%m'Z

IR3

φbnk
−→ φb∞

�'^%m'Z
H1(IR3)

�Q^%fh�a[l���
L2
loc(IR

3)
�}WYbkje�a�
jy`abc��Zc�+X'�ª`�^%bkjcWYXaj��'^%m'Z

IR3

εbnk
−→ εb∞.

¿ m´Xajkfh[hflZ�^%m+j�[l�ªbc��ZkXa[hj�^%j�Âo�a�ª[�^o�+X'��ZkjkflWYmÌ�eÀ.�.g�WYm+jkb��)b��+X'�

(φbnk−1
, φbnk

)L2 −→ 1.

¿ m#�a���.Xafhbc�G��X'�

−1
2
∆φb∞ + V φ

b
∞ +

(
(φb∞)

2 ?
1

|x|

)
φb∞ = −θb∞φb∞

^e�C���
θb∞ = εb∞ − b ¨'â

WYm+jkbc�
by`�^%b�^%fh[h[l�
XabcZ��+X'�

‖φb∞‖L2 ≤ 1 �
j���X��
φb∞ ≥ 0

`abc��Zc�+X'�ª`�^%bkj�WYXaj��'^%m'Z
IR3.

×oØ²Ù�ÚeÛ�Ü5Ý,Þ¥ßaòá V9WYfhj
b ≥ b0

¨+â WYm+jkbc�
b»�+X'��Zkf
φb∞

m�]���Zkj�`�^YZIfl�a�
m+jcfh�+X'�
g��
m+jïm+Xa[h[l���9^%[lWYbcZ
θb∞ > 0 ¨

ã ¹SwYu}vczCrtut~Y¹´ä~Y¹£scp
èoz�skë
æ'p)skzoë
æ'p�q�u
φb∞

¹ì p�q)raåaz%qyutw�p)¹Srtutë
æ'p)èip)¹Sr²¹'æ+·0·hp�î�vSì p�q
rNæ9¹£¼YpkverEp)æ9s�åSsk~�åSs�p
w�pG·kì ~�å'ç)skz�rEp)æ9s

−1
2
∆ +W

zY¼%pcv
W = V + (φb∞)

2 ? 1
|x| ñ

ý



×oØ²Ù�ÚeÛ�Ü5Ý,Þ ß9ô�á V9WYfhj
b ≥ b0

¨aâ WYm+jkbc�
b��+X'�

ERHF (φb∞) ≤ ERHF (φ0).

¿ m#�a���.Xafhbc�G��X'�
φb∞

m�]���Zcj�`�^YZyfl�a�
m+jkfl��X'�
g��
m+j�m+Xa[h[l���
j���X�]��
m#��WYm'Zc���+X'�
m'���
θb∞ > 0 ¨

ã ¹SwYu}vczCrtut~Y¹ ä�~�¹�scz�åCå'p)·5·lp4ë
æ'p
φ0

¼%ç)s)u í»p
ERHF (φ0) < 0 ñ

×oØ²Ù�ÚeÛ�Ü5Ý,Þ ß+öNá V9WYfhj
b ≥ b0

¨ ¿ m´`�^YZ�Z�^%m+j�ÄÇ[�^4[hfhgofhjc�G�'^%m'Z�[Q]��)d.`abc��ZcZkflWYm��

1

2

∫

IR3

|∇φbnk
|2+

∫

IR3

V |φbnk
|2+

∫

IR3

∫

IR3

|φbnk−1|2(x) |φbnk
|2(y)

|x− y| dx dy = −
(
εbnk

− b(φbnk−1
, φbnk

)2
)

g�WYm+jkbc�
b���X'�

−θb∞
∫

IR3

|φb∞|2 ≤ −θb∞
�
jy�
m#�a���.Xafhbc�G��X'�

∫

IR3

|φb∞|2 ≥ 1.
â WYm+jkb��)b���X'� �\]_^%Xajcbc� `�^%bkj

∫

IR3

|φb∞|2 ≤ 1.
¿ m¥�a���.Xafhbc�´�+X'�

φbnk

��WYm+���
bkC�¤�tWYbkjc�
g��
m+j¦�'^%m'Z
L2(IR3)

���
bcZ
φb∞

���
ji��X'�
φb∞

��ZkjoXam `,WYfhm+j
�
bkfhjkfl��X'�G�.X=`abcWY�a[l�
g��¦����� ¨
¿ m´`�^YZcZ�^%m9j�Ä4[�^Ç[hfhgofhjc���'^%m'Zy[Q]��)d.`abc��ZcZkflWYm

1

2

∫

IR3

|∇φbnk
|2 = −εbnk

−
∫

IR3

V |φbnk
|2−

∫

IR3
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