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Objectif du probléme.

Sous l'approximation Restricted Hartree-Fock (RHF), le fondamental électronique de l’atome
d’Hélium est solution du probléme variationnel

inf { EFHT (), ¢ € H'(R?), ||g]z2 =1} (1)

ot la fonctionnelle Ef*HF est définie par

ERHF(¢) :Ag‘v¢’2+243 V¢2+D(¢2,¢2)
avec 9
V(z) = T

pP1{x) p2\Y
D(P1,P2):/R3 Rg%dmd(y.

et

Le probléme (1) admet exactement deux solutions, dont une, que l'on note ¢, vérifie
b, € H*(R?) et ¢, (x) > 0 pour tout = € R3. L’autre solution du probléme (1) est donnée

par 6_ =~y
A ¢ € HY(R?) vérifiant ||¢||;2 = 1, on associe opérateur de Fock Fy. 11 s’agit de 1'opéra-
teur auto-adjoint non borné sur L?(R?) défini par
D(F4) = H*(R?)
V€ D(Fy), Forth=—300+Vi+ (%% )0,
la notation x désignant le produit de convolution.
Soit b € R et ¢ € H'(RR3) vérifiant ||¢|| 2 = 1. On note .7-"2 lopérateur non borné sur
L%(IR3) défini par
D(Ft) = H2(R?)
Vi € D(Fy), Fo-tb=Fg- 0 —b($9)12 ¢
On pose enfin
¢={oeHXR), ||¢];>=1, ¢>0dans R*}

et
Coa = {¢ € H*(R?), |éllpz=1, [[Vo|lz2<a, ¢>0dans ]R3}
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pour tout a > 0.

Soit ¢g € C vérifiant ERHF (4y) < 0 (on peut construire un tel ¢y par une méthode de
scaling par exemple). L’objectif du probléme est de montrer que la suite (qzb JneN engendrée
par l'algorithme de level-shifting

Etape 0 - Poser gzbo =¢p et n=0.

g Etape 1 - Assembler 'opérateur f b
( ) Etape 2 - Chercher 'unique fondamental # 11 de fgb appartenant a C

Etape 3 - Poser n = n + 1 et retourner a 1’étape 1

— est bien définie (i.e. 'étape 2 définit effectivement ¢¥_; de maniére unique)
— et converge fortement vers ¢, dans H'
dés que le parameétre b est choisi plus grand qu’un certain by & déterminer.

Premiére partie : Analyse spectrale de 'opérateur fg.

Comme dans le cours, on pose pour tout opérateur H auto-adjoint non borné sur L?(IR?)
de domaine D(H)

ME) = e V)

et pour tout n > 2,

M (H) = inf sup W, Hy
) Vn€Vn eV, 9]l 2= 1( )

ou V), est I'ensemble des sous-espaces vectoriels de D(H) de dimension n.

Question 1. Soit ¢ € H'(R?) vérifiant ||¢||;,2 = 1. Montrer que ]-'(g est auto-adjoint et
que Jess(]:(g) = [0, +oo[.

Indication : on pourra utiliser sans le redemontrer le résultat du cours établissant que l’'opé-
rateur W défini par Wip = Vip + ((]52 2]
auto-adjoint sur L?(R®) de domaine D(Hy) = H?(IR3) défini pour tout ¢ € H?(R?) par
Hyy = —%A@Z}.

) Y est Hyo-compact, Hy désignant l'opérateur

Question 2. Soit ¢ € H'(IR?) vérifiant |4 ;2 = 1. Montrer que

1
(6. F39) < 5IVol[32 + 2 Vo] 12 0.

En déduire que
1
A (F2) < SIV0lEe + 21962 —b.

Question 3. Soit ¢ € H'(IR?) vérifiant ||¢[|;2 = 1. Montrer que si ¢ € H?(IR?) vérifie
(¢, )2 =0et |[¢p]|[2=10na

(6, Fo) > Ay (—;A _ é') |

En déduire que
1 2
b
Ao (F5) > M (§A - m) .
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Question 4. Soit o > 0. Montrer qu’il existe une constante b, telle que
Vo € Coy Vb =ba,  A(F5) = M(F)) +1.
En déduire que Al(fg) est alors une valeur propre simple de F' é’).

Question 5. Soit @ > 0, ¢ € C,, et b > b,. Montrer que
M(F) = inf {(, Fov), e H'(R?), [[¢flp2=1}.

En déduire que F g posséde un unique fondamental appartenant & C.

Deuxiéme partie : Construction de la suite (¢%),en.

A b >0, on associe la fonctionnelle E® définie sur H'(R?) x H'(IR?) par

b _1 2 1 2 2 2 2 2\ 2
B0 = [ IVof+5 [ 1VeP+ [ Ve [ vete D@ u?) - b u)

Question 6. Soit b > 0 et (¢, 1)) € C x C vérifiant

E*(¢,4) < E*(¢o, do)-

Montrer qu’il existe une constante ap > 0 indépendante de b (mais fonction de ¢g) vérifiant

(¢, 4) € Cay X Cag-

Question 7. Soit b > by, (ba, est la constante définie & la question 4 correspondant au ag
défini a la question 7). Vérifier que ¢>g € Cq, et en déduire que 'algorithme de level-shifting
(LS%) deéfinit l'itéré ¢4 de maniére unique.

Question 8. Soit b > b,,. Montrer que ¢ est aussi solution du probléme de minimisation

Chercher ¢; € H?(IR?) vérifiant
{ EY(¢h, 1) = inf {E(gh,v), € H'(R?), |[ylz2 =1}

En déduire que ¢4 € Cy,-

Question 9. Soit b > b,,. Montrer par récurrence que 'algorithme de level-shifting (LS?)
permet d’engendrer une suite (¢2),en définie de maniére unique et vérifiant pour tout
n € IN*

¢, € Cag

et
B (gh, ohn) = inf {EY(oh,0), v e HYRY), [¢llp2 =1},

Troisiéme partie : Convergence d’une sous-suite (gbflk)neN.



Question 10. Soit b > b,,. En partant de l'inégalité
Eb((bs)w l:LJrl) S Eb( lr)wgb?l)

(que l'on justifiera) établir que

B (¢h )42 (1= (¢h, ¢41)3e ) =D ((6h)2 = ()% (60)2 = (h11)?) < ERFT(6h).
Montrer que
L= (8 dha)3e 2 36k — a3
puis que
D ((6h)% = (6h11)% (90)% = (6h11)?) < Sallh — ¢haall3e.
En déduire que si b > by = max(by,, 8y + 1), alors

1. la suite (ERHF(40)),cn est décroissante et converge dans IR ; on note

A= lim ERHF(gh);

n—-+o0o
2. la série

2
L2

+oo

b b
Z H¢n - ¢n+1‘
n=0

est convergente.

Question 11. Soit b > by. On pose & = —\; (]—"f;

suite (¢} )nen une sous-suite (¢}, )ren et de la suite (€l )pen une sous-suite (¢}, )ren telles
que

b). Montrer qu’on peut extraire de la

qﬁfbk,l — ¢2. dans H'(IR?) faible, L} (IR?) fort, et presque partout dans R?

d)flk — d)go dans H'(IR?) faible, L} .(IR?) fort, et presque partout dans R>

b b
€np — €oo

En utilisant le résultat 2 de la question 10, montrer que

(d)%k_l;(bgk)[,? — L
En déduire que
1 1
LS (GO P
avec 0%, = € — b. Montrer par ailleurs que

||¢>‘;o|| 2 <1 et que ¢’;o >(0 presque partout dans R>.

Question 12. Soit b > by. Montrer que si ¢’ n’est pas identiquement nulle, alors 8%, > 0.
Indication : on remarquera que si ¢°. n’est pas identiquement nulle, ¢’est un vecteur propre
de Dopérateur
1
—=A+W
2
avee W =V + (¢8.)? x L
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Question 13. Soit b > by. Montrer que
ERIE(¢h) < BT (¢g).

En déduire que ¢go n’est pas identiquement nulle et qu’en conséquence 920 > 0.

Indication : on rappelle que ¢ vérifie EFHE (¢g) < 0.

Question 14. Soit b > bg. En passant a la limite dans ’expression,

%/Rg‘v(b ’2+/ V’¢nk‘2 / /RS ‘qb ng— 1|‘$_Lj‘5 | ( )dl‘dyz—(ﬁgk—b(¢zk,lv¢zk)2)

montrer que
b b |2
900/3 ‘d)oo‘ =
R

RSt
[CAESt

En déduire que ¢b converge fortement dans L?(IR%) vers #%,, et que ¢ est un point
critique du probleme (1).

et en déduire que

Montrer que d’autre part

En passant & la limite dans ’expression

1 T —
§AS‘V¢2k’2:_Egk_43 V|¢ |2 /R3 /R3 |¢ 1|’$_|¢’5 ’ ( )dxdy+b(¢ N — 17¢nk)L2

montrer que
b2 b |2
| v — [ Vel
R R

et en déduire que qﬁf% converge fortement vers ¢?_ dans H'(IR?) et que

B (o) = N

Quatriéme partie : Convergence de la suite (¢°),en vers ¢,

Question 15. Soit b > by. Montrer que
Vhe H'(R®), (¢2.h)2=0 = (b (Fa +0%)h) + D(@ch, o%h) = C |Ihl|2.

pour un certain C' > 0. En raisonnant par 'absurde en déduire qu'il existe une constante
C > 0 telle que

Vhe H'(R?), (¢, )2 =0 = (h(F +0%)h) + D(¢h, 6%h) = C k]
Question 16. Soit b > by. Utiliser le résultat établi a la question précédente pour montrer

que ¢, est un minimum local strict du probléme (1) et que toute la suite (4% ),en converge
b
vers ¢2..



Question 17. Soit % € C tel que 5 # ¢. On pose pour tout ¢ € [0,1]

o) = (18 + (L) .

Veérifier que pour tout ¢ € [0,1], ¢(t) € H'(IR3) et ||¢|| 2 = 1. Montrer que la fonction
t — ETHE((1)) est strictement décroissante sur [0,1]. En déduire que pour tout b > b,

P = b

Indication : on rappelle que la fonctionnelle

Flp)= [ IVVBE+2 [ Vo+Dip.p)
R R
est strictement conveze sur l’ensemble convexe

{,020, Jp e HY(RY), /Rgp:1}.

Cinquiéme partie : Mise en oeuvre numérique.
Question 18. Soit {xx};<;<y un ensemble de N fonctions de H 1(R?). Ecrire 'approxi-
mation de Galerkin du probléme (1) dans la base {xk}<p<n-

Question 19. Expliciter les différentes étapes de la résolution numérique du probléme
ainsi obtenu.



