
Examen de simulation molé
ulaireM2 ANEDP16 mai 2008
La partie I est indépendante des parties II et III.Rappel. On dit qu'une fon
tion mesurable ψ : IR3 → IR est radiale s'il existe une fon
tionmesurable f : IR+ → IR telle que

u(x) = f(|x|) pour presque tout x ∈ IR3.On rappelle également que
(

ρ ⋆
1

|x|

)

(x) =

∫

IR3

ρ(x′)

|x− x′|
dx′.Partie I.Soit

WN =

{

Φ = (φ1, · · · , φN ) | φi ∈ H
1(IR3),

∫

IR3

φiφj = δij

}où δij désigne le symbole de Krone
ker (δij = 1 si i = j et 0 sinon). A Φ = (φ1, · · · , φN ) ∈
WN , on asso
ie la matri
e densité

γΦ(x, x′) =

N
∑

i=1

φi(x)φi(x
′) (1)et la densité

ρΦ(x) =
N

∑

i=1

|φi(x)|
2. (2)On introduit les potentiels de Coulomb et de Slater asso
iés à Φ, dé�nis respe
tivementpar

vΦ
C = ρΦ ⋆

1

|x|
et vΦ

S (x) = −
1

ρΦ(x)

∫

IR3

|γΦ(x, x′)|2

|x− x′|
dx′. (3)On pose en�n pour tout 1 ≤ i, j ≤ N

V Φ
ij (x) =

∫

IR3

φi(x
′)φj(x

′)

|x− x′|
dx′.



Question 1. Véri�er que pour tout Φ ∈ WN les fon
tions vΦ
C
et vΦ

S
sont dans L∞(IR3) etqu'on a

−vΦ
C ≤ vΦ

S ≤ 0 presque partout.Question 2. On suppose dans 
ette question (et seulement dans 
ette question) que toutesles φi sont des fon
tions radiales. En utilisant le théorème de Gauss, montrer que
∣

∣

∣

∣

V Φ
ij (x) −

δij
|x|

∣

∣

∣

∣

≤
2

|x|

∫

|x′|≥r
|φi(x

′)φj(x
′)| dx′.En déduire que

V Φ
ij (x) =

δij
|x|

+ o

(

1

|x|

)

.Question 3.1. Soit ψ une fon
tion dans Lp(IR3) ∩ Lq(IR3) ave
 1 ≤ p < 3/2 < q ≤ 2. Montrer que
ψ ⋆ 1

|x| est une fon
tion 
ontinue et bornée sur tout IR3, qui tend vers 0 à l'in�ni.2. On suppose dans 
ette question (et seulement dans 
ette question) qu'il existe 1 ≤ p <
3/2 < q ≤ 2 tels que pour tout 1 ≤ i ≤ i ≤ N , |x| |φi(x)φj(x)| ∈ Lp(IR3) ∩ Lq(IR3).Montrer que pour tout x ∈ IR3,

∣

∣|x|V Φ
ij (x) − δij

∣

∣ ≤

∫

IR3

|x′| |φi(x
′)φj(x

′)|

|x− x′|
dx′,et en déduire que dans 
e 
as également

V Φ
ij (x) =

δij
|x|

+ o

(

1

|x|

)

.Question 4. Déduire des deux questions 2 et 3 que si toutes les fon
tions φi sont radiales,ou s'il existe 1 ≤ p < 3/2 < q ≤ 2 tels que pour tout 1 ≤ i ≤ i ≤ N , |x| |φi(x)φj(x)| ∈
Lp(IR3) ∩ Lq(IR3), alors

vΦ
S (x) = −

1

|x|
+ o

(

1

|x|

)

.Question 5. Soit Φ ∈ WN . Montrer que pour tout v ∈ L3(IR3) + L∞(IR3), la fon
tion
(x, x′) 7→ v(x)γΦ(x, x′) est dans L2(IR3 × IR3) (on rappelle qu'une fon
tion v est dans
L3(IR3) + L∞(IR3) si et seulement si v peut s'é
rire 
omme la somme d'une fon
tion de
L3(IR3) et d'une fon
tion de L∞(IR3)).Question 6. Soit Φ ∈ WN . Pour v ∈ L3(IR3) + L∞(IR3), on pose

JΦ(v) =

∫

IR3

∫

IR3

∣

∣

∣

∣

v(x)γΦ(x, x′) +
γΦ(x, x′)

|x− x′|

∣

∣

∣

∣

2

dx dx′.E
rire la 
ondition d'optimalité du premier ordre (équation d'Euler) asso
iée au problèmed'optimisation sans 
ontrainte
inf

{

JΦ(v), v ∈ L3(IR3) + L∞(IR3)
}

. (4)En déduire que si ρΦ > 0 presque partout, alors vΦ
S
est l'unique solution du problème (4).Question 7. Quelle est interprétation du potentiel de Slater vΦ

S
?2



Partie II.On 
onsidère les espa
es
Lp

r(IR
3) =

{

φ ∈ Lp(IR3) |φ radiale} , 1 ≤ p ≤ ∞

H1
r (IR3) = L2

r(IR
3) ∩H1(IR3)

H2
r (IR3) = L2

r(IR
3) ∩H2(IR3).On admettra que muni des produit s
alaires L2, H1 et H2 respe
tivement, L2

r(IR
3), H1

r (IR3)et H2
r (IR3) sont des espa
es de Hilbert, et que H2

r (IR3) est dense dans L2
r(IR

3). On rappelleque si u ∈ L2
r(IR

3), et si u(x) = f(|x|), alors
∫

IR3

|u|2 = 4π

∫

+∞

0

r2 f(r)2 dr.Si de plus u ∈ H2
r (IR3), alors ∆u ∈ L2

r(IR
3) et

∆u(x) =
1

|x|

d2

dr2
(rf(r))

∣

∣

∣

∣

r=|x|

.Question 8. Soit H0 l'opérateur sur L2
r(IR

3) de domaine H2
r (IR3) dé�ni par

∀φ ∈ H2
r (IR3), H0φ = −

1

2
∆φ.Montrer que H0 est auto-adjoint.Question 9. Montrer que H0 ≥ 0.Question 10. Soit χ ∈ C∞(IR) à support dans l'intervalle [1, 2] et telle que

∫ +∞

−∞
χ2 =

1

2π
.Pour k > 0 et n ∈ IN∗, on pose

un(x) =
1

n
1

2

χ

(

|x|

n

)

sin(k|x|)

|x|Montrer que lorsque n tend vers l'in�ni, la suite (‖un‖L2)n∈IN∗ tend vers 1, la suite (un)n∈IN∗
onverge faiblement vers 0 dans L2
r(IR

3), et la suite (H0un−k
2un)n∈IN∗ 
onverge fortementvers 0 dans L2

r(IR
3).Que peut-on en déduire sur le spe
tre de H0 ?Question 11. Montrer que le spe
tre pon
tuel de H0 est vide.Question 12. Soit α > 0, ρ : IR3 → IR+ une fon
tion mesurable radiale, telle que

∫

IR3 ρ < α, et V ∈ L2
r(IR

3) telle que V (x) ≤ 0 presque partout. Montrer que l'opérateur
Hα,ρ,V = −

1

2
∆ −

α

| · |
+ ρ ⋆ | · |−1 + Vdé�nit un opérateur auto-adjoint sur L2

r(IR
3) de domaine H2

r (IR3) borné inférieurement,de spe
tre essentiel IR+ et possédant une in�nité de valeurs propres stri
tement négatives.Question 13. Soit u1 et u2 deux ve
teurs propres de H asso
iés à la même valeur propre
ǫ. Soit f1 et f2 les fon
tions mesurables de IR+ dans IR telles que ui(x) = fi(|x|). On poseen�n wi(r) = rfi(r). 3



1. Montrer que les fon
tions wi sont dans C0, 1
2 (IR+), que wi(0) = 0 et que les fon
tions

wi sont solutions sur IR∗
+ d'une équation di�érentielle linéaire du se
ond ordre.2. Soit
W (r) = w1(r)

dw2

dr
(r) −

dw1

dr
(r)w2(r).Montrer que W est une fon
tion 
onstante sur IR∗

+, puis que W = 0 sur IR+.3. En déduire que toutes les valeurs propres de H sont simples.Question 14. On peut montrer (ne pas le faire !) que si ρ = 0 et V = 0, la k-ième pluspetite valeur propre de Hα,0,0 vaut − α2

2k2 .Montrer que pour α, ρ et V 
omme à la question 12, la k-ième plus petite valeur propre
λk(Hα,ρ,V ) de Hα,ρ,V est telle que

−
α2

2k2
≤ λk(Hα,ρ,V ) ≤ −

(

α−

∫

IR3

ρ

)2

2k2
.Partie III.On reprend les notations de la partie II.Question 15. Montrer que pour tout 2 < p < 6, l'inje
tion de H1

r (IR3) dans Lp(IR3) est
ompa
te.Question 16. On note WN,r := WN ∩H1
r (IR3)N le sous-espa
e des fon
tions radiales dans

WN . Soit Z ∈ IN∗ et N ∈ IN∗ tels que N ≤ Z. Pour Φ = (φ1, · · · , φN ) ∈ WN,r, on pose
E(Φ) =

N
∑

i=1

1

2

∫

IR3

|∇φi|
2 −

∫

IR3

ZρΦ(x)

|x|
dx+

1

2

∫

IR3

∫

IR3

ρΦ(x)ρΦ(x′)

|x− x′|
dx dx′ −

∫

IR3

ρ
4/3

ΦMontrer que le problème variationnel
inf {E(Φ), Φ ∈ WN,r}admet un minimiseur.
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