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PARTIE I : THEORIE SPECTRALE.

Question 1 (théoréme de Wiener). Soit x4 une mesure borélienne positive sur R telle
que p(R) < oo et

Ay =A{z eR [ p({z}) > 0}

I’ensemble des atomes de p. On rappelle que si (f,,)nen est une suite de fonctions boréliennes
bornées de R dans R qui converge simplement sur R vers une fonction f, on a

Jim | fale /f Ydu(z) = Y fl@)u({x}) /f ) dpie(x),
€A,

ol fuc est la partie continue de la mesure y, et que [ f(x) dpc(x) = 0 si la fonction f est
nulle en dehors de I'ensemble A,,.

Soit
i) = [ e du).
R
la transformée de Fourier de p.

la. Vérifier que

1
/ (0t = o Iu( OF dt = [ Ko~ ) duto) duty).
ou K est une fonction paire de R dans R que 'on précisera.

1b. Montrer que

Ve ER, lim A Kr(z —y)du(y) = p({z}).

1c. En déduire que

.1 2
S [ O 3 teh

€A,



Question 2. Soit H un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert séparable H. On
note (-, ) le produit scalaire de H, £(H) 'espace des applications linéaires continues sur
H et K(H) Despace des opérateurs compacts H.

2a. Soit (II¥),cg la mesure spectrale associée & H, ¥ € H et t € R. Exprimer (¢, e 1))y
en fonction de (TI{)\er, 1 et t.

2b. On suppose dans cette question (et dans cette question seulement) que le spectre
ponctuel de H est vide (op(H) = (). En utilisant les résultats des questions 1 et 2a,
montrer que pour tout ¢ € H,

1 [T .
li - —itH 2 - 0.
T;TWT/O [(ple” " p)|*dt = 0

En déduire successivement les résultats suivants :

i) pour tout (¢, 9) € H x H,

1 [T ,
tim - [ ol ) e = o
0

T—+oo T

ii) pour tout opérateur K € L£L(H) de rang fini et pour tout ¢ € H,

e .
li - K —itH 2 - 0.
Tﬁlrfoo T /0 |5 vIFdt =0

iii) pour tout opérateur compact K € K(H) et pour tout ¢ € H,

1 [T ;
lim — [ [|Ke " y|*dt = 0.
i [T

2c. On note H, 'espace de Hilbert engendré par tous les vecteurs propres de H et H. =
HIJ;. Montrer que H, et H. sont stables par H en ce sens que
D(H) = (H, N D(H)) & (Hp N D(H))
et que
VueH,ND(H), Hue H, et YueH.ND(H), Hu € H..

Vérifier que le spectre ponctuel de H |y, est vide. Le spectre continu de H|y, est-il
vide en général ?

2d. Montrer que tout opérateur compact K € K(H) et tout ¢ € H,,

1 [T ;
lim — [ [|Ke " y|*dt = 0.
Jim g [ e

2e. Soit K € L(H) un opérateur H-compact (c’est-a-dire tel que K(H + i)~ € K(H)).
Montrer que pour tout ¥ € H. N D(H),

: 1 T —itH 2
TLIIEOOT/O [EKe ™" 4% dt = 0.

Indication : remarquer que pour tout ¢ € H. N D(H), (H + i)Y € H,.

Vérifier que le résultat reste vrai pour tout ¢ € H..



Question 3. Un opérateur auto-adjoint H sur L?(R%) est dit localement compact si

VF € LURY, ta. Jim f(x) =0, f(@)(z - H)" € K(LARY). V= € plH), (1)
x| ——400

ou p(H) désigne I'ensemble résolvant de H, autrement dit si pour toute fonction f (es-

sentiellement) bornée et tendant vers 0 a l'infini, 'opérateur de multiplication par f est

H-compact.

3a. Soit H un opérateur auto-adjoint sur L?(RY) tel qu'il existe deux constantes réelles
positives a et b telles que
—A<aH+D (2)

(i.e. telles que pour tout ¢ € D(H), |[Vo|3. < a(p|H|p) + bl|¢]|3.). Montrer que H

est localement compact.

3b. Soit V € L%OC(Rd) une fonction telle que 'opérateur de multiplication par V' soit —A-
borné de borne relative égale a 0. Déduire de la question précédente que I'opérateur de
Schrodinger H = —3 A+ V sur L?(R?) de domaine H*(R?) est localement compact.
En déduire que 'Hamiltonien de I'atome d’Hydrogéne

1 1
H = _iA — — sur L*(R?)

||

est localement compact.
3c. Démontrer le résultat suivant.

Theorem 1 (RAGE : Ruelle, Amrein, Georgescu, Enss). Soit H un opérateur auto-
adjoint localement compact sur L2(Rd). On note H, l’espace de Hilbert engendré par
tous les vecteurs propres de H et H, = ’H;. Soit xBy la fonction caractéristique de
la boule Bp = {x € R? | |z| < R}. On a

(o € Hp) & Ve>0,3IR>0, Vt >0, ‘(1 — XBR)e_itngboHLQ <€ (3)
. e —itH | |2
(o € He) & VR >0, TETOOT/O [xBre ™ ¢ol| > dt = 0. (4)

3d. Proposer une interprétation physique du théoréeme RAGE.

PARTIE II : METHODES VARIATIONNELLES

Pour Q ouvert de R, on note LP(Q, C) I'espace des fonctions LP sur & valeurs dans C,
et LP(Q,R) l'espace des fonctions LP sur & valeurs dans R. On utilisera le méme genre
de notation pour les espaces de Sobolev.

Question 4. Soit Q un ouvert borné, régulier, simplement connexe de R? et
X = {A e (H' Q)| Vo e H(Q), / A Vo= o} .
Q

On admet de résultat suivant :



Proposition 1. Soit Q un ouvert borné, régulier, simplement connexe de R3. L’opérateur
rotationnel définit un isomorphisme bicontinu de X, muni de la norme H', dans (L?(£2))3.

Soit By € (L?(£2))3. On définit sur H'(£2,C) x X la fonctionnelle

E(u,A) :/ (—N+A)u\2+/ (Juf2 = 1) +/ |Bo — rot(A)|?,
Q Q Q
et on considére le probléme d’optimisation

inf E(u, A). 5
(u,A)eI:llrll(Q,C)xX (u, A) (5)

Soit ((un, Ap))nen une suite minimisante pour (5).

4a. En utilisant la Proposition 1, montrer que la suite (A, ),en est bornée dans X.
4b. Montrer que la suite (uy)nen est bornée dans L*(£2, C).

4c. Déduire des questions 4a et 4b que la suite (uy)nen est bornée dans H(Q2, C).

4d. Montrer que le probléme (5) admet un minimiseur.

Question 5. Soit
V= {u € HY(R% Q) | / Ir|?|u(r)|? dr < oo}.
R2

Soit 2 € R4 et A le champ de vecteurs sur R? défini par Aq(r) = —Que, + Qze,, (s, €,)
désignant une base orthonormale de R? et z et y les coordonnées cartésiennes du point
r € R? dans cette base (r = re, + ye,). Pour u € V on pose

1

1 1
Fo(u) = / |(=iV + Ag)ul* + S (1 - Qz)/ [e?|u(r)|? dr + / [ul*,
2 JRre 2 R2 4 Jgr2

et on considére le probléme d’optimisation

IQ:inf{FQ(u), ueV, / |u|2:1}. (6)
R2
5a. Montrer que si 0 < {2 < 1, le probléme (6) admet un minimiseur.

Indication : considérer une suite minimisante (up)nen pour (6) et utiliser le fait que
Jre [r|2|w, (r) ]2 dr < C pour montrer qu’il ne peut pas y avoir de perte de masse
Uinfini lorsqu’on passe a la limite dans la contrainte fRQ [un|? = 1.

5b. Montrer que si §2 > 1, alors I = —o0.
Indication : travailler en coordonnées polaires (r, ), remarquer que A(r) = Qrey, et
calculer E(uq.) et fRQ |ua7k]2 pour la famille de fonctions (uak)a>0, kez OU
Uak(r) = af(ar) e,

“+00
avec f € C®° (R4, R) a support compact, nulle en 0, et telle que 277/ rf(r)¥dr =1.
0



