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Les notes de cours sont autorisées. Il sera tenu compte de la rédaction, qui doit
étre concise mais précise.

L’objectif de ce probleme est d’étudier 'atome d’hydrogene couplé a un champ
électromagnétique classique, qui représente les photons.
On rappelle que, pour un champ de vecteur A : R? — R3

divA=V-A=0, A1+ 0y, As + 0y, As,

aZQAg - 69:3142
ot A=V AA=|0y,41 — 0z, A3
a:cl A2 - 83:2141

Partie 1. Champs a divergence nulle.

Un champ magnétique, d’énergie finie, est une fonction B € L?(R3,R?) dont
I’énergie est précisément

1

— [ |B(@)]? da,

8T R3

et qui vérifie, au sens des distributions, div B = 0. On montre ici qu’il existe
une unique fonction A € LS(R?,R?) telle que B = rot A et div A = 0. Le champ A
s’appelle le potentiel vecteur et la condition div A = 0 s’appelle la jauge de Coulomb.

Question 1-a. Soit B € L%(R?,R?) tel que div B = 0 au sens des distributions.
Montrer que k - B(k) = 0 pour tout k € R3.

Question 1-b. Soit A défini par sa tranformée de Fourier A(k) = ﬁ A B(k).
Montrer que A € L6~¢(R3 R?) + L5+5(R3 R3) pour tout € > 0, que rot A = B et
que divA = 0. On pourra utiliser le fait que la transformée de Fourier de z|z|~3
est proportionnelle & k|k| 2.

Question 1-c. En utilisant I'inégalité de Sobolev, montrer que A € L5(R3,R3) et
qu’il existe une constante universelle C telle que

[AlLs < C1B] L -

Montrer que A est 'unique champ de vecteur de LS(R3,R3) tel que B = rot A et
divA =0.

Partie 2. Modéle avec couplage minimal.

Dans cette partie, nous considérons un modele simplifié, dit a couplage mini-
mal, et montrons que son état fondamental est le méme qu’en ’absence de champ.
L’énergie correspondante a la forme

1

Eem(p, A) = 3 /R3 | —iV(x) + VaA(z)p(z)|* dr — K/RB <p(;:|)| da

1
+ 8 Joo [rot A(x)|? dx



ol p € L2(R3,C) est la fonction d’onde de Iélectron, supposée normalisée :

/|¢F=L
RS

Ici o = €% ~ 1/137 est le carré de la charge de I'électron et k = €?Z ol Z est le
nombre de protons dans le noyau (Z = 1 pour 'atome d’hydrogeéne). Dans la suite,
« et k sont des parametres indépendants et strictement positifs.

Question 2-a. Expliquer rapidement pourquoi on ne peut pas éliminer les con-
stantes physiques dans ce modele.

Question 2-b. Montrer que Eupn(eVXp, A — Vx) = Eem(p, A) pour toute fonc-
tion x (on pourra supposer que toutes les fonctions sont assez lisses). On parle
d’invariance de jauge et ceci mene a ajouter la condition div A = 0.

Question 2-c. Montrer que &, est bien définie et continue sur 'espace
X ={(p,A) € H'(R? C) x L°(R*,R®) : rot A € L*(R* R?), divA=0}.
On s’intéresse alors au probleme de minimisation

Iem(a, k) := inf  Em(p, A).
(p,A)eX
Jrs le?=1

Question 2-d. En écrivant ¢ = 1 +i¢ps et en optimisant par rapport & A, montrer
que 'on a
| = iVp(e) + A(z)p(2)* > [V]el(2)]?

presque partout. Conclure que Iy (@, &) = Iem (0, k). Quel sont les minimiseurs du
probléeme 7
Partie 3. Modéle avec couplage spinoriel : stabilité.

En réalité, il existe un couplage entre le spin de I’électron et le champ magnétique
B. Dans cette partie nous ajoutons ce terme et montrons que ’atome d’hydrogene
peut étre déstabilisé par un couplage trop fort (plus précisément, lorsque ak est
trop grand).

Le spin de I’électron est une variable interne qui peut prendre les deux valeurs

T et |, et la fonction d’onde de 1’électron est alors une fonction ¢ = (il) a valeurs
2

/|¢P=/‘w#+me=L
R3 R3

| 2

dans C?, telle que

L’interprétation est que |p1(x)|* est la densité de probabilité que 1’électron soit en
x € R3 avec spin 1 et |p2()|? est la densité de probabilité qu’il soit en x € R3 avec
spin . A tout état ¢, On associe alors un vecteur S(z) a trois composantes, défini
par

S(@); = geleVogele), =123 1)

01=<‘1) (1)) 02=<? Oi) and 03:((1) _01) @)

sont les matrices de Pauli. Dans (1), il faut comprendre que () est un vecteur
colonne, alors que ¢(x)* = (p1(x), p2(z)) est le vecteur ligne associé, de sorte que
S(z); est un réel pour tout j = 1,2,3. On a aussi p(z)*¢(z) = |p(z)* (la norme
euclidienne de C?).




Le couplage entre le champ magnétique et le spin se fait alors via le terme de
Zeeman

Va | B(z)-S(z)dx.
R3

. . . 3 .
Pour un vecteur v € R3 quelconque, on introduit la notation v-o := Z k=1 VKO qui
définit une matrice 2 x 2. Le terme de Zeeman peut alors s’écrire sous la forme

E [
5[ o) (B@) o) pla)da

matrice 2 X 2

et I’énergie totale du systéeme devient

E(p,A) = %/RS |—iVp(z) + VaA(z)e(z) dx+— ]Rd z)-o)p(z)dx
[ le@)I 1 2 iy
/RS o da /| tA@)2de (3)

Le premier terme doit étre compris sous la forme
. 2 . 2 . 2
|—iVe + Vade|” = |-iVer + VaAe: | + | =iV, + Vades|
3
, 2 . 2
= Z |—z§mkg01 + \/&Akip1’ + |—281k902 + \/&AMOQ’ .
k=1
Question 3-a. Montrer que &, est bien définie et continue sur ’espace
X ={(p,A) € H'(R*,C?) x L(R*,R?) : rot A € L*(R*,R?), divA =0}.

(seul le fait que ¢ est & valeurs dans C? a changé, par rapport a X ). Comme
précédemment, on introduit le probléme variationnel

Ia, k) = (W,lAn)fEX E(p, A).
fRS |4P‘2:1

Question 3-b. Nous étudions ici les propriétés élémentaires des matrices de Pauli.

i) Montrer que o2 = Iy for k = 1,2,3 (I3 est la matrice identité 2 x 2) et que
k
010203 = 1 Is. En déduire que o109 = 103, 0203 = 101, 0103 = —i02.

(ii) Montrer que pour tout v € R3, on a (0 - v)? = |v|? I, et donc que pour tout
weC?etveR? ona|w (o v)w| < |v]|wl?

(iii) En déduire que pour tout (¢, A) € X,
| 1-i96(@) + Var@e@f e+ va [ o) (B a)p(w) s
= /}R3 o+ (=iV + VaA(z)) <p(m)|2 dx >0. (4)

Question 3-c. Déduire des questions précédentes que pour tout 0 < e < 1,

Nz [ @ o / 2)-0)p(a) da
—Kj/ |<)0(‘T)| dx _|_7 |B( )|2dZE
R3 ‘LL’| 8w

>§/ |V|g0\(ac)|2 dx—ﬁ/ |<,0() faa/ lo(z |4dw
2 Jps rs |7



Question 3-d. Montrer que |¢],+ < C H<,0||1L/24 ||V<p|\i/24. En optimisant par rapport
a ¢, en déduire que

. , . C () [?
5(w,A)>4<ABIVI¢I(x> dz) min 170{(]1&3 Vlel(@)? dm>1/2 _“/Rs g0|x| o

pour tout ¢ normalisé dans L2.

Question 3-e. Montrer que

@)
[ e < el 1Vl
re 7|

Question 3-f. En déduire que I(a, k) > —oo dés que ak est assez petit.

Partie 4. Instabilité du modéle avec couplage spinoriel.

Dans la partie précédente nous avons montré que I’atome d’hydrogene en inter-
action avec le champ était stable lorsque ak est assez petit. Dans cette partie, nous
prouvons qu’il est instable lorsque ax est assez grand.

Question 4-a. Dans cette question, nous construisons un couple (¢, A) € X non
nul tel que
o (—iVe(z) + A(x)p(x)) = 0 presque partout. (5)

(i) Soit ¢ = (1 + |2|?)~3/2(I5 + io - x)v pour un vecteur quelconque v € C2,
Montrer que —i(o - V)p(x) = ﬁ@(z) et en déduire que p € H'(R?).

1 ous Introduisons le potentiel vecteur A(x) dont les composantes sont données

ii) N i dui 1 iel A(x) dont 1 d <
par A(z), = =3(1+|z|*)p(z)*opp(x). Vérifier que o+ (—iV + A(z))p(z) =0
et que A € LO(R3 R?).

(iii) Calculer B = rot A et vérifier que B € L?(R3?).
(iv) Montrer que div A(x) = 6(w - x)(1 + |2]?) 72 ol wy, := v*opv.
(v) En utilisant 'invariance de jauge, en déduire qu’on peut trouver (¢, A) € X

vérifiant (5). Expliquer aussi pourquoi on peut garantir [o4 [¢|* = 1.

Question 4-b. Soit (¢, A) € X une solution quelconque non triviale de I’équation (5),
telle que [ |¢]*> = 1. On introduit alors la famille & un parametre

ox(z) = X 2p(\x), Ax(z) = A~ V2 A(\).
Montrer que (px, Ax) € X et que o - (—iVpy + Vadrpy) = 0, pour tout A > 0.
Question 4-c. Calculer £(py, A)) et en déduire que I(«, k) = —oo lorsque

Jga | BI?
8 [ 22 gy

||

aKk >

Partie 5. Existence d’un minimiseur pour ok assez petit.

Dans cette derniére partie, on suppose que I(a, k) > —oo avec a, k > 0, et on
prouve l'existence d’un minimiseur au probleme de minimisation I(«, k).



Question 5-a. Soit (p,, A,) une suite minimisante pour I(«, k). En utilisant les
estimées de la partie 3, montrer que o - (—iVp, + A,p,) est bornée dans L?, que
B, = 1ot A,, est bornée dans L? et que A,, est bornée dans LS.

Question 5-b. En déduire que ¢,, est bornée dans H'!.

Question 5-c. A extraction d’une sous-suite prés, on suppose maintenant que

2

e ©, — ¢ faiblement dans H' et fortement dans LZ _,

o A, — A faiblement dans LS,
e B, =rot A, — rot A := B faiblement dans L?.

Montrer que
E(p, A) <liminf E(py, Ay).

n—roo

Question 5-d. Montrer que I(«a, k) < 0 dés que «, k > 0. En déduire que ¢ # 0.

Question 5-e. Montrer que E(¢/ |¢];2,4) < E(p, A) et en déduire que |¢|;. =1
et que (p, A) est un minimiseur pour I(q, k).

Question 5-f. Montrer que ¢, — ¢ fortement dans H', que B,, — B fortement
dans L? et que A, — A fortement dans LS.

Question 6 (difficile). Montrer que ’atome d’hydrogene stable pour

Jgs [rot A(z)|? dz

(o A)ex e@F g0

,A)E

o (iV S A ) =0 87 Jps “par— de
fma |<P‘2:1

ak <

puis que I'infimum & droite est atteint.



