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Chapitre 2 - Introduction aux Distributions.

I1.0 - Introduction.

L’objet ”distribution” permet de généraliser I’objet ”fonction” grace au concept de dualité. L’idée centrale
est de ne pas regarder une fonction f (disons f € C(Q)) ponctuellement mais & travers les quantités

o — | f(x)ep(z)dr,
Q

o ¢ décrit une classe de “fonctions testes”, par exemple ¢ € D(Q). Grace au concept de distributions,
il est possible de définir convenablement des opérations (dérivation, transformation de Fourier) qui ne sont
pas légitimes (qui n’ont pas de sens!) si l'on reste dans le cadre des fonctions. L’idée est de faire porter
Popération que 1’on souhaite définir sur les fonctions testes (dés que cette opération & un sens sur celles-ci).
On généralise ainsi une partie du ”calcul différentiel” et du "calucl intégral”. Dans ce cours, 'intérét des
distributions est triple

- Résoudre explicitement un certain nombre d’équations. Cependant, par le calcul, ce sont essentiellement
les équations (différentielles, aux dérivées partielles, intégrales) linéaires qui se laissent résoudre.

- Donner un sens aux équations aux dérivées partielles de maniere tres générale: une solution sera solution
”au sens des distributions”. Cependant, il est toujours possible de se passer du concept de distribution, car
une solution est toujours solution en un sens beaucoup plus fort (vit dans un espace beaucoup plus petit que
dans I’énorme espace des distributions).

- Introduire un tout petit peu de ”géométrie différentielle”, et en particulier, démontrer la formule de Stokes
(et donc définir la mesure de surface).

Ce qu’il faut retenir, est que ’espace des distributions est 'union de tous les espaces possibles et imaginables.
Plutét que de définir les opérations dans chaque espace que ’on rencontre il suffit de les définir, une fois
pour toute, “au sens des distributions”. Enfin, ce chapitre permet de nous concentrer sur 1’essence méme des
distributions: la dualité, et de laisser de coté les autres concepts d’analyse que 1’on retrouvera par la suite.

Pour commencer un cours sur les distributions, il est fondamental de bien connaitre la topologie de R, le
calcul différentiel dans RY et le calcul intégrale de Lebesgue. Nous supposerons ces notions connues. On
renvoie au préambule du chapitre 4 pour des rappels sur l'intégrale de Lebesgue et a vos livres de référence
préférés pour le reste.

Rappelons la définition d’une distribution comme elle a été définie au chapitre I. Dans tout ce chapitre 2
désigne un ouvert de RY, N € N*.

Définitions et Propriétés des Distributions 0.1.  On dit que T est une distribution sur Q si 7" :
D(2) — R est une forme linéaire continue selon un des sens équivalents suivants:

(a) T est continue sur D(Q);

(b) Pour tout K C Q compact, T'|x est continue sur C°(K):

VK C Q compact I3m, ICk m Vo eD(), suppe CK (T, 9)| < Ckmpr,m(p);



(¢c) T est séquentiellement continue sur D(Q): (¢, — ¢ dans D(Q)) implique ((T,pn) — (T, ¢)), ou de
maniere plus précise; pour toute suite (p,,) de D(2) pour laquelle il existe un compact K C Q telle que pour
tout v € NV

supp ¢, C K, 0%, — 0 uniformément, alors (T,p,) — 0.

(d) Pour tout K C € compact, T'|x est séquentiellement continue sur C5°(K);

L’espace des distributions est un evtles lorsqu’il est muni de la topologie induite par les formes linéaires
T — (T, p), pour tous les ¢ € D(2). En d’autres termes, la convergence d’une suite (7),) vers T' dans D’ est
la suivante:

T, — T dans D'(Q) si Ve eD(Q) (Tn,¢) — (T,¢).

On acceptera les trois résultats suivants (démontrés au chapitre 1):

(e) Soit A C D'(2). Alors A est faiblement borné (Vo € D 3C, tel que VI € A [(T,¢)]
et seulement si, A est uniformément borné (VK C Q compact Im, IC tels que VT € AV
(T, @) < Cpm. i (#))-

(f) Soit (T},) une suite de D'(Q2) telle que (T, ¢) converge lorsque n — oo pour tout ¢ € D(Q). Alors il
existe T € D'() telle que T, — T au sens o(D’, D). De plus, (T,) est bornée, et si ¢,, — ¢ dans D(Q) alors
(T, dn) — (T, 9).

(g) Soit (T3,) une suite de D’(R2) telle que (T}, ) est bornée pour tout ¢ € D(Q2). Alors il existe une sous-suite
(Tn,) et T € D'(Q) telle que T,,, — T au sens o(D’, D).

< Cy) si,

Il n’est pas nécessaire de faire appel a la ”théorie des evtles” présentée dans le chapitre 1 pour définir les
distributions. Dans les espaces X ci-dessous on définit la convergence dans X de la maniere suivante. Soit
(pr) une suite de X et ¢ € X. On dit que ¢, converge vers ¢ dans X, on note ¢, — ¢ dans X:

e pour X =D() si 3K compact tel que ¢, € D (Q) Vn et Va on a 0%, — d%p uniformément sur €;

e pour X = C"(Q) si 3K compact tq ¢, € D (Q) Vn et Va < m on a 0%p,, — I%p uniformément sur €;
e pour X = C™(Q) si VK compact et Va < m on a 0%p,, — 0%¢ uniformément sur K;

e pour X = &() si VK compact et Vo on a d%p,, — d%p uniformément sur K;

e pour X = S(RY) si Va, 3 on a z? 9%p, — 2 0%y uniformément sur RY.

On dit que T est une forme linéaire (séquentiellement) continue sur X, on note T' € X’ et on appelle T une
distribution, si 7' : X — R est une application linéaire et

on—pdans X = (T, ) — (T, ¢).

Compte tenu de l'exercice suivant, cette définition est suffisante pour 'usage des distributions que nous
aurons dans ce cours.

Exercices 0.2. Montrer a partir de la définition ci-dessus et de maniere élémentaire (directement) les
résultats suivants (en fait, on demande de redémontrer que dans un espace de Fréchet, ou une limite inductive
d’espaces de Fréchet, il y a équivalence, pour une forme linéaire, entre étre séquentiellement continue et étre
borné sur une ”boule”):

a) - T € D'(Q) si, et seulement si,

VK C  compact, 3m, 3C Vo e Dr(Q2) [T, ¢)| < C sup sup |0%(z)|.

|a|<m €N
b) - T € (C())’ si, et seulement si,

VK C Qcompact, 3C Vo e CR(Q) |(T,¢) < C sup sup|0%(x)|.
|a|<m z€Q



c)-T e (C™(N)) si, et seulement si,

JK C Q compact, 3C Ve C™(Q) |(T,p)] < C sup sup |[0%(z)|.
la|<m zeK

d) - T € £'(Q) si, et seulement si,

IK C Q compact, Im, IC Ve e &(Q) [(T,o)| < C sup sup |0%(z)|.
la|<m €K

Remarquer que &'(Q) = J(C™ (Q))/
e) - T € S'(RY) si, et seulement si,

Im, 3C VoeSRY) |(T,9)] < C sup sup sup |z 0%(z)|.

lal<m |Bl<m zeRN

I1.1 - Exemples, dérivation, multiplication, ordre, support, ....

On résume dans ce lemme, trois résultats élementaires fondamentaux pour la suite.
Lemme 1.1. 1) Pour tout ouvert Q C RY on a D(Q2) # 0.

2) Soit € RY un ouvert contenant l'origine. Pour toute fonction p € D(Q) telle que p > 0, / plx)dx =1,
RN

N

on définie une suite d’approximation de Iidentité (p,) en posant p,(z) = n=N p(n=tz). Alors pour toute

fonction ¢ € D(2) on a
pn(z) o(z)dx — ¢(0) lorsque n — oo.
Q
En d’autres termes, p, — dp au sens des distributions, ou plus précisément, au sens de la convergence faible
a(ML (), C.(Q))-*.

loc

3) Soit f € L, (Q). Alors

loc

/f(pdz:() Yo € D(Q)

Q

implique f = 0.

Preuve du lemme 1.1. 1) Lorsque 2 = Byn (0,1) il suffit de remarquer que la fonction

1
1—[af?

o(x) = exp < > si x| <1, p(z) =0 si |z| >1,

appartient & D(£2). Dans le cas général, il suffit de translater et dilater cette fonction.

3) On définit la ”fonction signe de f” sign(f) en posant (signf)(z) = +1 si f(z) > 0, (signf)(z) = —1 si
f(z) <0 et (signf)(z) = 0si f(z) = 0. Pour tout compact K C et pour une suite d’approximation de
l'identité (py, ), on définit ¢, = (1x sign f) * p, € D(Q) pour n assez grand, de sorte que

/|f|: lim /f(pndz:(),
K n—oo Q

et donc f =0 sur K, puis f = 0 sur Q (au sens p.p.). I
Exemples 1.2. (i) Soit f € L}, .(Q). Montrer que

loc

(T, ) ::/Qfgodx Vo € D(Q)



définit une distribution que I'on note T, {f} ou simplement f. Remarquer que T € M}
méme T € (LX(Q))".
(ii) Soit a € Q, a € NV. Montrer que

() = (Ce())" et

(T,p) == 0%(a) V€D

définit une distribution que I'on note 6,(10‘). Remarquer que T' € M} (£2). On note parfois 5@ = 6(()0‘).

(iii) Soit 4 une mesure (positive) borélienne o-finie sur Q. Montrer
(T, ) ::/(pdu Ve Co(f2)
Q

définit une distribution. Remarquer que T' € M} () (et que cela & un sens sans notion de différentiabilité
sur ).
(iv) Valeur principale de 1/x. Montrer que pour tout ¢ € S(R)

(@)

/ ——~ dz admet une limite lorsque e — 0, que on note (vp —, ).
|z|>e L x

Montrer que vp(1l/z) est une distribution tempéree. On 'appelle valeur principale de 1/x.

Exercices 1.2. Espaces de fonctions tests et espaces de distributions.
1) - Soit u,v € C™(Q), montrer que uv € C™(Q) et I*(uv) = Y,
a; < a; pour tout i et C) =[], CJt.

2) - Soit u € CP(RY), v € C4(RY) avec 'une des fonctions & support compact. Montrer que uxv € CPT4(RN),
0%(u x v) = (0%u) * (07v) pour tout couple (3,7v) tel que o = B+, |8 < p, |7| < ¢. Montrer que
supp (u*v) C supp u+supp v ol pour une fonction ¢ € C(2) on définit supp v = {z € Q, ¢¥(x) # 0} = QN\w,
avec w le plus grand ouvert (I'union des ouverts!) sur lequel 3 s’annule. En particulier si u € CP(RY),
v € C4RYN) alors uxv € CPT4(RY). Montrer enfin que si u € CP(Q) et v € C4(RY) avec suppv C Bgn (0,0)
alors u x v € CPT(Qy) avec Qs := {z € Q, dist(z,Q¢) > §}. En particulier si de plus u € C?(Qs) alors
u*xv € CPT(Q). En déduire que pour tout ¢ € C™ () il existe une suite (¢;) de D(Q) telle que p; — ¢
dans CI"(2).

3) - Soit © un ouvert de RY. Montrer qu’il existe une ”suite exhaustive de compacts” (K;) telle que
K; Cint(Kjy1) Vjet Q =lim K;. En déduire que tout compact K C Q satisfait K C K; pour tout j > Jk.
Montrer qu’il existe une suite (x;) de D(2) telle que 0 < x; < 1 sur Q, x; = 1 dans un voisinage de K
et supp x; C int(K;4+1). En déduire que pour tout ¢ € C™(Q2), m € NU {+oo} alors ¢; = ¢ x; satisfait
p; € C"(Q) pour tout j € Net ¢; — ¢ au sens de C™(Q).

4) - Partition de I'unité. Soit K un compact et soit (V;) un recouvrement (quelconque) de K par des ouverts.
Montrer qu’il existe des fonctions ¢; € D(Q) telles que supp; C Vj et Zj 1; = 1 sur un voisinage de K.
5) - Montrer que (avec inclusion continue stricte)

4<a Ca 0% 7ud"v ol on note v < a si

DcScé&comlccmcC cLS, cLi, CL},.cM., c(C™c(CmycDp

loc loc c

U U U U U U U U U U U
Dcortlcom™cC, cLcL? c Ll c @ cEe™ycEemtycgcScp

sachant que S et &’ ne sont définis que lorsque Q = R¥.

6) - Montrer que 1/|z|*, k > 1 est une distribution de R* mais pas de R. Montrer que ¢ — >, a; ©(0),

I C N, a; #0, est une distribution de R si, et seulement si, I est fini.

7) - Montrer les convergences suivantes au sens des distributions (ou des mesures) lorsque n — oo ou € — 0.
ex . € . sin®(nx

m:(), hmm:ﬂ‘& hm$=ﬂ'5

b)-Si f e LY(R), f>0, [ f(z)dx =1,supp f C Ry et vy(z) = nV (f(nz)— f(—nx)), alors limu,, = 260,

De méme, im (81, — 0_1/,) = 260,

a) - lim



¢) - limcos(nz) = limsin(nx) =0, lim % =70, lim @712)2 = —g 5,

Définition 1.3. Dérivation d’une distribution. On veut définir une opération de dérivation qui prolonge
classique pour les fonction réguliere: si f € £(Q2) alors 9; {f} = {0; f}.
Soit T' € D'(Q2) et a € NV, Montrer que

e = (1)1 0%p)

définit une distribution, que I'on note 9%T. On appelle dérivée de T d’ordre « la distribution 9*7T". On note
VT le vecteur des dérivées premieres.

Exercice 1.4. a) Le résultat élementaire et fondamental (le démontrer!) pour bien comprendre 1'opération

de dérivation au sens des distributions est le suivant: pour tout ¢ € CL(RY) et tout j € {1, ..., N} on a
0
LA —
RN 8xj

b) - Montrer que si f € Cl*(Q) alors {9%f} = 0 {f}. Montrer que 05, = (—1)! 5

¢) - Montrer que T € &’ implique 9°T € §’ et T € £’ implique 9°T € &'.

d) - Montrer que application T' +— 9“T est continue de D’ dans lui-méme (de £’ dans lui-méme, de S’ dans

lui-méme).

e) - Soit H : R — R la fonction de Heaviside définie par H(z) =0 si z < 0, H(z)=1siz > 0. Montrer que

{H} = §p. Calculer les dérivées distributions de fi(z) = H(x) — H(—=z); fa(z) = |z|; f3(z) =2z —1siz <0
2

et fs(x) =z + 1 si x> 0. Montrer que (% —k)H(z)e"* =5 (d— + k*)H(z) sin(kz) = k6, k # 0.

f) - Montrer que si f : R — R est continue par morceaux, et que en notant w; =la;, b, i € I C Z,

—00 < a; < by = ajy1 < bit1 < oo, la famille des (plus grands) ouverts (non vides) de R sur lesquels f

est continue (f : w; — R est continue et si U est un ouvert contenant w; tel que f : U — R est continue

alors U = w;) on a f € C(w;) (ou seulement f € Wl (w;) N C(w;) ou méme f € Whl(w;) avec la définition

ci-dessous), alors

(Y ={ft+ Z f(@it1) 0a; -

i€l

g) - Soit T € D'(R). Montrer qu'il existe S € D'(R) telle que S’ = T. Montrer que les solutions de 7" = 0
dans D’'(R) sont les constantes.

Définition 1.5. Espace de Sobolev. Pour 1 < p < co, on définit ’espace de Sobolev d’orde 1

wWhr(Q) .= {feLp() (Q) Vi= 1,...,N},

ie. Vi=1,...,N Jg; € LP(Q) (et on notera g; = dyu) tel que

/faxl /ng Yo € D(Q).

et WmP(Q), W/P(Q) les espaces de

loc

On définit de la méme maniere Wli’f (Q) en remplagant LP par L
Sobolev d’ordre m € N.

loc?

Lemme 1.6. On munit W1? de la norme
1
Yue WY ullwis = [lullpe + 1V ull o, max(fullpe, |V ullze) ou (full?, + 1V ul,)"".

Alors WP est un espace de Banach. Idem pour W™P. Les espaces W,"¥ sont des espaces de Fréchet.



Preuve du Lemme 1.6. Soit (u,) une suite de Cauchy dans W1 et notons u la limite de (u,) dans LP et g;
la limite de (9;uy) dans LP. On a pour tout ¢ € D(Q)

/ gi = lim (Oiun) p = — lim Up (O;p) = —/ u (0;¢),

ce qui prouve que u € WP et du; = g;. e

Définition 1.7. Multiplication d’une distribution par une fonction. On veut définir une opération de mul-
tiplication d’une distribution par une fonction réguliere ¢ € £(2) qui soit compatible avec la multiplication
usuelle pour une fonction: si f € Li, (Q) alors ¢ {f} = {v f}.
Soit T' € D'(Q) et ¥ € £(). Montrer que

¢ — (T,
définit une distribution, que I'on note ¥ T'.

Exercice 1.7. a) - On se place sur R. Montrer que z Vp(1/z) =1, 269 = 0 et 26 = ns= 1 sin > 1.
En déduire 2™ 6 = (=1)"n(n—1)...(n —m + 1)§»"™ si1 <m <n, = 0sim > n. Montrer enfin
d® x"~ ! H(x)
AHe Gan (n—1)!
b) - Moutrer D'D C &', '€ C &', §'S C §'. Montrer que dans ces espaces 'application T +— ¢ T y est
continue.

c) - Montrer que si f € L' + L> alors pour tout «, 3 on a *9°f € §’. On appelle fonctions régulicres &
croissance lente, on note O, I'espace des fonctions 1 € C*°(RY) telle que pour tout «, il existe m € N tel
que (1 + |z])~™ 9% € L=°(RY). Montrer que Papplication f — 1 f est continue de S dans lui-méme si, et
seulement si, 1 € O. Montrer que S’ O C &’ et que application T +— ¢ T y est continue.

d) - Trouver les solutions de z T/ = AT, A € R dans D'(R).

= 4. Que peut-on généraliser & RN?

Définition 1.8. On dit qu’'une distribution T € D’(Q) est d’ordre au plus m € N si pour tout compact
K C (), il existe une constante Cx telle que

(1) (T, )| < Ck |s‘u<p sup |D%p(x)] Vo € D(), suppp C K.
al<m ze

Exercice 1.8. a) - Montrer que T € D’(Q2) est d’ordre au plus m € N si, et seulement si, T satifait & la
propriété suivante: pour toute suite (¢,) de D() telle que ¢, — 0 au sens de CI*(2) alors (T, p,) — 0.
b) - Remarquer qu’une mesure et une fonction de Llloc sont des distributions d’ordre 0. Montrer que vp(1/x)
et §(, sont des distributions d’ordre 1 (exactement). Plus généralement, montrer que si T est une distribution
d’ordre au plus m € N alors 9*T est une distribution d’ordre au plus m + |«|. Montrer que >_j 6](-j ) est
d’ordre infini.

¢) - Montrer qu’une distribution d’ordre m peut étre prolongée en une forme linéaire continue sur C"(2),
continue au sens ou on a l’estimation (1) pour tout ¢ € C7*(2), supp ¢ C K. (Ind. Montrer que (T, p*p,) est
de Cauchy). Pour T d’ordre m, on a donc T € (C7*(Q2))’. On identifie désormais l'espace des distributions
d’ordre au plus m et ’espace (C7*(€2))’. On dit que T est d’ordre exactement m si T € (C*(02))" mais
T ¢ (Cr Q).

d) - Soit T € D'(2) d’ordre m et soit ¢ € C™(§2). Montrer que ¢ T est bien défini comme distribution et
est d’ordre m. En d’autres termes (C™)" C™ C (C™)".

Définition 1.9. On dit qu’une distribution T est positive, on note T' > 0, si pour tout ¢ € D(2), ¢ > 0, on
a (T, p) > 0. Montrer que si T, > 0 et T,, — T dans D’ alors T > 0.

Exercice 1.9. Montrer qu'une distribution 7" positive est nécessairement une distribution d’ordre 0; et donc
T e M} _(Q) = (C.(Q))" est une mesure de Radon.

loc

Lemme 1.10. On dit que T' = 0 sur un ouvert w C  si pour tout ¢ € D(Q), supp p C w, on a (T, ) = 0.
Soit (w;); une famille d’ouverts. Si T' = 0 sur chaque w; alors T = 0 sur w = Uw;.



Preuve du Lemme 1.10. Soit K C w compact. Il existe alors wy, ..., wy tel que K C Uw;. Il existe
donc 0 > 0 tel que K C Uwjzs ot wjs = {7 € wj; dist(z,wf) > d}. En effet, cela provient du fait
que la suite décroissante de compacts K, := K N (Njw;1/,)¢) est d’intersection vide (c’est K N (Njw;)¢))
et donc K, est vide pour n assez grand. Il existe alors x; € D(w;) telle que x; = 1 sur w;s. On pose
¥ = x5/ Ok xk) € CF(Uw;s) qui satisfait ) t; = 1 sur Ujwjs. Soit maintenant, ¢ € D(), tel que
suppe C K. On a ¢, ¢ € D(2) pour tout j et (3 1) p = ¢, de sorte que

<T7 (P> = Z<T7(ij> =0,

J
puisque supp ¥; ¢ C wj. ]

Définition 1.11. On appelle support de T', on note supp7, le plus petit fermé F tel que: pour tout
© € D(Q), suppe C Q\F on ait (T, ) = 0. Montrer que si T,, = T dans D’ et suppT,, C F avec F fermé
alors suppT C F.

Exercice 1.11. 1) Montrer que si T = {f} avec f € C(Q) alors suppT = supp f. Montrer que si T = {f}

avec f € L}, .(Q) alors suppT = w ol w est le grand ouvert tel que f = 0 p.p. sur w. Montrer que

supp 6 = {a} et que supp (vp (1/z)) = R.

2) Montrer que si T € D', ¢ € £ alors supp (¢ T) = suppT Nsupp®¥ (Ind. On a xg € suppT si V§ > 0
il existe ps € D(B(xg,0)) telle que (T, ps) # 0 de sorte que (T, =1 ps) # 0). Montrer que si T € D,
a € NV alors supp (0% T) C suppT (sans nécessairement avoir 1’égalité). Plus généralement, montrer que
pour tout opérateur différentiel P =) . aq 0%, avec A C N¥ fini, an € £, on a supp PT C supp 7.

3) Soit T' € D'. Montrer que si ¢ € D'(Q) satisfait ¢ = 0 sur suppT alors (T, ¢) = 0. En particulier si
v, € D'(Q) sont tels que p = 1 sur supp T alors (T, p) = (T, ).

Définition 1.12. On note £(N2) = C*(N2). On dit qu’une distribution 7" sur € est continue sur () si il
existe une constante C' > 0 et un entier m tels que

(2) (T, p)l < C Sup sung%(x)l Vip € £(Q).
al<m ze

On note T € £'(2). Remarquer que &'(Q2) = U(Cm(Q))I.

Exercice 1.13. 1) a) - Soit 7" une distribution a support compact. Montrer que T" est une distribution
d’ordre fini m € N. Montrer que T peut étre prolongée en une distribution de £'(Q?).
b) - Montrer que £'(2) := dual de £(Q) = {T € D'(?), suppT compact }.
2) L’objectif de cet exercice est de démontrer que dans D’(R) on a équivalence entre
(i) suppT' C {0};
(i) 3m € N, 3y, ..., A tels que T = 37 A 657
(i) Ine Na" T = 0.
Comment généraliser & RV ?
a) - Montrer que (ii) implique (iii).
b) - Montrer que (iii) implique (i).
¢) - Montrer que si suppT C {0} alors pour tout x, ¢ € D(2), x = 1 au voisinage de 0 on a T(¢) = T(x ¢).
d) - Montrer que pour tout ¢ € D(Q), a € Q, k € N, il existe ¢, € E(Q) tel que

r—a k
o(e) = ola) + (@~ @) @) + .+ C D ha) 4 (2 - 0 o).

En particulier, si ¢ s’annule jusqua I'ordre k en a, alors ¢(x) = (z — )1 ¢ (), ¥i, € D(Q).
En déduire (avec I'aide de c) que (iii) implique (ii).

On suppose désormais que supp T C {0}.

e) - Montrer que T est d’ordre fini (disons m).



f) - Montrer que si ¢ s’annule jusqu’a 'ordre m en 0 alors T'(¢) = 0. [Ind. On pourra considérer y € D(2),
x = 1 au voisinage de 0, poser x;(z) = x(j ) et montrer que pour tout |a| < m, |D*(x; ¢)(x)| < C/j, puis
T(x; ) — 0]

g) - Montrer que ™7 = 0 et conclure.

En résumé, on a

TeD si VK C Q compact, 3m €N, ICk tel que

Ve eD(Q), suppp C K [(T,¢)| < Ck prm(©);
T est d’ordre fini si dm € N (m est l'ordre de T, i.e.T € (CI")), V K C Q compact, 3Ck tel que

Ve eD(Q), suppp C K [(T, )| < Ck prm();
Te& si K C Q compact (T est & support compact C K), Im € N, 3C tel que

Vo eD(Q) [T, ¢)| < Cprm(e).
Remarquons qu’'une distribution quelconque est ”localement” d’ordre fini.

Encore quelques Définitions 1.14. (i) Siw C Q ouvert et T € D’(Q), on définit la restriction T'|,, € D’ (w)
par Vo € D(w) (Tw, @) = (T, ¥).

(i) Si T € D'(Q) est & support compact K C 2, on définit le prolongement 7' € D’(RY) en fixant x € D(Q2)
X = 1 sur K (quelconque!) et en posant V¢ € D(RN) (T, ¢) = (T, x ¢).

Soit T € D'(2). Pour tout w CC Q et pour une fonction (quelconque) x € D(QQ) telle que x = 1 sur w on
définit T =T x € D'(RY). Alors T|, =T,

(iii) Si h € RN et T € D'(Q2) on définit la translation 7,7 comme distribution sur 7,Q := {z € RY; 2 +h €
O} =Q—hpar Vo € D) (T, ) = (T, 7—pe), avec (The)(x) = @(x — h). La convention est telle que
Th ]-A = 1h+A-

(iv) Soit Q (étoilé par rapport & lorigine). Si A > 0 et T € D'(Q) on définit la dilatation 6,7 comme
distribution sur s := ... par V¢ € D(Qs) (6T, p) = AN(T,55-1¢), avec (5xp)(x) = ¢(z/A). La convention
est telle que 9y 14 =1 4.

(v) Soit © une boule centrée en l'origine. Pour R € SO(n) une rotation de RY et T € D'(2) on définit la
rotation prT comme distribution sur Q par V¢ € D(Q) (prT, ) = (T, pr-1¢), avec (pry)(r) = p(R™1 z).
La convention est telle que pr 14 = 1g 4. Soit  invariant par rotation (une boule ou une série de couronnes).
On dit que T' € D’'(R) est invariant par rotation si VR € SO(RY) on a prT =T.

(vi) Pour T' € D'(2) on définit le symétrique T comme distribution sur —Q par (T, p) = (T, ¢V) Vp €
D(—9Q), avec (¢Y)(z) = (p)(x) = ¢(—z). La convention est telle que 1% = 1_4. On dit qu'une distribution
T est paire (resp. impaire) si TV =T (resp. TV = —T).

Encore quelques Exercices 1.15. 1) a) - Montrer que la suite de fonction % converge, quand € — 0,
x?+e
vers Vp(l / a:) et au sens des distributions tempérees:
(Vp(l) ) = lim/ T o(x)dr = lim #@) dzx, V¢ € S(R)
x’’ e—0 Jp 22 + &2 =0 Jjg5e T ’ '

b) - Montrer que Vp(1/x) est une distribution impaire et vérifie x Vp(1/z) = 1. Montrer que c’est la seule
distribution impaire vérifiant cette équation. Quelles sont toute les solutions de cette équation?

¢) - Montrer que la fonction log |z| définit une distribution tempérée de S’'(R) et que sa dérivée distribution
est Vp(1/z).

: 1 1, .
d) - Montrer que parr gl—l}gli o Vp(;) Fimo.
: 1 : p@) =) | o .
2) a) - Soit ¢ € S(R). Montrer que (Pf(—),¢) = hn% 3 dx définit une distribution appellée
X g— |I|>€ X

Partie finie de 1/562.



b) - Démontrer que la dérivée de Vp(1/z) est Pf(1/2?).

¢) - Pour quelle valeur de v > 0 peut-on définir la Valeur principale de z/|z|%, la Partie finie de 1/|z|* dans
R et dans RV ?

¢) Montrer que la fonctionnelle suivante définie une distribution tempérée

<pf(@),@> _ lii%{/> @ de — (0) loge).

I1.2 - D’avantage sur la dérivation: formule de Stokes et solution élementaire pour le Laplacien.

Définition 2.1. On dit qu'un ouvert Q est de classe C*, k € N* U {+o0}, s'il existe une fonction ”distance
au bords” d € C¥(RY,R) telle que

Q={zcRY; d(z) <0}, 00={zxcRY; dx)=0} et Vd(z)+#0VYxcod.

On appelle normale extérieure unitaire a 2 en x € 9Q le vecteur n(z) = Vd(z)|/|Vd(z)|.

Exemples 2.2. (i) Pour Q = B~ (0, R), on prend d(z) = (2? — R?)/(2R).
(i) Pour Q = {r € RN;zy > ¥(z1,...,2n-1)}, avec ¢ : R¥V=! — R de classe C*, on prend d(z) =
V(X1, .y TN_1) — TN

Théoréme 2.3 (Formule de Stokes). Soit © un ouvert de classe C2. 1l existe une mesure positive do
sur 0f2 telle que

(2.1) VE € CHRN;RY) /Qdivz E(z)dx = ” E(y) -n(y) do(y).

Preuve du théoreme 2.3. On procede en 5 étapes.

Etape 1. Définition et approximation réguliére de T. On pose T := — 3% 9;d9;1lq. Alors T est bien
définie comme distribution d’ordre 1 car c’est le produit d’une fonction de classe C'! et de la dérivée d’une
distribution d’ordre 0 (voir l'exercice 1.8). Soit maintenant § € C'*°(R) décroissante telle que 0(t) = 1 si
t < —1,0(t) =0sit>0. Posons 0x(x) = 0(kd(z)). De Ox(z) — 1o(x) p.p. dans RY lorsque k — oo et du
théoreme de convergence dominée on déduit que 0y — 1g au sens L}, (RY), et donc ML (RY) et D'(RY).
Posons Ty, = — Y. 0;d 8;0, € CL(RY). On a alors T}, — T.

Etape 2. T est une mesure positive portée par 0€). D’une part, T" est positive puisque
T = = (9;d) (9;d) (k0 (kd) = —|Vd|* ¢ (kd) > 0
de sorte que T = lim T}, > 0 également. D’autre part, pour tout ¢ € D(RY) tel que suppp NI =0 on a

(To0) == (5 5tane) = 3 (0. 0,(p0,) = [ div(e Vdyda = [ aiv(p¥d) do =0,

N

j=1 j=1

x € Q°. Pour la derniere égalité on utilise (N fois) que pour une fonction u € C}(R) on a [ u/(z)dx =
R

On a donc supp T C 0.

Etape 3. Pour a € RY un vecteur non nul (unitaire) et 7 une fonction de classe C! ou simplement une
distribution, on note 9,7 = e, - VT avec e, = a/|al, |.| désignant la norme euclidienne dans RY, la dérivée
de T' dans la direction a. Posons do := |Vd(z)|~™'T = —n- V1g = —2Z1q. Cette mesure est bien définie



puisque supp T C 99 et, |Vd(z)| étant continue et # 0 sur 99, [Vd|~! est une fonction continue sur Q. On
a également supp do C 0f2. Montrons que

njdoaileg dans D'(RM).

En effet, pour tout ¢ € D(RY) on a

0;d 0;d 0;d 0;d
d = LT, ) = (T, = = lim (T}, === ¢) = — lim k(|Vd|*¢'(kd), =
<nJ g, 50> <|Vd|2 790> < ’ |Vd|2 50> kLHc}o< L |Vd|2 50> kLHc}o <|v | ( )7 |Vd|2 </0>
=~ lim (k0'(kd)0;d. ) = — lim (9;6.¢) = —(9;1a, ).

Pour E € CH(RM;RY), on en déduit la formule de Stokes

/ div Ede = (10, 0;E;) = (= > _0;1q, E;) = () _n;do, E;) = (do,n - E).
Q j j j

J

Etape 4. Pour conclure, il nous faut expliquer pourquoi la notation sous forme d’intégrale de bord dans
(2.1) est justifiée.

Commengons par montrer que do définit une mesure de Radon sur 99, i.e. do € M} (9Q) = (C.(99))’.
Soit en effet ¢ € C.(092). D’apres le théoreme de prolongement de Tietze-Urysohnn, il existe une fonction
¢ € Cp(K), avec K un compact tel que int(K) est un voisinage de L := dQ Nsupp ¢, telle que ¢|gn = . On
peut prendre, par exemple, ¢(z) = ¢(z) si z € L et ¢(z) = infyerfp(y) d(z,y)/d(z,00)] si z € K\L. On
note ¢ la fonction définie sur RY en prolongeant ¢ par 0 en dehors de K. La fonction ¢ := ¢ * p,, € C.(RY)
satisfait ¥|pq = ¢ pour n assez grand. On définit alors do’ € M;,.(0Q) par (do’,p) = (do,1). Cette
définition ne dépend pas bien siir de la construction de 1 puisque supp do C 90€2.

L’étape suivante est d’utiliser le théoréme de représentation de Riesz (ou Radon-Riesz, ou Markov-Riesz)
qui affirme (entre autres) que toute forme linéaire positive A de C.(99) (cela signifie A : C.(02) — R est
linéaire et V¢ € C.(09) telle que ¢ > 0 alors (A, p) > 0) s’identifie avec une mesure borélienne A\ positive
o-finie sur 90 (celle du cours d’intégrale de Lebesgue: A est une "mesure ensembliste” définie sur la tribu
borélienne de 99 (pour la topologie induite par la norme euclidienne de RY) et finie sur les compacts de
0€1) de la maniére suivante:

Yo e C.(00) (A, ) :/ pd.
o0
En notant encore do la "mesure borélienne” associée a la "mesure de Radon” do’ on obtient le résultat
escompté. m

Exercice 2.4. (i) Montrer que la normale extérieure n ne dépend pas de la fonction distance d choisie
dans la définition du fait que Q est de classe C2. [Ind. On pourra montrer que ”localement” € est toujours
de la forme de 'exemple (ii) ci-dessus]. En déduire que do ne dépend pas du choix de d.

(ii) Supposons que € est de la forme de I'exemple (ii) ci-dessus avec ¢ € C?(RN~1). Etablir I'identité

[ edo=[ o ua) VIFTHP

o0 RN -1

En déduire que pour tout ouvert de classe C? on a supp do = 0f).

(iii) Soit xy € CH(RY) telle que y = 1 sur un voisinage de 92 et y = 0 sur un voisinage de {x € RY; Vd(z) =
0}. On définit n(z) := x(z) Vd(x)/|Vd(x)| € C1(RY). Montrer que

(2.2) Vo € CHRY) [99 (o) do = /Q div(p(z) n(z)) dz.
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(iv) Montrer que do =lime ™" 1{_. 4.} (lorsque 'on a normalisé d de sorte que [Vd| = 1 sur 9Q7).
Applications 2.5.

e Si Q =]0,1[, on prend d(z) = x (x — 1) de sorte que n(0) = —1, n(1) = 1, do = dog + 1 et on retrouve la
formule usuelle de l'intégrale de la dérivée d’une fonction (”formule fondamentale du calcul intégral”).

e Si Q = By~ (0, R) alors on prend d(z) = R? — |z|? de sorte que n(z) = x/R. La mesure associée dog sur
oN==5 1]%] ~! est la mesure de Lebesgue portée par S g ~1. Elle vérifie les propriétés suivantes:

(i) homothétie : dopr se déduit de doy = dw par la relation:

VR>0, YpeC(SN1 /N ISDdUR:RN_l/ ¢rdw, or(T) = p(Rx).
Sp~

SN-—-1

En particulier, mes(Sg) = R~ mes(S1).

(ii) invariance par rotation : dw est invariante par rotation:
VR e SORY), Voe (SN / gpoRdw:/ @ dw.
SN—l SN—I

En particulier, supp (dw) = SN ~1.

(iii) On a le lien suivant entre intégrale de volume et intégrale de surface: pour toute fonction ¢ € C(BRr)

d 1 R
— pdr = lim — gadas:/ pdor et / wdz:/ / pdo, dr.
dR Jp, €20 & JR<|z|<R+e Sk Br 0o Js.

(iv) 1l est habituel de définir la mesure de surface @ sur SV =1 induite par la mesure de Lebesgue A dans RY
de la maniere suivante. Pour tout A borélien de SN=! on définit C4 = {tx, x € A, t € [0,1]} le borélien de
RN et &(A) = A(Ca). Vérifier que w = &.

Preuve des propriétés de la mesure uniforme sur la sphére. On démontre les propriétés pour ¢ € CH(RY)
en utilisant la formule de Stokes, puis on généralise par densité.

(i) En posant z = ry, on a y - Vy(p,(y)) = z- (Ve)(x). On en déduit
/ pdo, = / div, (Etp)dx zr_l/ (x-Vap+ No)dx
Sy B, r B,
= TN_l/ (¥ Vypr(y) + Nen(y)) dy = TN_I/ divy (y pr) dy = TN_l/S pr dor.
Bq B, 1

(i) On remarque que z- V(po R) = (Rz) - (Vo)(Rx) [c’est juste V = D' et D(po R) = (Dy)o RDR]. On
en déduit en posant t = Ry

/SlsaoRdw/Bl(z-Vx(woRHNwoR)dx/Bl(y~Vyw(y)+N¢(y))dy/Slsadux

(iii) On a d’une part avec les notations de (i)

d d N N d N-1
— godz:—[R / @Rdz] =R / —prdr+ NR Yrdx.
dR Jp, dR By B, ARt By

Or Lopp(z) =z (Ve)(Rz). On en déduit

d
—/ wdz:RN’l/ [(w~V<p)R+N<pR]dz:/diV(w/R)dm:/ pdog.
dR BR Bl R SR
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e Soit O un ouvert (de classe C?) et notons do, ne et do, la distance au bord, la normale unitaire extérieure
et la mesure de surface du bord associées et définie au théoreme 2.3. Alors pour tout ouvert € (de classe
C?) on peut prendre d.. = —d,, de sorte que n,, = —n,, et enfin do,. = do, puisque pour toute fonction
o € CLRYN), d’apres l'exercice 1.4.a,

/ pdo, = / div,(ng @) de = —/ div, (nq ) dz :/ div, (nge ) dx :/ wdo,. :/ pdo,..
e} Q e e a(Qe) o9

e Formule de Green. En prenant £ = u Vv puis E = v Vu avec u,v € C?(£2) on obtient

/Vu~Vv+uAv:/ u@do
Q a0 On

Ov ou
/Q(uAv—vAu) —/(m(u% —U%)da.

e Solution élémentaire du Laplacien. On a

et

1
—A e (N —2)mes(SN 1) 6y ausens D'(RY).
On commence par remarquer que x| = x;/|z|, O;lx|* = az;|x]|*"? puis 7]x|* = ady|x]** + a(a —
2) z; x; |2~ et donc

Alz]* = |z|*~? Z(a +a(a—2)2?|z|™?) =alz| *(N+a—-2)=0 dans RM\{0}

K2

si, et seulement si, a = 2— N. Pour effectuer le calcul dans RY, on remarque que |z~ € L}OC(RN) de sorte
que la premiere identié qui suit est vraie au sens des distributions dans R¥, la seconde résulte du théoreme
de convergence dominée et la troisitme est la seconde formule Green présentée ci-dessus (ainsi que le fait
que Alz[>~N = 0 dans RV\{0}):

1 1 . Ap(x) : O™ 5 N Op
A o) = (—— Ag)=1 dz = 1 d e %) do..,
( FLE ®) <|x|N*2 ®) 613%/35 v 4o = limy o (¢ o || 8n) 0.
ot n(x) = —n(p.) = x/|r| désigne la normale extérieure a B.. Pour la premiere intégrale, on a grace a

rlel =n-Via| = (a/lz]) - (x/]a]) = 1 sur SN

/stwdcfs =(2-N) /35¢|x|1—Ndo€ =@2-N) /3 plew)dw 3 (QNW(O)/& e

on e—0

Pour la seconde intégrale, on a

_n Oy dp
— 2 _ P— _
/SE || - do. = 5/31 n(ew) dw " 0.

I1.3 - Autours de la convolution.
Commengons par quelques résultats généraux

Lemme 3.1. (Interversion de la dualité, de la dérivation et de lintégration). Soit O un ouvert de RM.
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(i) Soient T € D'() et ¢ = ¢(x,y) € C( x O) qui satisfait 9% € C*(Q x O) pour tout a € NV et un
certain k € NU{+oc} fixé et pour tout y € O il existe d,, > 0 et K, C Q compact tels que supp ¢(.,y") C K,

Vy' € Bru(y,dy). Alors y — (T, ¢(.,y)) € C*(O) et pour tout 3 € NM |8 < k, pour tout L C O compact
on a

(3.1) T (. y)) = (T.(0)0)(,y)) et /L(T,w(-,y»dy:<T7/L90(-,y)dy>~

Si de plus p € C.(2 x O) on a y +— (T, p(.,y)) € C¥(O) et on peut prendre L = O.
Preuve du Lemme 3.1. D’une part, pour tout y € O, 1 <¢ < M, on a

9
8@1-

et donc G(y) = (T, ¢(.,y)) est dérivable au sens de Gateaux, V,G = (T, V,¢(.,y)). On obtient le premier
résultat par itération des dérivations.

1
t’l(sa(-,ertei)*sﬂ(-,yﬂei):/ (y+tse)ds — o(y) dans D(Q),
O —

D’autre part, pour toute partition (w})i<k<n de O, i.e. wj ouverts disjoints pour k =1,...,n, O = U}_, &},
Y € Wi, supi<k<n AR — 0 lorsque n — oo, A% = diam(wf) on a

[Tty = lim ST AR o)) = (0l S AReC0i) = (T, [ olen)di),
o k=1 k=1 o

puisque les intégrales qui inteviennent sont des intégrales de Riemann pour des fonctions uniformément
continues. o

Exercice 3.1. a) - Soient ¢ = (z,y) € D(Q x O) et T, = T dans D'(2). Montrer (T,, ¢(.,y)) —
(T, ¢(.,y)) dans D(O,). Montrer de méme que si ¢,, — ¢ dans D(Q x O) et T € D'(Q) alors (T, pn(.,y)) —
(T, (., y)) dans D(O,).

b) - Généraliser a) au cadre du Lemme 3.1.

Corollaire 3.2. (Lemme fondamental du calcul intégral).  Soit T € D’(Q2). Pour tout ¢ € D(Q) et
x € B(0,6,), 0, := dist(supp ¢, Q2°), on a

~ =

(3.3) @%%@W:A@Vﬂww,

ot pour une fonction v et un vecteur y on note v, := 7,9. En particulier, pour u € VVlloc1 (Q), on a

1
(3.4) VzeRY u(y + o) —uly) = / x-Vuly+tz)dt pour pt. yeQ, = ﬂ Tt 2
0 0<t<1

Preuve du Corollaire 3.2. Commengons par démontrer (3.3). On a, grice au lemme 3.1 et au lemme
fondamental du calcul intégral pour les fonctions régulieres que pour tout ¢ € D(2) et tout € B(0,0,)

/ (x- VT, 1) dt = <T,/ (—2) - Vo dt) = (T, ¢z — ),
0 0

ol on a utilisé que (—z) - (V)i (y) = L[p(z — tz)] pour tout y € Vet t € (0,1) .

Lorsque T = {u} avec u € Wloc (), on a donc par changement de variables et théoréme de Fubini

/ dz_/ dz+/ /Q ) Vep(z — ta) dedt
/{ /x'vu(y-i-ta:)dt} o(y) dy.
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On conclut grace au lemme 1.1 (iii) 0]

Nous cherchons une définition de la convolution au sens des distributions compatible avec celle définie pour
des fonctions. Soient f € L] () et g, o € D(Q) et prenons 2 = RY pour ne pas discuter des domaines de

loc
définition. D’une part, par définition de la convolution, on a pour tout x € )

(38) o (0@ = [ sty = {1hmls")) € CF(@),

D’autre part, par Fubini, on a

(3.9) {f*g},p) = /RN (f xg)(z) p(x)dz = - FW) (9" *o)(y)dy = ({f},9" * ).

Nous allons définir ci-dessous la convolution & partir des deux identités précédentes. Toutefois, il est courant
de définir la convolution & partir d’une troisieme expression qui fait intervenir le produit tensoriel de distri-
butions. Nous renvoyons cette définition a plus tard, mais nous présentons ci-dessous le calcul qui permettra
de motiver cette troiseme définition. Par le théoreme de Fubini et changement de variable, on a

(3.10) ({f*g}, @)ry = /RN RNf(z)g(z —z)p(2) drdz = /RN RNf(x)g(y)@(x +y)dzdy = ({f ® g}, P)ran,

ou le produit tensoriel des fonctions f et g est défini par (f ® g)(x,y) = f(z) g(y) et @(x,y) = o(z + y).

Définition-Proposition 3.4. Soient T € D'(2), » € D(Q), & = RY. On définit la convolution de T et ¢
comme fonction par

(3.11) (T *1 @) () = (T, 120") Vz e RN,

On définit la convolution de T et ¢ comme distribution par

(3.12) (Tx20,9) =(T,¢" x¢) V¢ €D(Q).

Alors Tx1 p € C®(Q), 0(T 1 @) = T*1 (0%) Y, Txop € D'(Q) et 1 et x5 coincident: {Tx1 ¢} =T *2,

ou encore il y a "permutation de la convolution et de la dualité”

(313) ({T#1 @}, 1) = /Q (T, rap") () dex = (T, /Qwvwz) dv) = (T, 0" +) ¥ € D(Q) ou L1(Q).
On note T x ¢ =T %1 o = T %9 . Enfin donc,

(3.14) (T * @) =T % (0%) = (0°T * ) Vae NV

Remarques 3.5. a) - On montre que
D'xDCE&; S'xScCé&; ExECE & +DcCD.

b) - Si 2 # RN, T € D'(Q), ¢ € D(Q) alors T x ¢ est définie sur O, = {x € Q; supprp C Q} = {z €
Q; suppy C 7,0}. Autrement dit, si w est un ouvert tel que @ C Q, alors T * ¢ est définie sur w pour tout
T € D'(Q) et tout p € D(RY) telle que suppy C B(0,4), § = dist(w, 2¢) > 0. Cela doit étre possible de
faire un argument de prolongement et de définir la convolution par 'expression T* ¢ = T+ ou T € D' (RY)
est définie dans la définition 1.14.(ii).

c¢) - Soient T et S deux distributions. On définit la convolution de T et S comme distribution, dés que
I’expression de droite a un sens:

(3.15) (T*S,0) :=(T,S"x¢)  VypeD.
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On a
DsE —ExD CD; ExECE:  SxSCSNE).
d) - Pour f € L}, ou méme p € M}

joc cette notion de convolution coincide avec la convolution usuelle

(o) = [ ee—nduty)  Vee o)

e) - La masse de Dirac centrée en l'origine g est I’élément neutre: T x g =T VT € D'().
f) - Pour S,T € & on a supp (S *T) C supp S + suppT.

Preuve de la Proposition 3.4. Les propriétés de *; proviennent de I’exercice 3.1.b. Pour établir (3.13) on fixe
1 € D(Q) et on applique le lemme 3.1 & la fonction ¢(y,z) = (7. (0¥))(y) ¥(x) = p(z — y) ¥(z). L’identité
(3.13) a également lieu pour tout ¥ € LL(Q), ce que 'on voit en raisonnant par densité et en remarquant
que les deux termes extrémes ont un sens pour de telles fonctions. Pour établir la formule de dérivation qui
manque dans (3.14), on calcule

(0(T * 9),9) = (=1)I*UT, ¥ % 0%¢) = (-1)1*NT, 0(p" % 9)) = ((8°T) * ,9)
pour ¥ € D(RY) fixé. [
Exercice 11. a) - Calculer a partir de la définition (6) et (6’) le produit de convolution H = H. Retrouver
le résultat en calculant a partir d’une intégrale H x H.

¢) - Calculer les produits de convolutions ¢’ x 1, ¢’ x H, puis (1x¢")x H et 1% (6’ * H). Conclure et expliquer.
d) - Soit T € D'(R2). Montrer que Tx6 =T, T x 0, = 7, T. Montrer que 04 * p = Jq+b-

Théoréme 3.6. (Approzimation d'une distribution par des fonctions réguliéres). Soit T € D'(Q2). 1l existe
une suite (T,,) de C°°(Q) telle que T, — T au sens de D’'(Q).

Preuve du Théoréme 3.6. Soient p,, une suite régularisante et ¢, une suite de troncatures dans 2 (i.e. (, €
D(2), ¢ = 1 sur supp (p41 et supp ¢, — Q) telles que supp py, +supp ¢, C Q. Alors Ty, = (¢, T) *pn, € D(N)
et T,, = T dans D'. ]

Lemme 3.7. (Les distributions de dérivées nulles sont les constantes). Soit {0 un ouvert connexe et soit
T € D'(Q) telle que VI = 0. Alors il existe C' € R telle que T = {C}.

Nous donnerons une preuve complete du Lemme 3.7 apres le Théoreme 3.9. Nous proposons ici en exercice
une preuve (légerement) différente.

Preuve du Lemme 3.7 en exercice.

a) - On suppose d’abord T' € &'(RY). Montrer qu'il existe une suite régularisante (p,,) et une suite réelle
(Cy) telles que {T * p,} = C,,. Montrer que (C,,) est bornée et en déduire que T' est une constante.

b) - Traiter le cas général. ]

Théoréme 3.7. (Equivalence de la dérivation au sens classique et au sens des distributions). Soit T € D'(),
G; = 0;T. Il y a équivalence entre

(i) T est une fonction f € C*(Q);
(ii) G; est une fonction g; € C(Q) pour tout i = 1,..., N.
Dans ce cas g; = 9;f au sens classique.

Preuve du Théoréme 3.7. L’implication (i) = (ii) étant claire, nous ne démontrons que (ii) = (i). Soit
¢ € D(Q). Partant de I'identité (3.4), on a pour tout # € RV |x| < § := dist(supp p, Q°)

(Tp) = (Topn) - / (& VT, 1) dt
1 N
= <T7§0x>/0 Zzi/ﬂgi(z)go(zftx)dxdt
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Fixons p € D(RY) tel que p > 0, supp p C By~ (0,6) et /p = 1. On calcule alors grace au lemme 3.1

(T, a) p(x) dz — 1%% 9i(2) p(z — tx) dzdt p(z) dz
/ [,
/Qso( )<pr // z;wz/gzyﬂx )dwdt>dy=:/ﬂ<p(y)f(y)dy-

Ainsi T = {f}, et on note juste T = f, avec f € C(Q) C Lj,.(Q). En particulier f € VVllOC1 puisque
0{f} =9: € C(Q) C L} (Q). Enfin, grace a (3.5), on en déduit Vx,y (puisque les fonctions sont continues)

loc

(T, )

flz+y) - /Zyzgzzﬁy -g(x) + 0.(ly]),

ce qui prouve que f est de classe C' et 0;f = g;. ]
Preuve du Lemme 3.7. Comme 0;T = 0 on a T = {f} avec f € C! et 9;f = 0. On en déduit que f est
constante. (Cn

Définition 3.7. Soit p(§) = Z‘a|<m aq €“ un polynéme a N variables. On lui associe 'opérateur différentiel
a coefficient constant B

Pi=p(d)= Y and”

lal<m

On dit quune distribution E € D’(RY) est une solution fondamentale ou élémentaire si

PE =46y dans D'(RV).

Lemme 3.7. Soit P opérateur différentiel & coefficient constant et soit F une solution fondamentale. Alors
pour tout f € &'(RY) il existe une solution u € D'(RY) & I'équation aux dérivées partielles non homogenes

Pu=f dans RY,

et celle-ci est donnée par u := E % f.

Preuve du Lemme. 11 suffit de claculer

Pu=P(Exf)=(PE)xf=0*xf= /.

Application 3.7. Pour tout f € LY(R™) N LP(RY), p > N/2, N > 3 I'équation
—Au=f dans RV

possede une solution au sens des distributions u € L*(R™) qui est donnée par la formule

u(x) = CN/R %dy.

Nz —y

Cela résulte du fait que |z|>~N € L>® + L9V q < N/(N —2).
I1.4 - Transformation de Fourier et EDP.
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Nous commengons par donner la définition (directe) de la transformée de Fourier et les ” propriétés élementaires’
dans les espaces L', M1, £ et S.

Définition 4.1 - Définition pour une fonction de L!. Soit f € L'(RY). On définit la transformation
de Fourier de f comme étant la fonction F f = f : RY — C,

veEeRY  f(e) = . (z) et da.

On rappelle que Pon définit (F f)(z) = (Ff)(—z).

Remarque 4.2. a) - (Ff)(€) est bien définie pour tout ¢ € RY.

b) - L’application f +— Ff est linéaire.

¢) - I y a bien d’autres fagons de définir Ff dans la littérature, par exemple en divisant Pexpression (4.1)
par (2)Y ou (27)V/? ou en remplacant e=**€ par e~ 247 ¥,

d) - On définira la ”transformée de Fourier inverse” FV en posant (FY f)(§) = (Ff)(—£). Celle-ci possede
les mémes propriétés que F.

Propriétés 4.3 (de la TF dans L'). Pour tout f € L', on a

a) - f € CoRN), Iflz= < If]le:.
b) - On définit (7, f)(z) = f(x — h) et e, (y) = €'¥. On a F(rif) = en F(f) et Tn(Ff) = Flep f).
c) - On définit (6xf)(x) = f(z/N). On a F(5xf)(€) = AV 551 F(f)(€).

d) - Pour tout f,g € L*(RY) ona/fQZ/fgetf(f*g)ng-

Preuve de la Propriétés4.3. On a f € C(RY) par convergence dominée. Le seul point délicat est de montrer
que f(&) — 0 lorsque [£] — oc. Pour f = 1, avec a,b € R [a,b] = [a1,b1] X ... X [an,bn] on a

N b N —ix; &
. . e JSi C
e 1S dy = I I / e 1 d; = | | [7 ] <
j:1 aj ! 7715‘7 |1"|

j=1

Fneo- [

[a,b]
et on raisonne par densité (des combinaisons linéaires de fonctions caractéristiques de pavés dans L!) pour

traiter le cas général. Toutes les autres identités résultent du théoréme de Fubini et/ou d’un changement de
variables. o

| 2

Théoréme 4.4 (TF d’une Gaussienne). On pose Gy(z) = exp(fgc—e). On a
N 0 1£]2
Go(€) = (2mO)N/? exp(f%).

Preuve du Théoréme 4.4. On se ramene au cas N = 1 et § = 1 par factorisation et dilatation. Dans ce cas,
on a

G(6) :/Reﬂ”’“’ﬁe*W/2 dm:/Re*‘Wf‘z/%*iﬁf dz =: F(£) G(€)

avec F' € C! (par convergence dominé) et
/ d [ ~letic/2 ey eloriel?/2 gy — i [ L lavigs2
Fl¢&)=—= [ ¢ der=— [ (z+if)e dr =1 [ —e dr = 0.
d¢ Jr R r dT

On en déduit V&€ € R F(€) = F(0) = V2. (]
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Théoréme 4.5 (TF inverse). Ona FoF = (2m)N Id" dans ARYN) = {f € L'(RYN); f € L*(RN)}. En
particulier, pour tout f € ARY), on a
1

Ve eRY @)= oo F(FH@).

soit encore F~1 = (27)~N F.
Preuve du Théoréme 4.5. D’une part d’aprés la proposition 4.3.b&d (ou faire un calcul direct) on a

Goe D)@ = [

R

N(Tzéﬁ)f:/RNf(ezGG)f:/RNGOsz-

D’autre part d’aprés le théoréme 4.4. on a Gg(z) — 1 lorsque 6 — oo pour tout z € RN et (Gy) est une
approximation de I'identité, ou plus exactement Gy — (27)" §p lorsque § — oo au sens de la convergence
faible dans (C,(R”Y))’. En passant & la limite § — co on en déduit

e f@) = [ erf=FoRP@ b weRY.

On conclut en remarquant que A(RY) c C(RY). n
Proposition 4.6 (Propriétés de la TF dans l’espace de Schwartz S).

a) - Pour tout f € S, on a F(a f)(&) = i (9¢ )(€) et F(271)(€) =iI1€” f(¢).

b) - L’application F : S — S est bien définie et bicontinue.

¢) - Pour tout f,g € S, onaf*gESet}"(f*g):fgetonangSet]-"(fg):(27T)Nfg.

d) Pour tout f,g € S on a (la derniére égalité s’appelle identité de Plancherel)

[fa=[10 [tra=eo™ [s0F@.  [ie=eo™ [1F0P

Preuve de Proposition 4.6. La propriété a) provient du théoréme de dérivation sous le signe somme. Pour
prouver la propriété b) on remarquera d’une part que po.o(f) < || fll1 < po.n+1(f) et on utilisera le théoréme
4.5 d’autre part. La propriété c) se démontre utilisant les mémes arguments. La propriété d1) se montre
par Fubini. Pour la propriétés d2) on remarque que F w=F (@) pour tout u, de sorte que

g=@n) N F(F(9) = @2r)N F(F(),

et on applique d1). 1]
Définition 4.7 (de la TF dans M'(RY)). Sipue M'(RYN) = (Co(RY))’, on pose

6 = pech = [ e duto)

RN

La fonction ji est bien définie, et i € Cp(RY) (par théoréme théoréme de représentation de Riesz puis le
théoréme de convergence dominée).

Définition 4.8 (de la TF dans &£'(RY)). Si T € &'(RY), on pose
T(E) = (T,e_¢),  e_g(a):=e '™¢,

La fonction T est bien définie, 7' € C°(RN) et |T'(€)] < Cas (1 + €)M, ott M est Pordre de T.
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La premiere identité de la Proposition 4.3.d nous permet d’étendre (par dualité) la définition de la transfor-
mation de Fourier dans I'espace S’ des distributions tempérées.

Définition 4.9 (de la TF dans S'(RY)). SiT € §'(RY), on définit 7' € S'(RN) par dualité en posant

<T7 90> = <Tv ¢>7 Vo€ S(RN)

Proposition 4.10. Si T € M (RY), et donc a §’'(RY), les définitions 4.7 et 4.9 coincident. Si T € &' (RY),
et donc & S'(RY), les définitions 4.8 et 4.9 coincident. La transformation de Fourier est inversible dans S’.

Preuve de la Proposition 4.10. En effet, par le lemme 3.1, on a pour tout 7' € &'(RY) ou M (R") et tout
¢ € S(RY)

(F1y0 = [

RN

(Tose =) p(€)d = (Th [ 1 p(6)de) = (1,9

R

Exemple 4.11. 1= (27)" §,. En effet, pour tout ¢ € S(RV), on a

V

(L) =(1,¢) = /@(I) dx = F ($)(0) = (2m)" (0).

Exercice 4.11. Soit ¢ € D(R). Montrer que ¢ se prolonge en une fonction holomorphe sur C. En déduire
que si ¢ € D(R) et ¢ € D(R) alors ¢ = 0.

Théoréme 4.12. a) - Pour tout o € (0, 1), il existe une constante c,, n telle que
Ve eS®Y)  F(IR0) @ =con [ o=l plu)dy
b) - Par conséquent, pour tout a € (0, 1), il existe une constante C/a, N telle que
F(LI7)E) = oy l€1*7F.
La derniere identité de la Proposition 4.6.d nous permet d’étendre (par continuité) la définition de la trans-

formation de Fourier de 'espace L? dans lui-méme.

Théoréme 4.13.  L’application F : L? — L2 u — (21)~N/2 4 est une isométrie bijective de L? sur
lui-méme.

Preuve du Théoréme 4.13. C’est une conséquence immédiate de I'identité de Plancherel (démontrée pour
les fonctions de S), de la densité S C L? et du théoreme de prolongement des applications uniformément
continues d’une part, du théoreme 4.5 d’autre part. 1]

Définition 4.14 (Espace de Sobolev H?®). Soit s € R. On définit
HRY):={T eS8, 1+|)?T e L?}.

On munit H® du produit scalaire et de la norme associée

(w,v)s = [ Fu)F) (L+[E*)°de,  ul?= /]RN [al* (1 + |€]*)* de.

RN

Proposition 4.15 (propriétés de H?).
a) - Si s1 > s9 alors H®* C H®2 avec injection continue;

b) H? est un espace de Hilbert séparable pour tout s € R;
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c) - H*(RY) coincide avec la définition de W*2(R™) pour k € N. Cela signifie que si s := m € N alors
H™RY) = {u e S'RY), [|ullm < oo} = {u € L*RY), D*u € L*(RY) Va, |a| < m}
et qu’il existe C1, Cs telles que

Cillelm < D ID%lee < Cellelln, Vo € H™RY).

lal<m

d) - HF(RY) C CE(RN) si s > k+ N/2.
Preuve de la proposition 4.15. Pour a) on utilise que (1 + |£[?)** > (1 + |£|?)%2. Pour c) et k = 1 on écrit

lullfre = Y l10%ulF = Y IF@W)l7e = D 1€%ul7e m (L +1E7) 2 ullfa = fullF.

a<l a<l a<l

Pour d) et k > N/2 on écrit pour u € H?,

Jial=[rata iz e < (flapa+ |5|2>S)1/2 (fu+ |s|2>s)1/2 < O [l

Donc u = F~1(4) € Cy et |Jullc, < |||z < On ||ullgs- 0

Exercice 4.16. a) - Calculer F(H x H). Vérifier que la relation F(S +«T) = F S F T n’est pas vraie pour
S =T = H car le produit S FT n’a pas de sens.
b) - Montrer que u € H®, ¢ € S impliquent u p € H*.
¢) - Montrer que S est dense dans H®.
d) - Montrer que o € NV, u € H® impliquent 0%u € H*~I°l,
e) - Montrer que &' C User H® et NgerH*® C .
f) - Montrer que I'on a pas H/?2 ¢ Cy. En dimension N = 2 on pourra considérer la fonction u(x,y) =
[og(Jof? + [y[2)|* avec a €]0,1/2]
2
Exercice 4.17. Soit L l'opérateur différentiel L = proi ¢? avec ¢ une constante > 0.

a) - Calculer une solution particuliere Gy € S'(R) de 1'équation LGy = 6. Pour f € L?*(R), donner une
solution de ’équation Lu = f.

b) - Calculer toutes les solutions de I’équation homogéne L G; = 0. En déduire les solutions de 1’équation
LG =6. Pour p € D(R) chercher les solutions u de 1’équation Lu = ¢ telles que u(x) — 0 lorsque |z| — oo.
Méme chose pour u € L2.

Exercice 4.18. Montrer que pour f € S(RY) donnée, il existe un unique u € H2(RV) tel que —Au+u = f.
Peut-on donner un sens & cette équation lorsque f € L2(R™N).

I1.5 - Eléments de correction des exercices.

Exercice 0.2. (i) Supposons par I'absurde que T est séquentiellement continue, mais ne satisfait pas a
I'inégalité annoncée. Il existe donc un compact K et pour tout k € N une fonction ¢y € Di () telle que

(T, o) > k sup sup|0®pi(z)|.
la|<k 2€Q

On définit Gy := @i /(T ¢x). Alors d'une part, (T, @) = 1V k. Et d’autre part, sup||<j, Sup,eq [0% Pk ()| <
1/k Yk, de sorte que ¢, — 0 dans D(Q2) et donc (T, ¢r) — 0!
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Exercice 1.4. Pour ¢ € CL(RY) on a suppv C [-M, M]" pour un certain M > 0 et donc, par exemple,

M
/ 5_1/1dm: i{/ w(m',:CN)da:'} dmN:/ z/J(x’,M)da:'—/ P(z', —M)dx' = 0.
RN 895N M 895N RN-1 RN-1 RN-1

Exercice 1.9. Soit K C Q et ¢ € D(Q) tel que ¢ =1 sur K, 0 <1 < 1. Soit ¢ € D(N) supp ¢ C K. On a
¢ :=|l¢llLe v —p €D, ¢ >0 de sorte que (T, $) > 0. On a donc

(T,¢) < Ck |¢llL= avec Ck = (T,).

Exercice 2.4. (i) Fixons xzy € 0Q. Comme Vd(zg) # 0, une des coordonnées de Vd(xg) est non nulle,
et on peut supposer pour simplifier que c’est la derniere: 0,,d(zo) # 0. Pour tout 2 € RY, on notera
alors = (2/,2,) avec 2’ € RN~ zn € R. D’apres le théoréme des fonctions implicites il existe donc
r > 0, un voisinage U de xo dans RY et ¢ : R¥V=! — R de classe C* (k étant la régularité de Q)
tels que 00 NU = {(«/,¥(a")), ' € Brnv-1(z(,r)}. Et on peut supposer que QNU = {(2',yn), 2’ €
Brr-i(xh,7), yn > (')} NU. Cela implique en particulier d(z’, ¢ (x’)) = 0 Vo' € Brn-1(x(,r) et donc
Vaord(xo) + 24 (20) Vartb(zh) = 0. Si p € C* est une autre fonction qui permet de définir 2, alors on a

or N

également p(z’,9¥(2’)) =0 Va' € Brn-1(z(, ) et donc Vyp(ag) + 6—‘1%(330) Vaop(zg) = 0. On en déduit que
Vp(xo) = aVd(xo) avec o = Oy p(20)/0xnd(x0). De plus, comme d(zj,yn) < 0 Vyn €]zno, N0 + €[ on
en déduit 0, d(zo) < 0. Méme chose pour p. Cela implique a > 0, et donc o > 0 puisque |[Vp(xg)| # 0. On

conclut donc que ng = n, sur €. Enfin dog = —ng-V1g = —n, - Vlg = do,.
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