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Chapitre 4bis - Fonctions continues et mesures de Radon

1 - Fonctions continues sur un espace compact.

Les compacts que I'on rencontre ”dans la pratique” peuvent étre de différents types. Voici quelques exemples
du plus particulier au plus général.

a) - Soit € un ouvert borné de RY, alors X =  est un compact. Si ¢ € C.(RY) alors supp ¢ est un compact
de cette nature.

b1) - Toujours en dimension finie, on peut considérer I’ensemble des compacts de RY (et non plus seulement
ceux qui sont 'adhérance d’'un ouvert). Par exemple, si 7' est une distribution de R & support compact,
alors supp T peut étre n’importe quel compact de RY.

bs) - Soit F un espace de Banach de dimension infinie et T' € K(E) une application linéaire, compacte. Alors
T(Bg) est un compact d’un e.v.n. qui est généralement non inclus dans un e.v. de dimension finie.

b3) - Soit E un espace de Banach séparable. Alors Br muni de la topologie de la convergence o(E’, E)* est
un espace métri(que/sable) compact.

b) - En résumé, les trois exemples précédents rentre dans le cadre des espaces métriques compacts, et les
démonstrations dans les cas b;) ne sont pas, en général, plus simple que dans ce cadre abstrait b).

c) - On peut enfin considérer un espace topologique compact (X,7), non métrisable. La boule Br/ munie
de la topologie de la convergence o(E’, E)* lorsque E est un Banach non séparable (exemples: F = (>,
E = L*°) est de ce type. Dans ce cadre les suites de X ne sont pas toujours séquentielement compactes...

Pour simplifier la présentation nous allons nous restreindre dans ce cours au cas des espaces métriques, bien
que tous les résultats doivent s’étendre au cas non métrique (cf. livres de P. Malliavin [Ma], H. Queffelec
[Qe], polys de B. Perthame [Pe|, C. Villani [Vi]). On notera donc X un espace (métrique) compact (et on
suppose son cardinal infini !...). De plus, les preuves ne seront esquissées que dans le cas d’un compact de
RY (a- et bi-): dans ce cadre on peut assez systématiquement avoir recours & la convolution.

Un espace compact X possede les propriétés suivantes:

- X est séparé: si x # y il existe O, > z, Oy > y deux ouverts tels que O, N O, = 0.

- X est normal: si Fy, Fy sont deux fermés tels que F1 N Fy = () alors il existe O1 3 Fy, O2 3 F5 deux ouverts
tels que O; N Oy = (. Une autre fagon de dire cela est: pour tout fermé F' et ouvert O tels que F' C O, il
existe U un ouvert tel que F Cc U Cc U C O.

On définit C(X) 'espace des fonctions continues sur X, on le munit de la norme uniforme

1f1l == sup |f(z)]
reX

Théoréme d’Urysohn. Soit A, B deux fermés disjoints de X ; il existe f : X — R continue telle que

fla=L  flp=0; 0<f<Ll



En particulier, C(X) sépare les points: Vx,y € X, x # vy, il existe f € C(X) tel que f(x) # f(y). Mieux,
on peut trouver f : X — R continue telle que

0<f<1l; A={zeX; f(x)=1};  B={reX; f(zr)=0}.

Preuve du Théoréme d’Urysohn. - Prendre € > 0 tel que (A +3eB;) N B =0, p € C.(RY) telle que
SupppCBh PZOa /NP:L pé‘(‘r) ZZE_Np(‘T/E)7
R

et définir f = latep, * pe puis f = f|X la restriction de f & X.

Dans le cas métrique général et pour avoir la conclusion forte du théoreme d’Urysohn, il suffit de poser
f(z) :==d(z, B)/(d(x, A) + d(x, B)). [
Théoréme de Tietze. Soit A un fermé de X et soit f : A — R continue; alors f se prolonge en une
fonction g : X — R continue.

Preuve du Théoréeme de Tietze. Soit w le module de continuité de f, qui existe puisque f est uniformément
continue sur le compact A. On peut supposer w sous-additive (i.e. w(s+1t) < w(s) +w(t) Vs,t > 0, il suffit
de prendre l’enveloppe concave sur [0, diam(X)] du module de continuité donné par le théoréme de Heine).
On définit

g: X =R, g(x):= inf [f(a) + w(d(z,a))].

a€A

Lorsque z € A, on a f(x) < f(a) + w(d(z,a) pour tout a € A, et donc g(z) = f(z). Pour z,y € X et si
Iinfimum est atteint en @ € A dans la définition de g(z), on a

9(y) < fla) + w(d(y, a)) < fla) + w(d(z,a)) +w(d(z,y)) = 9(z) + w(d(z,y))-
En inversant les roles de z et y, on trouve |g(y) — g(z)| < w(d(y, x)) pour tout z,y € X. [

Ces Théoremes sont vrais pour un compact général, et en fait, dans un espace normal. La démonstration est
élementaire dans le cas a), pas trés compliquée dans le cas b) (voir [Pe], [Qe]) et un plus compliquée dans le
cas ¢)

Théoréme. C(X) est un espace de Banach séparable.

Preuve. - Dans le cas X C R¥ on peut avoir recours au théoréme de Stone-Weierstrass de densité des
polynomes dans les espaces de fonctions C([— R, R]™) ou avoir recours & un argument moins subtil: on définit
Q I'ensemble des partitions dyadiques de [~ R, R} avec X C [~R, R]", puis I'ensemble dénombrable

A:Z{ <Z)\i1Qi> * Pe, (Ql)EQ, i €Q, 86@0[0,1]}.

Alors les restrictions a X des fonctions de A constituent un ensemble dénombrable et dense dans C'(X).

- Dans le cas métrique général, on procede de la maniere suivante. Pour tout n € N* on peut recouvrir X
de Ny, boules B(z",1/n). Pour tout o € QN» on définit alors

- all 1/n—d(z,z"
@) =S g, ey (a) = S AT
j=1

j=1 Zak=1 (1/n —d(z,a}))+

La famille des (¢n,) est dénombrable et dense dans C(X). n

Théoréme. (partition de 'unité) Soit (O;) une famille (finie) d’ouverts recouvrant X. Il existe une
famille (¢;) de fonctions continues telles que 0 < ¢ < 1, suppp; C O; et Y @; = 1.



Preuve. Par compacité, on commence par se ramener a un (sous-)recouvrement fini (O;);cs. D’apres le
théoréme d’Urysohn (conclusion ”forte”), pour tour tout i € J, il existe ¥; € C(X), tel que 0 < ¢; < 1,
Yy = 1 sur X\ Ujz; Oj et ¢ = 0 sur X\O;. On pose @; = 9;/(D.c;%;). En fait, comme X est compact,

on peut aussi juste définir ¢;(z) = d(x, X\O;) ce qui assure que ZJJ.GJ ¥j(x) € (0,00) pour tout z € X. 1O

Théoréeme de Riesz. La boule unité Bo(x) n’est pas compacte pour la (topologie de la) convergence
uniforme.
Théoréme d’Ascoli-Arzela. Soit H C C(X). Les deux assertions suivantes sont équivalentes
(i) H est relativement compact pour la convergence uniforme;
(ii) H satisfait
- H est borné: IC VY feH | f] <C;

- H est uniformément équicontinu: Jw un module de continuité (w € C(R4, Rt), w(0) = 0) tel que
VieR Y, ye X |fly) - fz)| < wldy,z)).

Preuve du théoréme en exercice. Remarquer que 'uniforme équicontinuité s’écrit également
Ve>035>0 tel que (d(:cl,:cg) < 5) — (|f(x1) ~flaz)| <e Vfe H).

a) - Montrer que toute fonction f de C'(X) est uniformément continue. Donner un exemple d’ensemble borné H de
C([0,1]) qui n’est pas relativement compact.

b) - Pourquoi existe-t-il une famille dénombrable {z,,} dense dans X? Montrer que C'(X), muni de la norme de la
convergence uniforme, est un espace de Banach.

¢) - Montrer que si H est compact, alors il est borné et uniformément équicontinu.

Dans la suite on suppose que H est borné et uniformément équicontinu, et on considére une suite de fonctions (f»)
appartenant & 7. On va montrer que ’on peut extraire une sous-suite qui converge (uniformement) vers f € C(X).
d) - Montrer, par un procédé diagonal, qu’il existe une sous-suite (f,/) de (fn) telle que (f,./(zm)) converge pour tout
m € N.

e) Montrer que pour tout z € X la suite (f,/(z)) converge, on note f(z) sa limite. Montrer que f est continue, puis
que f, converge uniformément vers f.

Théoréme de Stone-Weierstrass (version 1). Soit G un sous-ensemble de C(X) tel que

(i) G est réticulé: pour tout u,v € G on a max(u,v), min(u,v) € G;

(ii) pour tout «, 8 € R et pour tout z,y € X il existe u € G tel que u(x) = «, u(y) = 5.

Alors G est dense dans C(X) (au sens de la convergence uniforme).

Théoréeme de Stone-Weierstrass (version 2). Soit G un sous-ensemble de C'(X) tel que
(i) G contient les constantes;

(ii) G est réticulé;

(iil) G sépare les points de X: pour tout z,y € X il existe u € G tel que u(z) # u(y).

Alors G est dense dans C(X) (au sens de la convergence uniforme).

Théoréme de Stone-Weierstrass (version 3). Soit G un sous-ensemble de C(X) tel que
(i) G contient les constantes;

(ii) G est une sous-algebre de C(X): VA€ R, Vuve Gonau+ Av,uv € G

(iii) G sépare les points de X.

Alors G est dense dans C(X) (au sens de la convergence uniforme).

Exemples. (i) Lip(X) est dense dans C(X) pour tout métrique compact (X, d).

(ii) L’espace vectoriel des polynomes P(X) est dense dans C'(X) pour tout compact X C R?.



(iii) L’espace des fonctions a variables séparées C'(X1) ® C(X2) est dense dans C(X) pour tous compacts
métriques X et Xo. Par définition, f € C(X;) ® C(X3) si

fay) = Y w@u).

i€l, I fini

nx

N
(iv) L’espace vectoriel des polynémes trigonométriques py(z) = Z an €™ est dense dans I’espace des
n=—N

fonctions périodiques Cpe, ([0, 2 7]; C).

Enfin, dans le cas K = [0, 1] (en fait dans le cas plus général K C R?) on peut avoir des versions plus précises
(et dont les preuves sont plus élémentaires) des théorémes de Stone-Weierstrass.

Théoréme de Weierstrass-Bernstein-Jackson. (cf. [Pe, p. 34]). Il existe une constante C' telle que
pour tout f € C([0,1]) on a

En(f) = mf If —pll < Cw(l/n) et |If = Ba(f)ll < Cw(l/vn),

ou P,, désigne 'espace vectoriel des polyndomes de degré inférieur a n, w le module de continuité de f et
B, (f) est le polynome de Bernstein de degré n associé a f par la relation

Bu(f)(@) =Y CF f(k/n)a* (1 —z)"*.
k=0

2 - Espace des mesures de Radon sur un ensemble compact.
On suppose toujours que X est un espace métrique compact.

Définition 2.1. On appelle mesure de Radon” toute forme linéaire continue T sur C(X): T: C(X) — R
est linéaire et 3C' € R, tel que

VeeCX)  [T,o)f =Tl <Clel.

On note M*(X) Pespace vectoriel des mesures de Radon. C’est un espace de Banach lorsqu’il est muni de
la norme duale
VT € M'(X) 1T a2 := sup |T (w)].
u€C(X), [ull<1

Définition 2.2. On appelle "mesure de Radon positive” toute forme linéaire T sur C'(X) qui satisfait

pelCX), >0 = T(p) >0.

Lemme 2.3. Toute "mesure de Radon positive” est continue (donc est une "mesure de Radon”).
Preuve du Lemme 2.3. Pour ¢ € C(X) prendre ¢ := ||¢|| — ¢ > 0 et utiliser la définition. [

On appelle tribu borélienne la tribu engendrée par les ouverts de X, on la note Bx. On appelle mesure
borélienne de X une "mesure ensembliste” (une fonction positive o-additive) sur la tribu Bx.

Théoréme 2.4 (Riesz-Radon-Markov, lére version). Soit p une mesure borélienne finie. On définit
la mesure de Radon positive T, sur C'(X) en posant

Tf) = [ fdn ¥FeC(),



Inversement, pour toute mesure de Radon positive 7" sur C'(X) il existe une unique mesure borélienne (finie)
w telle que T'=T),. De plus ||T| a1 (x) = p(X).

Preuve du Théoréme 2.4. Cet énoncé contient un théoreme d’existence et d’unicité: toute forme linéaire
positive se représente a ’aide d’une intégrale par rapport a une mesure borélienne et celle-ci est unique.

Unicité. On montre que si
[fan=[tav vrecw)

alors p et v coincident sur les parties ouvertes (th d’Urysohn + th de cvgce dominée), sur les parties s’écrivant
comme inersection d’un ouvert et d’un fermé (parties de type o.f.) et donc sur les réunions finies d’ensembles
o.f. disjoints (ensembles élémentaires). De plus, C = {4 € Bx; v(ANX,) = u(AN X,) Vn} est une classe
monotone qui contient les ensembles élémentaires et les ensembles élémentaires forment une algebre de Boole
de parties de X. On en déduit que C = Bx et que v = p.

Existence. 1) Mesure d'un ouvert. Etant donné un ouvert O de X on note Ap := {f € C(X); supp f C
Oet0< f<1}et

1(O) = sup T(f).
feAo

On vérifie que (i) O1 C O2 = pu(01) < (02), (ii) p(UnOy) < >, 1(Oy) pour toute suite (O,,) d’ouverts,
(ili) u(UnOn) = >, 1(Oy) pour toute suite (O,,) d’ouverts disjoints.
2) Mesure d’un compact. Etant donné un compact K de X on pose

w(K) = inf{u(0), O ouvert, K C O}.

On vérifie que (1) K1 C Ko = p(K1) < pu(Ks), (ii) K compact, O ouvert K C O = p(K) < u(0),
(Ui KG) = -, p(K;) pour toute famille finie (K;) de compacts disjoints.
3) Mesure intérieure. Mesure extérieure. Pour une partie quelconque A de X on pose

w(A) = inf{u(0), O ouvert, A C O},
us(A) = sup{u(K), K compact, K C A}.
On définit B := {A € P(X); p*(A) = u(A)}. On vérifie que les ouverts et les fermés appartiennent a 5.

On étend la définition de p & B en posant u(A) = pu*(A) = us(A) si A € B. On vérifie que p est o—additive,
que l'on a la caractérisation suivante de B: pour tout A € P(X) on a

AeB ssi Ve >0, 3K compact, 30 ouvert, K CAC O pu(O\K) <e.

On montre enfin que B est une tribu qui contient la tribu borélienne Bx, que p est une mesure sur B et
que B est u—complete. Par restriction de g & Bx on associe & p une mesure borélienne p’ (que 'on note
simplement p par la suite). On montre que B est la tribu complétée de Bx pour la mesure p'. ]

On appellera mesure de Radon associée a la forme linéaire positive T' la mesure g (ou sa restriction ')
construite par le procédé ci-dessus.

Corollaire 2.5. Toute mesure borélienne p est réguliere, i.e.
VAeBx w(A)=inf{u(0), AC O ouvert} =sup{u(K), K C A compact}.

Pour toute mesure borélienne positive, I'espace C'(X) est dense dans L' (X, Bx, du).
Théoréme 2.6. Toute mesure de Radon 7' € M'(X) se décompose en la différence de deux mesures de
Radon positives. Plus précisémment on a T = Ty — T_ ol on définit pour p € C(X), ¢ > 0,

T+((P) = SUP{TW)a (NS C(X)v 0<y < QD},
T_(p) = —-inf{T(¥), v € C(X), 0<¢¥ <o},



et pour ¢ € C(X) quelconque T4 () = T (v+) — Ta(p—). De plus,
IT|ar = 1T s + 1T N2 = T (1) + T-(1).

Enfin, la décomposition T' = Ty —T», T; > 0, est unique si on impose la condition ||T||pr2 = [|T1 ] a2 + | T2 as2-
Preuve du Théoreme 2.6. On procede en plusieurs étapes.

- Pour ¢ € C(X), ¢ > 0, on a Ty (p) = T(0) = 0. De plus, T(¢) < [[Tl[an ¢l < [Tlar lll pour
0 <4 <, donc Ty (@) < [[Tlar lleoll-

- Soient ¢; >0, i = 1,2. D’une part

Ti(p1) +Ty(p2) = sup T(p1+v2) < sup  T(¢) =T (p1+ p2).
0<vy; <¢; 0<y<p1+p2

D’autre part, pour € > 0 on fixe ¢ telle que 0 < ¢ < 1 + @2 et T(¢) L (1 + 2) —e. On écrit

> T
Y= —@1)s +¢1— (¥ —@1)y et on remarque que 0 < (¢ — 1)1 < 02, 0 <1 — (Y —¢1)4 < 1. Onen
déduit

T() =T((% —¢1)4) +T(p1 — (¥ — 1))
Ty (p2) + T4 (1)

Ceci étant vrai pour tout € > 0, on conclut que Ty (¢1) + Ty (p2) = T4 (1 + @2)-
- Pour ¢ € C(X) et ¢; > 0 telles que ¢ = 2 — 1 on a

Ti(p+) + T (1) = T (ot + 1) = T (- + 92) = T (p-) + Ty (02),

de sorte que
Ty (p) =T (1) = Thp-) = Ti(p2) — T4 (1)
On en déduit que pour tout ¢; € C(X) on a
Ty (p1+p2) = Ty (1) + T (02),

puisque @1 + w2 = @14 + w2r — [p1— + w2_]. Enfin, la linéarité de Ty provient de ce que pour tout ¢ > 0,
A>0o0naTy(Ap) =AT4(p) et pour tout p € C(X) on a Ty (—¢) = =T+ (p).

- Il est clair que T— := T4 — T est une forme linéaire continue. Puisque pour tout ¢ > 0, on a
T_(p) = sup T(p—¢) =0 (prendre ) =)
0<y<p
oS (—x) onf (x)

T_ est positive et bien définie comme dans 1’énoncé.

- D’une part, on a

TH1)+T(1) sup{T'(g —h), g, h € C(X), 0< g, h <1}

= sup{T'(y), ¥ € C(X), p| <1}

sup{[[Tl[arr [[9l, ¥ € CX), 91l < (1L} = 1Tl 2

Par ailleurs, pour une mesure de Radon positive S et pour tout f € C(X), on a |S(f)| < S(f]) < S(|f]) =
1711 S(1) (puisque S(|f| £ f) =0 et |f] <|If]l)- On en déduit d’une part ||S||51 = S(1) puisque

S1) < ISllarr = sup [S(F)] < sup [|f]|S(1) = S(1),
! I7I<1

IN



et donc
1T Mo + T Nlarr = T4 (1) + T (1) < || T ps2-

On en déduit qu’inversement, pour tout f € C(X), on a

TN =T (f) = T- (N < [T (N + 1 T-(NH < AT (1) + T-(1)),

et done ||T||pn < (T4 (1) + T-(1)).
- Enfin, si T =T — Ta, T; > 0, est une autre décomposition alors pour tout f € C'(X), f >0, on a

T (f) =sup{T(9), 0 < g < f} <sup{Ti(g), 0 < g < f} =T (f),
ce qui signifie que v := T — Ty > 0. On en conclut que
[Tallarr = Ta(1) = T4 (1) + v(1) = [ T4 [l ar

si, et seulement si, v = 0, et donc ||T|| = ||T1]| a1 + || T2||ar si, et seulement si, Th =T et To =T-. n

Remarque. Ce résultat peut étre écrit dans un cadre abstrait: evn ordonné (u > 0 si v € C' un cone fermé
tel que C'N (—C) = {0}), plus quelques autres hypotheses ... On utilise ici que pour tout u € F, il existe
ut >0 tels que u = ut —u~, que 0 < u < v implique ||u|| < ||v]|, et pour la derniere partie du résultat
quil existe 1 € E tel que ||1|| = 1, ||u]|1 £« > 0 pour tout u € E. En pratique, pour tous les espaces de
fonctions continues munis de la norme de la convergence uniforme que nous présentons dans la section 3, ce
typde de résultat de décomposition est valable.

Théoréme 2.7 (Riesz-Radon-Markov, 2éme version). Soit 7' une mesure de Radon sur C(X). 1l
existe deux mesures boréliennes positives p4 telles que ' =T, — T, . On note u = pu4 — p_ et on appelle
1 "mesure (ensembliste) signée”. C’est une application de Bx dans R. Finalement, on note indifférement T
ou i la mesure de Radon et la mesure ensembliste associée, on préfere la notation .

Remarque. 1. Les mesures ensemblistes put asociées aux mesures de Radon positives 7L sont étrangeres,
i.e. 3A borélien de X tel que pu4(A) = py(X) et p_(X\A4) = p_(X).

2. Pour une mesure borélienne signée y = 4y — p— avec py > 0 on note encore sous la forme d’une seule
intégrale I’expression suivante

/wdu:/ sﬁdm—/wdm Vo e LNX, Bx, ), |pl = pr +p.
X X X

Définition 2.8 Convergence faible *-o(M'(X),C(X)). On dit qu'une suite (7},) = () de mesures
converge faiblement vers T = p, on note p, — wp o(M*, C), si

Tn(cp)=/Xsodun — T(<p)=/X<pdu Ve C(X).

Théoréme 2.9. La boule unité Bgo(x) est compacte et séquentiellement compacte pour la topolo-
gie/convergence faible x-o(M*'(X),C(X)). Etant donnée (u,,) une suite bornée dans M*(X), par exemple
si pn, > 0 il suffit qu'il existe C' > 0 telle que

VYneN /dunSC,
X

il existe u € M'(X) et une sous-suite (i, ) telle que p,,, — pu faible *-o(M*, C). De plus, si u, > 0 pour
tout n € N, alors ||p]] = (1) = lim oy, (1) = lm ||gn,, |-

3 - Espaces de fonctions continues et de mesures de Radon dans le cas d’un espace localement
compact et o-compact.



Dans ce paragraphe X désignera toujours un espace métrique non compact, localement compact et o-compact
et plus précisémment qu’il existe une suite de compacts (X,,) tel que X,,, C int(X,,4+1) et X = lim X,,, on
dit que (X,,,) est une suite exhaustive de compacts. Les exemples typiques sont RV (prendre X,, = B(0,m)),
les ouverts de RY (prendre X,, = {z € X, d(x, X¢) > 1/m, d(z,0) < m}) et les fermés non bornés de RY
(prendre X, = B(0,m) N X). Attention, nous supposons donc ici que X n’est pas compact (puisque (O,,)
avec O1 := int(X3), Oy, := int(Xp41)\Xm—1 pour m > 2, est un recouvrement de X par des ouverts dont
on ne peut pas extraire un sous-recouvrement fini, et que toute suite (x.,) telle que z,, € X,;,\X,,—1 n’admet
pas de point d’adhérence.

Execrice. Montrer que que ’on peut construire un ensemble métrique compact (X , cZ) tel que X = X N{co},
o0 ¢ X et d|x =d. On appelle (X, d) le compactifié d’Alexandrov de (X, d).
3.1 - Introduction.

Définition 3.1. Sur X, on définit les espaces de fonctions continues suivants

(i) Pour tout compact K C X, Ck (X) est I'espace des fonctions continues ¢ : X — R telles que suppp C K
que I'on munit de la norme de la convergence uniforme, notée px. C’est un espace de Banach séparable.

(ii) C.(X) est I’espace des fonctions continues & support compact obtenu comme limite inductive des Cx,, (X),
il est donc muni d’une structure d’evtlcs. C’est un espace complet, séparable et non métrisable.

(iii) Co(X) est l'espace des fonctions continues ¢ qui tendent vers 0 & l'infini (au sens o pour tout € > 0

il existe m tel que |f(z)| < e Va ¢ X,,) que on munit de la norme uniforme sur X, noté ||.|]. C’est un
espace de Banach séparable qui admet C.(X) comme sous espace dense pour la norme uniforme ||.|| (i.e.
Co(X) = C’C(X)H'H) et qui est un sous-espace fermé de C(X).

(iv) Cp(X) est lespace des fonctions continues bornées que ’on munit de la norme uniforme ||.||. C’est un
espace de Banach non séparable.

(v) L’espace C(X) des fonctions continues que ’on munit de la structure d’espace & semi-normes dénombrables
en définisant sa topologie grace & la famille de semi-normes (px,, ). C’est un espace de Fréchet séparable.

On a les inclusions (ensemblistes et topologiques)
Co(X) C Cp(X) C Ch(X) C C(X).

En général, on appelle espace des mesures de Radon les formes linéaires continues sur I'espace C.(X), on
note celui-ci M} (X), mais on appellera également mesures de Radon les formes linéaires sur Co(X) et C(X)
parce que les espaces duaux (Co(X)) = M'(X) et (C(X))" = M.,,,,,(X) s’identifient & des sous-espaces de
M} (X). En résumé, on a les inclusions suivantes

My (X) = (Ce(X))' D MM (X) = (Co(X)) D M,

comp

(X) = (C(X)) mais MYX)cC (Cy(X)).

Remarque. Si 2 est un ouvert de R™, on ne peut pas prolonger en général une fonction de C(2) en une

fonction de Cp(€2). On a également C.(2) C C.(2) C Cp(R) et CL(Q) =: Cp(N) C C(Q) =: Cu(Q), toutes
les inclusions étant stricte lorsque € est un ouvert non borné et distinct de RY. On construit ainsi deux
familles de mesures de Radon les unes pouvant charger 0, les autres non.

Commengons par une description d’ensemble des résultats valables dans ces espaces, que nous présenterons
ensuite espace par espace.

Résultat 0. Il existe une suite (x.,) de fonctions de C.(X) telles que xpm = 1 sur Xy, supp Xm C Xm+1
et une suite (¢,,) de fonctions de C.(X) telles que ¢, = 1 sur X,;;,\X,;,—1 pour m > 2, 1 = 1 sur X;,
Supp @, N supp ¢ = 0 si m — £ > 2 (prendre Y, = Xm — Xm—2)-

Résultat 1. Toute forme linéaire positive sur un espace de fonctions continues est continue. Inversement,

toute forme linéaire continue sur un espace de fonctions continues est la différence de deux formes linéaires
positives.



Mesures boréliennes signées. Si py sont deux mesures boréliennes positives o-finies (au sens ol
p+ (X)) < 0o pour tout m) on définit application additive yu = pq — pu— sur UBx,,. Par abus de langage,
on dira que y est une mesure borélienne signée bien que x ne soit pas a priori o-additive; c’est en fait |,
qui est une mesure borélienne signée pour tout m. Lorsque p_(X) < oo alors p est bien définie comme
mesure sur X: c’est une application o-additive sur Bx.

Résultat 2. Toute forme linéaire positive sur 'espace des fonctions continues C.(X) (resp. Co(X), C(X))
se représente & 'aide d’une mesure positive borélienne o-finie (resp. finie, & support compact). Le méme
résultat est valable dans un cadre ”signé”. On peut donc considérer indifféremment une mesure de Radon
comme une forme linéaire continue 7" sur un espace de fonctions continues et comme une mesure ensembliste
signée 1, on préfera en général la notation p et ’écriture intégrale qui va avec.

Résultat 3. L’espace Cp(X) et sont dual (C,(X))’ sont ”pathologiques”.

Les espaces de mesures de Radon posseédent des structures d’espace normé (d’easn) relatives & une (des
semi-)norme(s) forte(s), et également des structures d’esasn relatives & des ”topologies faibles” engendrant
donc des notions de convergences ”faibles”. Etant donnée une suite (u,,) de mesures de Radon, on introduit
les trois notions de convergence suivantes:

- On dit que (un) converge vaguement vers i si
Ve C(X) / dpn, — / @ dp.
b's b's
- On dit que (py,) converge faiblement vers p si
Vo e Ce(X) / pdp, — / @dp.
X X
- On dit que (uy,) converge étroitement vers p si

Vi € Cp(X) /cpdun — / @ dp.
X X

Résultat 4. Les suites bornés de M*(X) sont
- séquentiellement compactes au sens de la convergence faible;

- séquentiellement au sens de la convergence étroite sous une hypothese de tension; dans ce cas et sous une
hypothese supplémentaire de positivité la ”masse totale est conservée”.

3.2 L'espace M} (X) = (C.(X))’ des mesures de Radon localement bornées.
Lemme 3.2.1. L’espace C.(X) est un espace complet, séquentiellement séparable et non métrisable.

Remarques su la preuve du Lemme 3.2.1. La structure topologique étant celle d’une limite inductive, nous
renvoyons aux compléments du ler chapitre pour la preuve. La notion standard de suite de Cauchy est la
suivante: (uy,) suite de C.(X) est de Cauchy si pour tout voisinage U de 0 dans C.(X) il existe Ny tel
que uy — u, € U pour tout n, £ > Ny. Si on accepte que dans une topologie de limite inductive ceci est
équivalent a dire qu'il existe m tel que u,, € Cx,, (X) pour tout n € N et pour tout € > 0 il existe N, tel
que px,, (ug — up) < € pour tout n, £ > N, (c’est cette définition de suite de Cauchy que nous retiendrons),
alors il est claire (uy) est convergente, et donc que C.(X) est complet. n

Définition 3.2.2. Les espaces de mesures de Radon sont les espaces de formes linéaires (continues) sur
C.(X).



(i) On appelle mesure de Radon positive sur X une forme linéaire T sur C.(X) telle que
VoeC(X), >0, ona (T,¢)>0.

(ii) On appelle mesure de Radon sur X une forme linéaire continue 7' sur C.(X), on note T' € M} (X): ce

loc
sont les formes linéaires 7' : M} (X) — R telle que
V K compact C X, 3Ck V¢ € Cg(X) KT, ¢)| < Ck |lelle)-

On munit M} d’une structure d’easn dénombrable avec la famille de semi-normes (r,.)

Px,, (T) = sup (T, o),
$E€Cx,,. (X), llell<1

qui en fait un espace de Fréchet.

(iii) On dit qu'une mesure de Radon T' est bornée (ou de masse finie), on note T € M*(X), si

AC Ve eC(X) [T, @) < Cllglleox)-

Lemme 3.2.3. Une mesure de Radon positive est une mesure de Radon. Donc, pour un ouvert £ de RV,
les distributions positives de D’(2) sont les mesures de Radon sur . Inversement, toute mesure de Radon
se décompose en la différence de deux mesures de positives.

Preuve du Lemme 3.2.3. Si T > 0, alors pour tout ¢ € Cx,, (X), on a T'(px,,,,(®) Xmt+1 £ ¢) > 0, et donc
T est continue. Pour établir le résultat de décomposition, il suffit d’utiliser le théoreme de décomposition
établi dans (Cx,, (X))" pour tout m dans la section 2. On construit ainsi 0 < Tz € Cx, (X) telles que
T,f — T =Tlcy, (x) et il suffit de poser T*|c, (x) =T} [

Théoréme 3.2.4 (de représentation de Riesz-Radon-Markov, 3éme version). On a une bijection
entre

(i) les formes lindaires T € (C.(X))" =: M}

loc

(X);
(ii) les mesures signées p = py — p—, ol uy mesures borélienne positives o-finies

via la correspondance T <+ i donnée par

T(p) = / pdp = / @ dpy —/ pdu— Ve e Ce(X),
X X X
et lorsque 'on impose que pour tout m € N
P (T) = o (0(X,0)) + o (int (X))

On confond dans la suite la mesure de Radon et la ”mesure ensembliste” qui lui est associée.

Preuve du Théoréme 3.2.4. Grace au théoreme 2.4 de représentation pour tout m € N il existe ui mesure
borélienne finie sur B(X,,) telle que Ti|cxm(x) =T, [Remarque. Il est & noter que dans la section 2 le
théoreme de représentation s’applique a Ti|c( X,,) blutot qu’a Ti|cxm( X), mais la méme preuve conduit au
résultat souhaité: la mesure 4 ainsi construite est une variante de la mesure précisémment construite dans
le théoreme 2.4, mais qui ne charge pas le bord 9X,,. Une autre possibilité est de définir 7.t sur C(X,,) de la
maniere suivante: 7= () = lim._o T% (@ 1<) pour tout ¢ € C(X,,), ot ¢ € C.(X) est un prolongement de
@ et Ny, est une suite décroissante de fonctions de Cx,, ., telles que 7,, . — 1lx,, ponctuellement. Comme
TZ ainsi construite est linéaire et positive sur C(X,,) elle est continue, et cette fois-ci on peut appliquer
sans modification le théoréme 2.4 de représentation]. Dans tous les cas, on construit une suite de mesures
(i) telle que pit |5, est constante pour tout m > £+ 1. On définit ainsi gt := lim,, o, sur UB(X,)

10



puis pt(A) := limy_ o u* (AN X;) pour A € B(X) quelconque. Le seul point & vérifier est que u® est bien
o-additif. Or pour une suite (A,) de B(X) disjoints, on a pour tout m

P (UAL) > p(U(A, N X)) = Z.Ui(An N Xp), donc ,Ui(UAn) 2 Z/Li(An)a

et pour tout € > 0 il existe m. tel que

Ni(UAn) < Ni(U(An NXp.))+e= Zﬂi(An NXm.)+e< Zﬂi(An) +é&,

n
ce qui prouve finalement qu’il y a égalité, et donc o-additivité de pu. 0

Lemme 3.2.5. Soit (u,,) une suite de M} (X) telle que pour tout ¢ € C.(X) on ait sup,, |un(p)| < oo.
Alors il existe une mesure p € Mlloc(X ) et une sous-suite (u,, ) telle que p,, converge vaguement vers p,
c’est-a-dire au sens de la convergence faible x-o (M} (X),C.(X))

Preuve du Lemme 3.2.5. C’est une conséquence immédiate du théoreme de la relative séquentielle com-
pacité faible des suites faiblement bornée de X’ étbali dans le chapitre 1 pour un easn dénombrable X
séquentiellement séparable. 0

De linjection L, (X) C M} (X) on déduit que de toute suite bornée dans L}, (X) on peut extraire une

loc loc
sous-suite qui converge vaguement dans M} (X).

3.3 - L'espace M*(X) = (Cy(X))’ des mesures de Radon bornées.

Lemme 3.3.1. Toute forme linéaire positive sur Cp(X) est continue. Réciproquement, toute forme linéaire
continue T sur Cp(X) se décompose de maniere unique comme la différence de deux formes linéaires positives:
T =Ty — T telles que ||T(|(coyx) = [IT4 oy x) + 1Tl 0oy (x)-

Preuve du Lemme 3.3.1. Soit T > 0. Si T n’est pas continue, alors pour tout n il existe u,, € Co(X) telle
que |jul| <1 et T(u,) > n. Alors u := > u,/n? convergence normalement dans I'espace de Banach Cp(X)
et pourtant T(u) > Y. T(u,)/n? > >.1/n = +oo. La preuve de la décomposition est juste identique a la
preuve présentée dans le cas de M*(X) avec X compact, puisque Co(X) est également un evn réticulé. [

Lemme 3.3.2. Toute forme linéaire T" sur C.(X) ”de masse finie” se prolonge en une forme linéaire continue
sur Co(X). D’on lidentification M1 (X) = (Co(X))'. Elle se prolonge également en une forme linéaire
continue sur Cy(X). En particulier, la ”masse” |T|(1) de T est finie, d’ot1 la dénomination ” mesure borélienne
de masse finie”.

Preuve du Lemme 3.3.2. Tl est clair que si T € (Co(X))" alors T := T|CC(X) € M} _(X) et est de masse finie.

Réciproquement, étant donnée une forme linéaire T € M} _(X) de masse finie on définit T : Co(X) — R
linéaire continue en posant ~
Ve eCo(X)  Tlp):= lim T(pxm),

cette limite existe puisque la suite T'(¢ x.m) est de Cauchy (en effet, ||¢ xm — @ x¢|| — 0 lorsque m, £ — o0).
Pour T € (Cy(X)) avec T > 0 et pour 0 < ¢ € Cp(X), on pose

T(p) := lim T(oxm),

m—0o0

cette limite existe puisque la suite T'(p x.m) est croissante et majorée (par ||T||as ||¢|). Dans le cas général,
on définit

T(p) =TH(ps) = TH(p-) =T (o) + T ().
Remarquons enfin que par définition T(cp (1 = xm)) — 0 quand m — oo. ]

Théoréme 3.3.3 (Riesz-Radon-Markov, 4éme version). On a une bijection entre
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(1) les formes linéaires T' € (Co(X), ||.]lw)’;
(ii) les formes linéaires T' € (Co(X), ||.]|)" =: M (X);
(iii) les mesures boréliennes signées p = 4+ — p—, ol 4+ mesures boréliennes positives finies

via la correspondance T <+ i donnée par

T(p) =/ pdp =/ pdpy —/ pdu— Vo€ Ce(X),
b'e X X
et lorsque 'on impose que

1T a2 (x) = sup (T, ¢) = pi (X) + p—(X).
PECH(X), llpll<1

Remarque. Ce théoréme de représentation permet détendre toute forme linéaire T' € M (X) en une forme
linéaire sur les espaces L°(X, Bx) et L>®(X, Bx,d|u|) (ou |u| := py + p—) via la théorie de I'intégrale de
Lebesque, mais ici 'espace dépend de la mesure elle-méme, ce qui n’est pas adaptée a un approche ”analyse
fonctionnelle”.

Eléments de preuve du théoréme 3.3.3. Il est calir que pour p bornée la forme linéaire associée T}, est
continue dans Cy(X). Inversement, si T est continue, le théoreme de RRM (3éme version) permet d’associer
a Ty une mesure borélienne o-finie p4 et le tout est de montrer que p+ est finie. Dans le cas contraire, on a

pt(X) = Z e (Xon\Xim—1) = +00 et / Y dpi > € = e (X \ Xom—1),
m=1 X

avec P € Co(Xmy1\Xm—2) telle que 0 < ¢ < 1 et Y, > 1x, \x,,_,- S0it (nm) € co(N¥) telle que
(hm em) ¢ £* (il suffit de prendre (my) strictement croissante telle que Y- "**" e, > 1, puis de définir (1,,)
par 1, = 1/k pour m € {mg, ...,m41}). On a alors

Ti(d]) Z Z Mi(Xm\Xm—l) = 400 pour ¢ = an ’@ljm S CO(X)u
m=1 m

ce qui est absurde. 0
Lemme 3.3.4. Soit (u,,) une suite bornée de M*(X). Alors il existe une mesure p € M*'(X) et une sous-suite

(n, ) telle que iy, faiblement vers p, c’est-a-dire, au sens de la convergence faible *-o(M*(X), Co(X)):

Ve Co(X)  (pny, ) = (1, p)-
On a ||p|| < liminf ||y, || sans avoir nécessairement égalité.
Preuve du lemme 3.3.4. En effet, pour E = Cy(X), la boule unité Bps est séquentiellement compacte au
sens de la convergence faible associée a la topologie faible o(E’, E), puisque E est un evn séparable. 0
3.4 - L’espace Cyp(X) et son dual (Cp(X))'.

L’espace (Cp(X)) (avec X non compact) est typiquement ’espace que l'on ne souhaite pas décrire et
dans lequel on ne souhaite pas travailler, ou le moins possible! La raison est qu’il possede plein de
propriétés pathologiques: Cy(X) n’est pas séparable, la boule B¢, (x)) est compacte pour la topologie
x0((Cp(X)), Cp(X)) mais n’est pas séquentiellement compacte pour cette topologie. Remarquer que cela
n’est pas une contradiction dans la mesure ol la topologie *a((Cy(X))’, Cp(X)) (méme restreinte & la boule
B(c,(x))) n'est pas métrisable.

Lemme 3.4.1. L’espace C,(X) n’est pas séparable.
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Preuve du Lemme 3.4.1. On counsidére une suite de points (z,,) telle que @, € Oy, := int X, \ X,n—1 (cette
suite est sans point d’adhérence) et une suite 1, telle que que supp ¢, C Oy, et ¥y, (7,,) = 1 (il suffit de
prendre X, (z) = d(x, O%,)/d(zm, O%,)). Pour tout A C N, on définit alors une fonction 14 et un voisinage
O4 de 14 en posant

Y= Z Yms Oa = {1 € Co(X); || —vall < 1/2}.

meA

'l existait une suite (¢,) une suite dense dans Cy(X), alors pour tout A il existe n(A) tel que ¢, 4y € Oa.
Or O4NOp =0 si A# B implique n(A) # n(B) si A # B. L’application A € P(N) — n(A) € N est donc
injective, ce qui est absurde. 0

Lemme 3.4.2. Toute forme linéaire positive sur Cp(X) est continue. Réciproquement, toute forme linéaire
continue T sur Cp(X) se décompose de maniére unique comme la différence de deux formes linéaires positives:
T =Ty =T telles que ||T(|(c,) (x) = 1T+ ll(cvyx) + 1T=ll(cyy (x)-

Preuve du Lemme 3.4.2. La preuve est juste identique & celle du cas C'(X), X compact. ]

Lemme 3.4.3. M'(X) est isomorphe & un sev fermé strict de (C,(X))’. On a mieux
(Cy(X))' = M'(X) @ R(X),

ol R(X) désigne I'ensemble des formes linéaires de Cp(X) supportées a l'infinie: R € R(X) si R € (Cp(X))’
et (R, ) = 0 pour tout ¢ € Cp(X).

Preuve du Lemme 3.4.3. On définit le sev F' de (Cp(X))" par

Fe={T € (Cy(X)), lim [T|(1~xm) =0},

F est fermé puisque si (7,) est une suite de F' telle que fn - T dans (Cp)’, alors en utilisant que IT| =
(Ty —Thy )+ (T- —Too) + T et | Ty — Tyt || + || 7= — T || = ||T" — T||, on déduit que
11 = xm) < I = Tallicuy + 1Tl = xm) = 0 quand  m — o,

On rappelle que pour tout 7' € M*'(X) on a défini, dans la section précédente, son extension T € (Cy(X))
en posant T'(¢) := lim,, T'(¢ xm) pour tout ¢ € Cy(X) (on a prouvé que cette limite existe essentiellement
par un argument de monotonie) et on a montré que 7" € F. On note ® : MYX) - F, T+~ T. Il est
clair que ® est une application linéaire et continue (|7(¢)| = limsup [T'(¢ xm)| < [|T][ar [l¢]]). On définit
U : F — MY(X) Iapplication restriction T + T := T|cy(x) qui est également linéaire et continue. On a

bien évidemment ¥ o & = Id,;1. On a également ® o ¥ = Idp puique VT € F, Vo € Cy(X), par définition

<T7 30> - <(I) ° \I](T)v 90> = <T7 (P> - "}E)noo <\I](T)7 Xm (P> = "}E)noo <T7 P (1 - Xm)> =0.
Cela prouve que M est isomorphe & F et il reste & démontrer qu’il existe T € (C,(R))'\F ce que nous
obtenons grace & Hahn-Banach. On définit G := Vect(Cy(X), ), ou e désigne la fonction unité (e(z) =1
Vz € X). Pour tout ¢ € G, on a = p+ae avec p € Cy(X) et a € R. Cette décomposition est unique
puisque si ¢ = @; + a; e alors (a2 — a1)e = @2 — p1 € Co(X) ce qui implique az = a1, puis p2 = ¢1.
De plus, on a |a| < limsup |[¢(z) — p(z)| < ||| (on peut bien str montrer que ||¢| ~ max(|¢|, |al])).
On définit maintenant la forme linéaire 7' sur G de la maniere suivante: T(e) = 1, T = 0 sur Cp(X).
C’est une application continue puisque V¢ = ¢ +ae € G on a [T(¢)| = |a] < ||¢|]. D’apres la forme
analytique du théoreme de Hahn-Banach il existe T' € (Cy(X))’ tel que T|g = T. Enfin T ¢ F puisque Vm

T(e (L= xm)) =T(e) = T(xm) = 1.

Enfin, pour tout T € (Cy(X))" on peut décomposer T =T 4 (T —T) avec T € M'(X) définie par restriction
aCy(X)et T —T € R(X). 0]
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Exercice. On dit que ¢ € Cy(X) 'l existe a € R tel que limy_. || — al|p~(x\x,) = 0, on note a = ¢(c0).
Montrer que I'on peut construire T € (Cy,(X)) tel que T(p) = p(c0) pour tout ¢ € Cp(X).

Compte tenu de ce résultat on peut considérer que M*(X) C (Cp(X))’. On définit sur (C,(X))’, et donc sur
M*'(X)!, la convergence étroite comme la convergence associée a la topologie faible *-o((Cy(X))’, Cp(X)).

Lemme 3.4.4. B¢, (x)) est compact pour la topologie faible *-o((Cy(X))’, Cp (X)), mais n’est pas séquentiel-
lement compact au sens de la convergence étroite.

Preuve du Lemme 3.4.4. La compacité de la boule unité est juste le théoreme de Banach-Alaoglu-Bourbaki
de compacité faible * de la boule unité du dual d’un espace de Banach. Comme C,(X) n’est pas séparable,
cela n’implique pas la compacité séquentielle, et effectivement la compacité séquentielle est fausse.

En effet, considérons une suite (z,,) de X telle que z,,, € Oy, := intX,,\X,,, et (1) la suite de (Cp(X))’
définie par (Trn,¢) = @(2m) pour tout ¢ € Cp(X). On a d'une part, T, € B¢,y . Supposons d’autre
part par ’absurde qu’il existe T € (Cy(X))’ et une sous-suite (T)y,,) telles que T,,, — T au sens de la
convergence étroite. On définit ¢ := >, (—1)F ¢y, € Cp(X) olt (¢,) est une suite de fonctions de C.(X)
telles que ¥y, (rm) = 1 et supp ey, C O,,. D’olt la contradition puisqu’on a & la fois (T, , 1) = (—1)* et
(T ) — (T, 0). o

Lemme 3.4.5. Soit (1,,) une suite bornée de M*(X). Alors (u1,,) est (relativement) séquentiellement com-
pacte au sens de la convergence étroite, qui n’est autre que la convergence faible *-o(F,Cy(X)), si, et
seulement si, (1) est tendue:

Ye>0 dm || (X\X,,) <e VneN (0.1)

Preuve du Lemme 3.4.5. - Supposons (0.1). Comme (1) est bornée dans M1(X) c M} (X), il existe
€ ML (X) et une sous-suite (i, ) telles que p,, — p au sens vague. De plus, pour tout m |+ (Xm)| =

loc

lim |1 (Xom)| < sup [|pik, || =1 M < oo, ce qui prouve € M} (X). Enfin, pour ¢ € Cy(X) on a

11(0) = iy ()] < 1l xm) = g (0 Xom )|+ 110 (1= X )| + [y, (0 (1 = Xm))| — 0

lorsque k — oo, puisqu’on peut rendre les deux derniers termes arbitrairement petits (pour le dernier on
utilise ’hypotheése de tension).

- On suppose (i) (relativement) séquentiellement compacte au sens de la convergence étroite. Si (1) n’est
pas tendue, on peut extraire une sous-suite, toujours notée (i, ), qui n’est toujours pas tendue et qui converge
étroitement vers une limite v. Quitte & retrancher p, on peut également supposer 4 = 0. En résumé, on
construit & partir de notre suite initiale une suite (encore notée (1)) telle que

pn — 0 étroitement, et e >0 Vm sup |u,|(X\Xm) > . (0.2)

On va commencer par construire par récurrence une suite (fin, , Yr, mi)k>1 telle que ¥i € Co( X, \Xm,_,)s
—1<yp<1let

k—1 -

|t (Z(_l)g Yo)| < 5’ o (V1) = 3

=1
A Détape initiale, il suffit de prendre ny tel que |y, |(X) > 4¢/5, puis ¢ € Co(X) telle que —1 < ) <1
et pin, (V1) > |pn, [(X) — €/5 et enfin m; tel que suppy; C X,,,. La premiere propriété de la récurrence
est vide (& I'étape k = 1), la seconde vient de pin, (Y1) > |pn, [(X) — /5 > 4¢/5 — /5 et la derniere de
[ | (XX ) = [, [(X) = [ty [( Xy ) < [y [(X) = g, (1)

Supposons maintenant I’étape k — 1 > 0 acquise et démontrons (0.3) & 1’étape k. Gréace & (0.2), on fixe ny,
tel que

|Nnk|(X\ka) <. (0'3)

ot ™

<
5 )

k—1

o QoD W < 2 et [, [(X\ X, ,) > 4
(=1

ot ™
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11 existe alors ¢ € Co(X\ Xy, _,) telle que —1 < b, < 1 et pin, (Vi) > |pn,|(X) — €/5, et enfin my, tel que
supp ¥ C X, \Xm,_,- On conclut I’étape k comme dans la premiere étape, et cela termine la preuve de
(0.3). On définit alors

Y=y (1) 4
J4

de sorte que pour tout k > 2

k—1 00
Nk ‘= <Mnk7"/}> = Hny (Z (_1)é W) + (_1)k Moy, (W) + lny ( Z (_1)é W) = 77% + 77]% + 77]3;7
=1 t=k+1

avec [ni| < e/5, n2 (—1)k > 3¢/5 et |n}| < &/5. On conclut que (—1)*n, > &/5 pour tout k > 2 et donc 7y
ne peut pas converger, ce qui est absurde. 0

3.5 - Les espaces C(X) et M} (X).

comp

Lemme 3.5.1. Si T est une forme linéaire positive sur C(X) alors le support de T est compact, et donc T'
est continue. Inversement, si T est une forme linéaire continue alors 7" est & support compact et donc T est
la différence de deux formes linéaires continues.

Preuve du Lemme 3.5.1. Supposons que T soit positif mais ne soit pas a support compact. Alors pour tout
m € N, il existe ¢, € C(X), supp ¥m N X = 0 et &4, := T(¥) # 0. On peut supposer €, > 0 et ¥y, > 0,
sinon prendre (¢, )+ ou (¥ )— & la place de ¢p,. On définit ¢ := > et ¥n qui appartient & C(X) car
la somme est localement une somme finie. Alors pour tout M on a T'(¢)) > T(Zf\le el hm) > M, ce qui
est absurde. Cela prouve qu'il existe mg tel que T est & support dans X,,,. Pour tout ¢ € C(X), puisque

(pXm0+1 (¢) + ¢) Xmo = 0, on conclut que |T(¢)| = |T(¢ Xmo)| < PXpg41 (¢) T(Xmo)'

Supposons cette fois que T soit continue mais ne soit pas a support compact. Alors pour tout m € N, il existe

Ym € C(X), supp ¥m N X, =0 et £, := T (1) # 0. On peut supposer ¢, € C.(X), puisque ¥, X¢ — Um
dans C(X) lorsque £ — oco. Il existe enfin une sous-suite (¢, ) telle que, de plus, Supp ¥, N SUPP Vi, = 0
si k # £. On définit o == Y, 5;&6 Ym,, qui appartient & C(X) car au plus un terme de la somme est
non nul pour un x € X donné. On a ainsi T(¢) = limg_ T(Zszl et U, ) = limg o0 K, ce qui est
absurde. On conclut comme précédemment. [Remarque. La preuve classique est de dire que d’apres la
caractérisation des formes linéaires continues dans un easn, il existe m (les (px,, ) sont ordonnés!) et Cy,, > 0
tels que Vo € C(X) |T(p)| < Crn px,, (@), et donc suppT C X,p]. Si Xy, est le support de T, il suffit de se
restreindre aux fonctions de Cx,, ., (X) et d’appliquer le théoréme de décomposition de la section 2. ]

Nous laissons au lecteur le soin de formuler (les preuves sont immédiates) les résultats de représentation et
de compacité dans le cadre des fonctions C(X).

4. Quelques compléments.

4.1 - Espace de Holder.

4.2 - Les masses de Dirac sont denses dans Bg(x). Théoreme de Krein-Milman voir Yosida p. 362

Théoréme (Krein-Milman pour les mesures). Les combinaisons convexes de masses de Dirac sont
denses au sens de la convergence faible *-o(M1(X),C(X)) dans M (X).

Preuve du Théoréme. Pour tout k, il existe Nj, € N et (2F)1<;<n, une suite de X tels que X C UB(x¥,1/k),
puis il existe une suite (¢¥) de C(X) telle que supp ¢¥ C B(z¥,1/k), 0 < ok <1 et ZN’Cl ¥ = 1. On pose

i=

Ny
i = > p(eF) S,k
=1
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Pour tout ¢ € C(X) on a alors

Ny Ny,
(i, ) = pleh) w(ah) = (k) avec ¢F =" uy(af) k.
i=1 =1

Or, pour tout x € X, on a

Ny,

Ny
(@) =M (@)| = | D (W) — () ¢f () S_leilg;v [ = (@)l L (Bt 170 ©5 (@) S w(L/k) — 0

i=1
lorsque k — oo, ol w désigne un module de continuité de . On en déduit que (ug, V) — (u, V). ]

Définition. Soit E un evn et K C F un convexe compact (donc non vide). On dit que M C K est un
ensemble extrémal de K si pour tout z,y € K, t € (0,1) ona (1 —t)x+ty € M implique z,y € M. Si
M = {z} est un ensemble extrémal on dit que x est un point extrémal.

Idée fondamentale. L’idée fondamentale est de couper un ensemble convexe compact non vide K par
des hyperplans H, := [f = a] pour tout a € R, et tout f € E'\{0} fixé. Alors les deux hyperplans extrémes
pour lesquels l'intersection n’est pas vide sont des sous-ensembles extrémaux:

Kf={z, f(x) =max f(y)}, K;:={z, f(z)=minf(y)}.

yeEK yeK
En itérant, on trouve ainsi des singletons qui sont des points extrémaux.

Lemme (de Krein-Milman). Tout convexe compact (non vide) K d’un evn E admet au moins un point
extrémal.

Preuve du Lemme de Krein-Milman. On note M la collection des ensembles compacts extrémaux de K. On
a K € M. Sous (M;) une famille totalement ordonée (pour linclusion) d’éléments de M. Alors M := NM;
est un compact, convexe, non vide. C’est également un ensemble extrémal qui est un minorant de la famille
(M;). M est donc un ensemble inductif, et par le lemme de Zorn, M admet au moins un élement minimal,
notons le M;. Montrons que My = {x1}. En effet, ’il existe 29 € My, x2 # 1, il existe f € E' qui sépare
{z1} et {z2} et donc on peut supposer (f,z1) < (f, z2). On définit

My = {,T € My; <f7 ,’E) =my = yleI}L§1<f7y>}

On a My C My, My # M (puisque z2 ¢ My), My est non vide, convexe, compact, et My est un ensemble
extrémal. En effet, si z,y € K, ¢t € (0,1) et (1 —t)x+ty € My C My alors x,y € M; (puisque M; est
extrémal) et alors, par définition de My, on doit avoir (f,z) = (f,y) = mq, ce qui implique z,y € My. Cela
contredit la ”minimalité” de M;. En conclusion M; est un singleton. Im

Théoréeme (Krein-Milman cadre abstrait). Soit K un convexe compact (non vide) d’'un evn E et soit
A Pensemble (non vide!) de ses points extrémaux. Alors K est 'adhérance de 1’enveloppe convexe de A:
K = conv(A).
Preuve du théoréme de Krein-Milman. L’inclusion conv(A) C K est claire. Supposons par ’absurde qu’il
existe b € K\conv(A4). Alors, par la deuxieme forme géométrique du théoreme de Hahn-Banach, il existe
f € E', 1 eR telle que

Va € conv(A) (fya) <L <{f,b).

On définit L := {z € K; f(x) = m = sup,ef f(y)}. De m > (f,b) > £ on déduit que LN A = ). De plus, il
est clair que L est un sous-ensemble compact convexe (non vide) de K, et est un ensemble extrémal de K.
Par le lemme de Krein-Milman il existe ¢ € L élément extrémal de L, donc également élément extrémal de
K. Cela implique ¢ € AN L, ce qui est absurde. ]
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Corollaire (Krein-Milman pour les mesures). Les masses de Dirac sont les éléments extrémaux de
mesures Borélienne, on note D I'ensemble des mesures de Dirac. Donc Bjy: = conv(D) et toute mesure est
la limite faible-* o(M*(X),C(X)) d'une suite de combinaisons convexes de masses de Dirac.

4.3 - Premier lemme de Compacité-concentration.
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