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Chapitre 6 - Espaces de Sobolev et problemes variationnels

1 - Le Laplacien avec condition de Dirichlet dans un ouvert borné.

Théoréme 1.1. L’espace H'(Q) est un espace de Hilbert séparable. L’espace W1P(£2), 1 < p < co est un
espace réflexif séparable. L’espace W11(Q) est un espace de Banach séparable et I'espace W>°(£2) est un
espace de Banach non séparable.

Preuve du Théoréme 1.1. e Montrons que WhP(Q), 1 < p < oo est réflexif. En effet, 'application
T:Whp(Q) — LP(QN*L w — [u,O1u, ..., Oyu] est une isométrie. Donc T(W1P(2)) est un sev fermé de
LP(Q)NHL qui est réflexif comme produit fini d’espaces réflexifs. On en déduit que T(W?1P(Q)) est réflexif
et donc également WHP(Q).

e Montrons que WHP(Q), 1 < p < oo est séparable. En effet, T(W1P(Q)) est séparable et donc également
WLr(Q). ]

Remarques 1. (i) Soit (u,) une suite de W17, 1 < p < oo, telle que u,, — u dans LP et (Vu,) admet
une limite dans (LP)V, alors u € WP et u,, — u dans WP, On peut remplacer les convergences dans LP
par des convergences au sens o(LP, Lp,). En particulier, si 1 < p < oo, (uy,) est une suite bornée de WP et
U, —u o(LP, LP") alors u € WP,
(ii) Pour 1 < p < oo et (uy,) une suite de W1, il y a équivalence (A extraction d’une sous-suite pres) entre
(1) u, —u au sens o(WH? (Whr)');
(2) up —u et Vu, — Vu au sens o(LP, L*');
(3) (uy) est bornée dans WP,
En effet, (3) est équivalent & dire que (uy,) et (Vuy,) sont bornées dans LP, qui est équivalent & son tour & (2)
grace a la compacité faible de la boule Br» d’une part et grace a un corollaire de Banach-Steinhaus d’autre
part. L’équivalence entre (1) et (3) est vraie pour les mémes raisons.
(iii) Pour p = oo, on garde I’équivalence entre (2) et (3). Plutdt que (1) on s’attend & une convergence
faible . La question reste donc: W™ est-il le dual d’un espace de Banach?
(iv) Pour 1 <p < o0, f; € L¥' | 0 < j < oo, Papplication

u€ W — Au /fou—i-Z/leu

est une forme lindaire continue sur W, donc un élément de (W'?)". En choisissant f; = 0 pour tout j # i,
on obtient ainsi que (1) implique (2) également dans le cas p = 1.
(v) On voit que pour tout ¢ € D(Q)

Alp) = (fo, ¢ +Z fi, 9ip) fo—zaz‘{fi}#?%

de sorte que

Alp) € W (Q) :={T € D'(Q); T = fo — D01} fi€ L'y,

Si D(Q) est dense dans W'P(Q) ona A € W17,

Théoréme 1.2 (Friedrichs). Soit u € WHP(Q) 1 < p < co. 1l existe une suite (u,) de D(Q) C D(RY)
telle que



(i) up — u dans LP(Q);

(ii) Vun|w — Vul, dans LP(w)Y pour tout w CC .

(iil) Par la réciproque du théoréme de convergence dominée on peut donc également affirmer que
lun] < v e LP(Q), up, — u p.p. dans Q, |O;uy,| < w; € LY (Q), d;uy — Oiu p.p. dans Q.

loc
Preuve du Théoréme 1.2. On reprend la suite w,, := p,, * (¢, u), avec ¢ = 1, , (K,,) une suite exhaustive de
compacts de € telle que dist(K,,, Q¢) > 2/n, et (p,) une suite régularisante, p, = n¥ p(nx), 0 < p € D(RY),
suppp C B(0,1), ||pllr: = 1, utilisée dans la preuve de la densité de D(Q2) dans D’(€2). On remarque que
Up = (nu — u dans LP par convergence dominée et puisque u € LP (), puis

o *vn —ullLe)y < llon* (Vn — W)|[Lo@ny + lpn * @ — @l Lo@yy — O,
d’out (i). De plus,
Vuy, = pn* (uVG +(Vu) dans w CC Q,

avec n~1 < dist(K¢,w) et n=! < dist(w, Q) de sorte que ¢, = 1 sur @ + B(0,1/n). Alors d’une part,
pn * (CVu) = pp x (Vu) — Vu dans LP(w). Et d’autre part, puisque V(, = 0 sur @ + B(0,1/n), on a
pn * (uV(,) = 0 sur w. On a donc (ii). L’assertion (iii) est alors une conséquence de la "réciproque du
théoreme de convergence dominée”. 0
Proposition 1.3. Soit u € LP(2) avec 1 < p < 0o. Les propriétés suivantes sont équivalentes

(i) w e WHP(Q);

(if) 3C telle que

[ wdie| <Cllels e D@,
(iii) 3C telle que Vw cC Q, Vh € RY |h| < dist(w, Q) on a |7y — ul| ey < C A
De plus, dans le cas p =1, on a (i) = (ii) < (iii).

Preuve de la Proposition 1.3. L’implication (i) = (ii) est une conséquence immédiate de la définition d’une
fonction de W1P(Q2), 1 < p < cc.

Montrons (i) = (iii). Siu € C}(RY) et 1 < p < oo, on écrit
1
u(z —h) —u(z) = —/ h-Vu(xz —th)dt.
0
Par Holder, il vient
1
muta) = u()? < WP [ [Vate — en)p
0

et apres intégration sur le domaine

1 1
||Thu—U||’£p(w)§|h|”//O IVu<:v—th)|”dtdacs|h|p/0 /Q|Vu(y)|dydt=|h|p||Vu||’£p(Q).

Siue WhP(Q) et 1 < p < oo on raisonne par densité en utilisant le théoreme de Friedrichs. Si u € W1°°(Q)
on applique ce qui précede dans WP(Q N Bgr) avec R,p < oo et on laisse tendre p — oo, puis R — oo.

Montrons (ii) = (i). De (ii), on déduit que la distribution T; : ¢ € D(Q2) — —/ ud;pdr s’étend en une
Q
forme linéaire continue de L?' (Q), elle s’identifie donc & un élement de LP(Q): Jv; € LP(Q) telle que

diu=T; = {v;}. Donc u € WHP(Q).
Montrons enfin (iii) = (ii). Pour tout ¢ € D(Q) et t > 0, |t| < dist(supp ¢, 2°) on a

< Clelell Lo

[
Q

= ‘/(Tteiu—u)wdz
Q



et on obtient (ii) en passant & la limite ¢ — 0. n

Définition 1.4. Soit 1 < p < co. On définit W, P(Q) comme étant la fermeture de C}(€) dans W1HP(9).
On note HJ () = Wy (). L'espace W, *(2) est un espace réflexif, séparable comme sev fermé de Iespace
WhP(Q) et Pespace H{(£2) est un espace de Hilbert. On montre sans difficulté en reprenant la preuve du
Théoréme 1.1 que W, P (RY) = WL2(RN), mais en général W, (Q) # W'2(Q).

Remarques 2. (i) Par exemple, 1 € Wl’p\WOl’p si Q est un ouvert borné.

(ii) Pour 1 < p < oo, Wy? est un sev fermé faible de W' au sens ot u,, € Wy*, u, —u dans L? faible
et (Vu,) est bornée dans LP implique u € WO1 P Indiquons deux preuves. Le plus simple est de dire
que cela implique u,, —u au sens o(WP (W1P)") et de conclure grace a un corollaire de Hahn-Banach.
Une deuxiéme preuve consiste & supposer de plus que u,, — u dans L, et donc Vu,, — Vu o(LP, L”/), et
d’invoquer le lemme de Mazur, il existe une combinaison convexe vy des (up)n>n telle que Voy — Vu dans
LP fort, et donc également vy — u dans WP, On a pas besoin de ’hypothese supplémentaire u,, — u dans
LP ici. En effet, si vy = > 0N u,, et d est la distance associée & la convergence au sens de la topologie faible,
on a

d(u,vy) = ZZGfV2_j [(wj,u —up,)| < sup d(u,u,) — 0 lorsque N — oo,
J i n>N

ici (w;) est une suite dense de Bj,/, donc encore vy — u au sens faible LP. En itérant le lemme de Mazur,
mais cette fois-ci avec la suite (vy), on construit une suite (wy) telle que wx — u en norme dans W1?.
(iii) On a (Wol’p)' = W17 lorsque 1 < p < 0. On reprend I'isométrie T’ du théoréme 1.1, qui est donc une
bijection de W, ¥ sur G := T(W, ") C (LP)N*1. Pour F € (W, ") on définit Vv € G A(v) := (F, T~ ') qui
est une application linéaire et continue. Par Hahn-Banach on étend A en un élément A € ((LP)N+1), avec
[All(zryv+1y = [[F|[(wy)- Par le théoréme de Riesz, il existe f; € LP', 0 < j <N, telle que

N
] - ]
S =3 Juf woe @) avecdone [Alqunsiny = max [l
J:

On en déduit pour tout u € Wy

(F,u) :A(TU):/UfO‘f'i/fjaju.
j=1

Or le terme de droite s’identifie & (est!) un élément de W~1#" d’out I'inclusion (Wy?) ¢ W~1#", L’inclusion
étant prouvé dans la remarque 1, on a bien établi I'existence d’une isométrie entre (VVO1 Py et WP,

(iv) On doit pouvoir établir que W1 = (W=L1Y (& vérifier ...).

(iv) Lorsque Wol’p 4 Wh? ona W12 C (WhP) sans avoir égalité, au moins dans le cas d'un ”ouvert
régulier”. C’est un argument déja rencontré dans le cadre fonctions continues/mesures de Radon. Soit donc
un ouvert régulier () et acceptons I'existence d’un opérateur ”trace” (ou ”valeurs au bord”) v : WHP(Q) —
LP(99) linéaire continu et tel que yu = ulgq si u € WHP(Q) N C(Q) On introduit I'espace vectoriel G :=
Wol"p +R1q # Wol"p puisque 1 ¢ Wol’p. Alors v(u + A1g) = A1pg, ce qui permet de définir (grace au
théoréme de Hahn-Banach) une forme linéaire continue ¢ : Whr — R telle que olaloa = v|a. Alors si
i Wol’p — WP est l'injection canonique, on voit que i*¢ = 0 et pourtant ¢ # 0, cela prouve que i*
n’est pas injective. On peut étre plus précis. En effet, acceptons I'existence d’un opérateur ”relevement”
R : AW — WLP(Q) linbaire continu et tel que Yu € yW1P(Q) v Ru = u, de sorte que 'application
P=1Id— Ro~vy: WY — WP est un projecteur sur Wol"p. En introduisant 4 : Wol’p — WhPetj:V =
(Ro~) (W'P) — WP les injections canoniques, on constate que ® = (i*, 7*) : (WLP) — (W3 P) x V' est
un isomorphisme et donc (W, ) s’identifie via i* & un sev strict de (W1?)’,

Théoréme 1.5 (Inégalité de Poincaré). Supposons 2 borné (dans un moins une direction) et 1 < p < oo.
Alors il existe une constante C' = Cq ), telle que

VueWeP(Q)  lullpoe) < ClIVullpoo)-



Remarque. L’inégalité de Poincaré est également vraie dans le cas ol {2 est de mesure finie et régulier, c’est
alors une conséquence de I'inégalité de Sobolev.

Preuve du Théoréme 1.5. On peut supposer {2 borné dans la direction e;: Q C {z € RV |z1] < R/2}.
Pour u € C}(Q2) on a alors

1
u(@) = u(z) — e, — Rer) = R/ (Oru)(x — Rtey)dt
0
et donc
[ulP < Rp/ |O1ul? de.
Q Q

On raisonne ensuite par densité C} () € Wy (Q). )

Exemple 1.7. Soit 2 un ouvert borné. On considere le probleme de Dirichlet homogene, i.e. étant donnée
une fonction f sur €2, on cherche une fonction u : 2 — R telle que

(1) —Au=f dans {, u=0 sur ON.

Etape 1 (formulation variationnelle). Une solution classique est une fonction u € C2({2) qui satisfait
(1) en tout point. Une solution variationnelle est une fonction u € H} () qui satisfait

(2) /Vqu: fv  Yve Hi(Q).
Q Q
Remarques 1.8. - La condition aux limites © = 0 sur 02 est incluse dans le choix de ’espace dans lequel

on travail: H}(Q) et non pas H!(Q) par exemple.
- Il est fondamental ici d’avoir le méme espace pour la solution u et les fonctions tests v. Si 'espace des
fonctions tests est plus petit, on parlera de solution faible. Par exemple, u € Hg () est solution faible de

(1) si
(3) /QVqu:/va Vv e D),

(3) /Qu(—Av):/va Vv e D).

Dans ce dernier cas, on parlera de solution au sens des distributions. Ici, il est évident qu’une solution
u € HE(Q) de (3') est une solution de (3) (il suffit d’utiliser la définition de d;u), et qu'une solution de (3')
est solution de (2) (par densité de D(2) dans Hg (£2)). Attention, il n’est pas vrai qu'une solution u € H*(£2)
de (3) est solution de (2), car on a perdu la condition aux limites.

Proposition 1.9. Une solution classique u € C%(Q) est une solution variationnelle.

Preuve de la Proposition 1.9. - On a d’une part, pour tout ¢ € C}(£2) grace a la formule de Stokes

Vchpz—/div(Vu)go—/ (n-Vu)po=[ fo
Q Q a0 Q

puisque le terme de bord est nul a cause de la condition de support de ¢. Donc par densité la méme identité
est vraie pour tout ¢ € H}(Q).

- 11 faut montrer d’autre part que u € H}(Q). On considere G : R — R la primitive qui s’annule en 0 de la
fonction paire GL(s) =0sis <¢g, GL(s) =s/e —1sie <s< 2, GL(s) =1sis>2e Alors Ge(u) € CH(Q)



et G.(u) = 0 en dehors du compact K := {z € Q, |u(z)] < e} avec K N Q¢ = @, donc K C Q et enfin
G.(u) € CH(). Comme G.(u) — u dans LP(Q2) et (VG.(u)) est bornée, on en déduit que u € WyP(Q)
grace a la Remarque 2. 0

Etape 2 (existence et unicité d’une solution variationnelle). On définit

a: HY(Q) x HYH Q) — R, a(u,v):/

VuVe et F:H}(Q) —R, F)= [ fo.
Q Q

Alors a est une forme bilinéaire, continue et coercive, puisque d’apres 'inégalité de Poincaré

1 C 1
au,u) =/ [Vul* > 5/ [Vul? + 79 u? > 5 min(1, Ca) [/
0 0 0

et I’ est une forme linéaire et continue. On applique le théoreme de Lax-Milgram qui affirme I'existence et
'unicité d’une solution u € H{(£2) & I'équation

a(u,v) = F(v) VYve Hy(Q),

c’est-a-dire précisément une solution variationnelle. De plus, u est alors la solution du probléme de minimi-
sation

E(w)= min &(v), 5(1})2%/Q|VU|2—/va.

veHL(R)

Enfin, on remarque que de l'inégalité
1.
g min(L. Ca) luliy < [ [9uf = [ fusflla
Q Q

on déduit |lul|gz < C[|f| L2, en particulier 'application f — wu est continue de L? dans H{. Ce probleme
est donc bien posé au sens de Hadamard.

On dit qu’un probléme (linéaire ou non linéare)

fey, ueX, Au=f
est bien posé au sens de Hadamard si pour tout f € Y il existe une unique solution v € X a ce probleme,
et si de plus, f +— u est continue.

Etape 3 (régularité de la solution). De maniere imprécise, si les données du probleme sont régulieres
alors la solution I'est également. Par exemple, on a le résultat suivant: si Q est de classe C™ 2 et f € H™ (),
m € N, alors u € H™+2(2). La preuve d’un tel résultat est fastidieuse car elle demande de prendre en compte
la géométrie de I'ouvert, et ceci n’est jamais tres agréable a écrire! A 'intérieure du domaine les choses sont
plus facile & écrire. Donnons I’idée de la preuve.

On part du calcul formel suivant. On prend v = §%u dans la formulation variationnelle, et il vient

/QIV&'UI2 = /Qfan-u SN llze 10ssul 2 < || f]L2 [VOiul| L2,

de sorte que ||VO;ul|z2 < || f|lz2, donc Vi, k O3 u € L?, et en conclusion u € H?.

Pour justifier ce calcul on considere plutét la dérivée discrete v = D_j(Dy u), Dpv = |h| ™! (thu — u), disons
dans le cas Q = R, de sorte que v € H}(RY). 1l vient alors

V(Dpu)? = / VuVD_,Dpu = / fD-nDpu < ||fllz2 [[D-nDrull 2 < [ f]lz2 [V Dhul| 2.
Q Q Q



On en déduit
IV(Dru)llzz <[ fllLz,

et donc u € H? en passant a la limite A — 0.

Une fagon alternative de démontrer le résultat est d’utiliser le partiel et les espaces HJ () définis & I'aide
de la transformé de Fourier.

La méthode ci-dessus s’adapte a de nombreux autres problemes du type
Lu=— Z@i(aij(:zr) Oju) + ij dju+cu=f
ij J

avec a = (a;;), b= (b;) et ¢ au minimum bornées (régulieres pour pouvoir appliquer 'étape 3) et a vérifiant
une condition d’éllipticité

Jap >0, Ve e Q, VEeRY a(z) & & > ao €,

avec des conditions aux limites variées
u
u =0 Dirichlet homogene, I 0 Neumann homogene,
n
U
u =g Dirichlet non homogene, I g Neumann non homogene,
n
ou :
au+ f— =g mixtes.
on
Cette méthode s’adpte également pour le probléeme du biLaplacien

Au=f Q u:get@:h 09,
on

et le probeme de Stokes
Vi:Q—=RY J(u,p): Q—=RYXR —Au+Vp=fQ, divu=0Q, u=0 0.

La difficulté est alors double: d’une part trouver le bon espace Hilbertien qui permet de mettre I’équation
sous la forme d’une équation variationnelle (mais avec un peu d’entrainement on y arrive assez bien); d’autre
part montrer que la forme bilinéaire a est coercive (cela peut étre plus subtile).

2 - Le probleme aux valeurs propres pour ’équation de Laplace avec condition de Dirichlet
dans un ouvert borné.
Pour u € L}, (Q) on définit @ € L}, (RY) par a(z) = u(x) siz € Q, u(x) =0siz ¢ Q.

Proposition 2.1. Soit 1 < p < co et u € W *(2). Alors la fonction @ appartient & W'P(RN) et 9;a = dyu.

Preuve du Théoréme 2.1. Comme u € Wy P (Q) il existe (u,,) une suite de C1(Q) telle que u,, — u WHP(Q).
Pour ¢ € C}(RY) on a alors

/ Uy, O¢p dx
Q

On en déduit en passant a la limite n — oo

/ w0ypdx —‘/uaigpd:c
RN Q

| D dr| < IVunllLo@) ]l Lo -

< IVullee@) 1@l Lo vy -




Cela implique u € WP(RY) d’aprés la proposition 1.3. En passant & la limite dans l'identité

/unaicpd:vz /(’%ungodx,
Q Q

/ ﬂ@icpd:vz/uaicpdxz /(’%ugodx:/ diupdz,
RN Q Q RN

on conclut que 9;u = O;u. (]

il vient

Théoréme 2.2. Soit Q un ouvert borné de RY. Alors 'injection W, (€2) C LP(Q) est compacte.

Preuve du Théoréme 2.2.  On définit opérateur de prolongement P : W, ?(Q) — W, P(RN) Papplication
u— u. Soit = By et G=PF. Alors G est un sous-ensemble borné de LP(R™) tel que || 7,0 — 9||L» <

C |h| pour tout v € F. D’apres le théoréme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov G|q est un compact de LP(RY),

i.e. F est un compact de LP(€2). [
Théoréme 2.3. 1l existe une base Hilbertienne (e,),>1 de L%, il existe (A,)n>1 telle que A, > 0 et
Ap — 00 et

en € HY(Q), —Aen, =M en

On dit que (Ay,) est valeur propre de —A avec condition de Dirichlet et que les (e,,) dont les fonctions propres
associées.

Preuve du Théoréme 2.3. On définit I'application f € L?(Q) — u = T'f 'unique solution variationnelle du
probleme

’UJEH&(Q), —A’U,:f,
ie.

VfeL*(Q), TfcH) et /VTwa:/fw.
Q Q

Nous avons vu que 'opérateur T : L? — H} C L? est continu. 1l est également auto-adjoint car V f,g € L?
en utilisant deux fois (pour g puis pour f) la définition précédente

Tt.9)0 = [@hg= [V1-V19= [ 179~ (5.Tg)s0

Il est aussi compact puisque I'injection H} C L? est compacte. D’apres le théoreme ? il existe donc une
base orthonormée (e,,) de L? formée de vecteurs propres de T: T e, = iy, €n, (en,em) = Onm VYn,m € N. De
plus, le cararactere positif de —A, plus précisément

v un=<unen,en>=<cren,en>=/ |v<Ten>|2ch/ Ten? >0
Q Q

implique p, > 0Vn € N. Enfin, si y,, = 0 alors T'e,, = 0, et par définition de T la fonction e, est solution
variationnelle de 1’équation Te,, € H&, —A(Te,) = ey, donc fenv = fVTen Vv = 0 pour tout v € H&,
et d’ou on tire e, = 0, ce qui est absurde. En conclusion, u, > 0 Vn € N*| et toujours par le théoreme ?
tn — 0. En posant A, = u, ! on obtient la suite (\,,e,) annoncée.

Proposition 2.4.  Soit 1 < p < oo et soit G € C'(R) N Lip(R). Alors pour tout u € W?(Q2) on a
G(u) € WEP(Q) et 8;G(u) = G'(u) u. Si de plus G(0) = 0 alors u € WP(Q) implique G(u) € W?(Q) et
u € WyP(Q) implique G(u) € Wy P().

Preuve de la Proposition 2.4.  Comme G est Lipschitzienne on a |G(u)| < Llu| + |G(0)| € LP(£2) et
|G’ (u) Qyu| < L|0;u| € LP(2). On consideére une suite (u,) de D() telle que u, — u au sens du théoreme



de Friedrichs. Alors G(u,) € CY(Q) et 8;G(un) = G’ (up) diuy. 1l suffit alors de passer a la limite (grace au
théoréme de convergence dominée) dans la formulation intégrale de cette égalité. In]

Proposition 2.5. On ne fait plus I’hypothese sur G d’étre de classe C!, mais seulement G : R — R
Lipschitzienne et de classe C' par morceaux, G’ admet une limite & droite et une limite & gauche en
tout point. Alors les conclusions de la Proposition 2.4 restent vraies. En particulier, u € W(lo’f implique

ut,u”, |ul € W(lo’f. Enfin, pour tout ¢ € R, on a
Vu=0 sur {zeQ, ux)=c}

Preuve de la Proposition 2.5.

Corollaire 2.5. Soit u € H'(Q) telle que u > 0 sur 9Q (au sens u~ € H}(Q) et —Awu > 0 dans Q (au sens
des distributions) alors u > 0 dans  (au sens presque partout).

Preuve du Corollaire 2.5. Pour tout ¢ € D(2), ¢ > 0, on a

/Vquoz/u(—Acp) = (u,—Ap) =(—Au,p) > 0.
Q

Par densité et puisque u* = 1ysou, v~ = —1,<0u, il vient
0< /VuVu_ = /(1u>0Vu + 1,<oVu) Vu~ = —/1u>0Vu 1,<oVu— /|Vu_|2 =— / |Vu~ |,
ce qui implique Vu~ = 0, donc u~ = 0 (grace a I'inégalité de Poincaré), ce qui signifie bien u > 0. ]

Proposition 2.6. On définit

\V/ 2
Ji:= inf f| ul .
weH Q) [ u?

Alors J; = A1 et il existe une valeur propre positive e; associée a A1, i.e. 0 <e; € Hg ().

Preuve de la Proposition 2.5. On remarque que J; > 0 et méme J; > Cq grace a l'inégalité de Poincaré.
On définit K = {u € H}(Q); ||ul 2 = 1} et soit (v,) une suite de K telle que [|Vv,|? — J;. On remarque
que u, = |v,| € K et

/|Vun|2 :/|(signvn) an|2:/11,TL;,5()|V1)n|2 :/|an|2 — Ji.

Comme (uy,) est une suite bornée de Hg, on peut en extraire une sous-suite (toujours notée (u,)) qui converge
au sens faible de Hy, i.e. 3u € H} telle que u, —u dans L%, Vu,, — Vu dans (L?)". De plus, de I'injection
compacte Ht C L? on déduit que en fait u,, — u fortement dans L?, Vu,, — Vu dans (L?)". De plus, de
I'injection compacte Hi C L? on déduit qu’en fait u,, — u fortement dans L?. Par continuité d'une part on
obtient u € K, par un corollaire de Banach-Steinhaus d’autre part on a

(1 <) / |[Vu| < liminf/ |V, = Ji.
Q Q

On retrouve ici que J; > 0, puisque u # 0.

Soit w € HE (), w # 0. Alors u+tw € HY(Q) et [|u+tw]zz # 0 pour tout t € (—a,a), a:= |[w|/,3. Par

deﬁnltion de J 5 on a dOIlC
2
/
Q

u—+tw
> Ji.

lu+ twl| 2




On calcule alors

/|Vu|2+2t/Vu-Vw+t2/|Vw|22J1 [/u2+2t/uw+t2/w2]

En simplifiant le terme constant (en t), en divisant par ¢ > 0, puis en passant & la limite ¢ — 0 on obtient
donc

/Vu-VwZJl /uw VweH&(Q).

On a donc égalité (prendre w et —w), ce qui signifie que u est une solution variationnelle du probleme aux

valeurs propres
u€ Hy(Q), —Au=Jiu Q.

Pour toute valeur propre \ et toute fonction propre associée v € Hg(£2) on a

/ Vof? = A/ of?,
Q Q

et la définition de J; implique donc J; < A. Ainsi J; = A1 est bien la plus petite valeur propre associée au
probleme. 0

Remarque 2.6. Ce résultat est a comparer au théoreme sur les opérateurs auto-adjoints qui affirme que

M= suwp (T} f)
FEL2, £l 2=1

est tel que M € o(T). Comme T > 0, M > 0 et T est compact, on en déduit que M € VP(T) d’apres le
théoreme sur le spectre des opérateurs compacts.

Exercice 2.6. Soit 2 un ouvert de RY.
a) Rappeler pourquoi I — A est un isomorphisme de H°F2(RY) — H?(RY) pour tout o € R, pourquoi
CFRN) ¢ H*RYN) pour tout k¥ € N et pourquoi H°(RY) ¢ C*RYN) pour tout ¢ > k + N/2, k € N.
Montrer que V : H7(RY) — H~Y(RY) et que si u € H7(RY) et ¢ € D(RY) alors up € H7(RY).
Pour 0 € R et w C Q un ouvert, on définit

HY (w) :={u € D'(w); Vo € Dw), puc H*(RV)}.

b) Montrer que toute distribution est localement dans H®; i.e. VT € D'(Q), Yw ouvert tel que @ C Q il
existe 35 = s(T,w) € R tel que T' € H} (w).
c¢) Soit f € D'(Q) et u € D'(2) une solution de —Awu = f au sens de D'(Q2). Supposons que f € H] (w)
avec w ouvert tel que @ C 2 et montrer que u € H, *(w). En déduire que si f € C®(w) alors u € C*®(w).
On dit que l'opérateur A est hypoéliptique.
Correction de I’Exercice 2.6.
a) - On rappelle que

HORY) :={ueS'RY), (1+[¢?)7/*ae L*(RY)}.

al) - Pour tout T € &', on a F(0,, T) =i&; T, puisque pour tout ¢ € S
<‘F(azz T)v <P> = <8§1 T, ¢7> = _<Tv afi </A)> = <Tvl-7:(xl ¢)> = <Z &i T, (,0>-
Donc F((I — A)T) = (1+|¢2) T, et pour tout T € S’ on a

TeH™ ssi (1+[€2)7* T eL?
ssi (14 [E2)PF((I-A)T)el? i (I—-A)TeH°.



Il est alors clair que T +— S := F~1((1+|¢[2) T) est un isomorphisme de H°+2 dans H?. En particulier, si
S e He alors T := F~Y((1+ [¢]2)"1 S) € HO+2,

a2) - Pour tout u € C*(RN), on a 0%u € C.(RV) C L2 Va, |a| < k et il €24 = F(0%u) € L? (F est une
isométrie de L?). En particulier, (1 + |z]2)*/2 |a| < O (1 + |21|* + ... + |zn|*) |4 € L? et donc u € HF.

a3) - On rappelle que H?(RY) C Co(RY) si 0 > N/2 (car alors @ € L' par Cauchy-Schwarz et on utilise
que F~': L' — Cp). Comme 8; : H7t' — H7 (c’est juste inégalité |€] (1 + |€]2)%/2 < O (1 + |¢]?)F+D/2),
on a 9% € Cy(RY) pour tout u € H?(RY) et tout a, |a| < [0 — N/2], ot1 [.] désigne la partie entiere. Enfin,
on remarque que (14 [£[2)%/2 < 16%/2 (1 + |n|2)*/2 (1 + |€ — n|?)*/2 V¢, n € RN, En effet, pour n € RV tel
que [n| > [¢]/4ona (1+|n[?) (1 +1]§ = nl*) = 1+[n> > 1+ [¢*/16 et pour n € RY tel que [n] < [¢]/4 on
a(l+mA)A+1E=—n2) >1+E—n?>1+[£2/2—|n]*> > 1+ |¢*/16 (on a utilisé I'inégalité de Young
1€ -n| < [€2/4+ |n|?). Ainsi en notant @ = (1 + |£])*/2d et ¢ = 16%/2 (1 + |£|?)*/%4 on obtient

IFlpu)] (1+ )2 < lax gl (14 [ <axg,

et donc
lwepllae < a*@lle < |l [[@llzr < On @l grsva [Jull e < oo

b) Soit w C @ C Q. Il existe x € D(N) tel que x = 1 sur @. On a alors T x € £'(Q), et donc on peut
considérer T'y comme un élément de S'(RY) (en posant (T'x, ) = (T, x ¢) pour tout ¢ € S(RY)). Par
définition d’une distribution, il existe m € N, C' > 0 tels que

Vi € D), suppy Csuppx  [(T,4)| <C  sup sup|(97¢Y)(z)|.

o, |a| <m z€Q
On en déduit
Voe SRY),  [(Tx,¢) <Clxellwme= < Clixella-— < C el

olt on a posé —s := m + N/2 + 1. Par ailleurs, F(xT) € C* puisque xT € &'(RY). Ainsi, pour tout
¢ € D(RY) et une suite (p,,,) d’approximation de 'identité

[l F@eds =t [0 i) F(T0 5 o) o

m—oo JpN

= lim (TX) * pm F((L+ |2[*)" ) d&

m—oo pN

= (Tx, F((L+[2P)¢)) < CIF(+]al*)* @)l -2 = Cllg]l e

Puisque (L?)" = L?, cela démontre que (1 + [¢]?)* F (T x) € L? et donc Tx € H*(RY). On conclut que
T € H} .(w) puisque pour tout ¢ € D(w) ona T =T (px) = (T x) ¢.
c) D’apres I'étape b) il existe s tel que v € H; (w). On note ry = min(r, s). Soit ¢ € D(w) et soit x € D(w)
telle que x = 1 sur suppy. On a

Vixu) =xVu+uVy

et
up—Alup) = up—ulp—2Vu-Vo—pAu

\Y \Y
= u(go—Ago+2Vx-7s0) —QV(XU)-TSD-F@][::S.

Puisque f € H] (w) et u € H°>(w) on a f6 € HORN), uf € H(RYN), et V(ub) € Ho H(RY) pour
tout @ € D(w), et donc S € H™ Y(RY). On en déduit, grace au fait que (I — A)~ : H® — H°"2 que
up € H™TL Ceci étant vrai pour tout ¢ € D(w) cela signifie que u € HZT;’CH. En itérant 'argument on

obtient in fine w € H/ 2. Enfin, si f € C®°(w) alors f € H},pour tout r € N, donc u € Hfot2 pour tout

loc loc

r € N, et enfin donc u € C°(w).
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Corollaire 2.7. Toute valeur propre e,, vérifie e, € H}(Q) N C>®(Q).

Preuve de la Proposition 2.7. il suffit d’utiliser le théoreme précédent et de faire un raisonnement par
Bootstrap: on a e, € L?(2) implique e, € H? () qui implique & son tour e, € H;} () et ainsi de suite.

On obtient ainsi e,, € H2,(Q) = C™(). n
Théoréme 2.8 (propriétés/formules de la moyenne et principe du maximum fort). Soit

un ouvert connexe. Soit u € C?(Q) telle que —Au > 0. Alors pour tout x9 € Q et tout r > 0 tel que
B(zg,7) C Qon a

u(xg) > ﬁB(IO)T) u(y)do(y) et u(xo) > f;(wow) u(zx) du.

Si de plus u > 0 et en notant m := info v on a alors

oubien uw=m Q, ou bien wu>m .

Preuve du Théoréme 2.8. Par la formule de Stokes on a

—/ @daz—/ Audo > 0.
9B (zq,r) on B(xo,r)

On introduit les coordonnées sphériques y = 19 + pw, w € RN, |w| = 1, p > 0, et la nouvelle fonction
v=2v(p,w) = u(x) = u(xg + pw). Par les propriétés de l'intégrale sur la sphére, on a

/ %daz/ @prldw:pN%g/ vdw:pN*12 plfN/ udo]| .
9B (zo,r) ON 2B(0,1) 9p 9p Jap(o,1) dp 9B (x.p)

Combinant la premiere inégalité et cette identité on a ainsi montré que ’application

p — pl_N/ udo,
0B(w,p)

est décroissante pour p € (0,7). En particulier,

Vpe(0,r] f udapgf udo.
9B (z0,p) OB (z0,r)

On obtient la premiére formule de la moyenne en passant a la limite p — 0. La seconde formule de la
moyenne s’en déduit

T T S
/ udr = / / udo,dp > / 1S1] o™ "t u(zo) dp = 151 N u(zo) = | Br| u(wo).
B(zo,r) 0 JOB(zo,p) 0 N

Soient m :=infou > 0et A:={z € Q; u(x) =m}. A est un fermé de Q. Si A # ), il existe zg € Q2 tel que
u(zo) = m et il existe r > 0 tel que B(zg,r) C Q. Alors

0—u<x>—mzj43( luy) = mldy >0,

car u(y) —m > 0 dans 2, et donc u(y) — m = 0 dans B(zg,r). Cela prouve que A est également ouvert, et
donc A = , soit encore u = m dans €. ]

Proposition 2.9. L’espace propre F; associé a A1 est de dimension 1 et E; = Re; avec e; > 0 dans Q.
Enfin, A; est la seule valeur propre associée & une fonction propre positive.
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Preuve de la Proposition 2.9. Soit u € H}(Q2) une fonction propre associée a la valeur propre A\;. Montrons
par absurde que u ne change pas de signe. On suppose donc que u* % 0. Comme u* € H} et par définition
de A\; on a

(1) / VutP > A / P et / VP > A / P,
Q Q Q Q

Or on a également

/|Vu+|2+/ |Vu-|2:/ |Vu|2:)\1/ |u|2:)\1/ |u+|2—|—)\1/ 2.
Q Q Q Q Q Q

Alinsi les inégalité dans (x1) sont nécessairement des égalités. Cela implique en particulier en reprenant la
preuve de la proposition 2.5 que u" et 4~ sont des fonctions propres associées & la valeur propre A, et donc
—Au* = X\ ut > 0 dans Q. D’apres le corollaire 2.7, on a u* € C°°() et donc d’aprés la proposition 2.8
u™ > 0 (puisque u* # 0 par hypothese). Cela est absurde puisque I'intérieur des supports de u™ et u~ sont
disjoints. Cela démontre donc que u ne change pas de signe.

Soit w € H(2) N C*°(Q) une fonction propre associée & la valeur propre A;. On peut donc supposer par
exemple w > 0 dans 2. Pour tout ¢ € R on définit la fonction v = e; — t w qui est également une fonction
propre associée & A;. On a vg = ey > 0 dans Q et v; — —oo dans 2 lorsque ¢ — co. On définit 7 € (0, c0)
minimal tel que maxwv, = 0. Si un tel 7 n’existait pas, on aurait donc toujours maxwv; > 0, et également
min v, < 0 pour 7’ assez grand. Alors v,/ serait une fonction propre associée & A; qui change de signe, et
cela n’est pas possible. Maintenant, une premiere possibilité est que v; > 0 dans 2 pour tout ¢t < 7 et vy <0
dans  pour tout ¢t > 7. Dans ce cas on a v = 0 et la fonction propre w est proportionnelle & e, c’est ce
que nous voulions établir. Une seconde possibilité serait que ’on n’ait pas v; > 0 dans  pour tout t < 7,
et donc vy change de signe, ou que 'on n’ait pas v; < 0 dans § pour tout ¢t > 7, et donc v; change de signe.
Mais encore une fois cela n’est pas possible. En conclusion F; = Re;.

Enfin, si w € H}(Q) est une valeur propre, disons positive, associée & une valeur propre ), on a

/\/welz/(—Aw)elz/Vw-Velz/w(—Ael):/\l/wel,
Q Q Q Q

ce qui implique X\ = A\; puisque [, wey # 0 par hypothese (ey > 0 et w >0, w # 0).

3 - L’équation de la chaleur avec condition de Dirichlet dans un ouvert borné.

On considere dans cette section ’équation de la chaleur
(3.1) Ou—Au=0 €, u=0 09

avec condition initiale
u(0,.) = uo,

qui porte sur I'inconnue u = u(t,z) : (0,T) x & — R. Observer que pour que ce probléme soit bien posé on
prescrit une condition aux limites (qui est ici la plus simple possible: la condition de Dirichlet homogene).
On souhaite présenter la méthode spectrale qui consiste a ”projeter” cette équation sur une base de fonctions
propres du Laplacien. Cela fonction bien grace a la résolution du probleme aux valeurs propres effectuée dans
la section précédente, et donc fondamentalement parce que € est borné. Lorsque 2 = RY ce probleme peut
étre résolu plus simplement grace a l'existence d’une formule intégrale explicite (celle-ci peut étre obtenue
en effectuant une transformation de Fourier en la variable z par exemple). Dans le cas général, Q # RY
non bornée, le probleme (3.1) est encore bien posé et il se résout grace a la théorie de Hill-Yosida sur les

opérateurs non bornés.
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On commence & chercher une solution sous la forme u(t, z) = a(t) w(x) (méthode de séparation des variables).
On a u est solution si, et seulement si,

—a'(t)
a(t)

ce qui implique a’/a constant et w est une fonction propre.

w dans (0,00) x

En prenant u(t, ) = an(t) en () il vient
al, ==\, an

et donc
u(t,z) ==e e, (x)

est une ”solution” de I’équation (3.1). Précisons le sens. Ici, c¢’est une solution classique des que I'on sait que
en € C?(Q) puisqu’alors u € C?([0,00) x Q). Sans hypothese de régularité sur 2, on a seulement e,, € H} (),
et dans ce cas pour tout ¢ € D(Q) ou p € H}(Q)

d Ant

L[ et (@) pla)dn = —Ag et / en () () du
dt Jo Q

7 | ultz) e(@) de
Q
—e MY —Aep, ) = —e ! ; Ven(z) Vip(z) d

— | Vu(t,z) V() dz,
Q

et cette égalité a lieu au sens classique sur (0, co).

On définit H,, := {u € L?; u = C.L.des ej,...,en} s.e.v. de dimension finie et S,, : H,, — H,, par
Sm(t)e; :=e ite;. Alors

(i) Vt >0 S, (t) : Hy, — H,, est un opérateur linéaire et continu;

(i) S (t 4+ 8) = Sm(t) 0 Sin(s) Vit,s > 0; Sy (0) = I, ;

(iii) Yug € Hp t — Spm(t) up est continue de R, dans L?;

(iv) et enfin |[Sy,(¢) £(z2) < 1.

On dit que S, est un semi-groupe de contraction s'il vérifie (i)—(iv).

Lemme 3.1. On définit S(¢) ":= lim,,—00 Sm(t)”. Alors cette limite existe bien et S(¢) ainsi défini est un
semi-groupe de contraction.

Lemme 3.1. On définit II,, : L?> — H,, la projection orthogonale et S’m = S, oI, la suite de
semi-groupes de contraction dans L?.
4 - Inégalités de Sobolev et Morrey.

Théoréme 4.1 (Sobolev, Gagliardo, Niremberg). Soit 1 < p < N. Alors W'?(RY) ¢ LP"(RY) on
px € (p,00) est défini par la relation

Nu
et il existe une constante C' = C'(N, p) telle que
lu]| Lo < C||Vul e VYu e WHP(RY).

Preuve du Théoréme 4.1. (Trois preuves: celle de Brézis, celle de Gilbarg, Trudinger, Evans, enfin celle de
Lieb et Loss qui repose sur l'inégalité de HLS) On commence par traiter le cas p = 1, et donc 1* = N/(N —1).
Soit u € CH(RY). On écrit

|u(:171,...,xn)|§/|8iu|(a:1,...,xi,l,t,xiJrl,..,xN)dt
R
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et donc

N 1/N—-1
[u(ay, ..., ) [V N < H (/ |8iu|(1717---7xi17ta$i+17--a$N)dt) :
=1 VR

On intégre et on obtient grace & I'inégalité de Holder avec =N —1let ¢ = (N —1)/(N —2)

/ |u|N/N71 dx
RN

A
T
4
—=
VR
W
S
£
&
8
N———
=
~
b4
L
Y
g

N-1 N—1
< / / H (/ |8iu|d:vz> dx N [/ |8Nu|d:vN} dx’
rV-1 | JR 75 \UR R
N-1 %:f

INA
——
=

T
 —
—

</ |8Z—u|da:i> : d:cN] dx’
=1 /R
N1
{/ [/ |8Nu|d:vN} dx’} :
RN-1 LJR

Pour le premier terme on utilise I'inégalité de Holder suivante (que ’on démontre par récurrence a partir de
I'inégalité de Holder classique)

1fve feller < A fillom e fellzm st fi € L™ et =+ 4 —=
aveck=N—-1,r1 =.. =1, = N — 1, de sorte que
5 - Espace de Sobolev dans un ouvert régulier et non régulier.
5.1. - Compléments.

OnaW,?CcW', 1<p<ooet
Théoréme. Pour tout F € (W'?)" il existe f; € LY, 0< fi <N, telles que

VoeWwhr <F,v>:/fov+Z/fi3i07

et |[F'[|wr.py = max{||f;|l, 0 < j < N}.

5.2 - Théoréme de trace.

Théoréme 2.1. Soit  un ouvert de RV de classe C2. Pour tout p € [1,00], il existe un opérateur linéaire
bornée de trace v : WP (Q) — LP(9R) tel que pour une constant C' € (0, 00) on ait:

(i) Vu e WhP(Q) on a yu € LP(0Q) et [y ullran) < Cllullwir ),
(ii) Vu € CH(Q) on a yu = ulaq.

Théoréme 2.2. Soit Q un ouvert de RY de classe C? et p € [1,00]. Pour tout u € W?(Q) il existe une
(unique) fonction yu € LP(99) vérifiant pour tout ¢ € C1(Q) et B € CH(R) N W (R):

/ div(B(u) n ) de = B(yu) pdo.
Q o9
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5.3 - Théoréme de prolongement

Théoréme 3.1. Soit  un ouvert de RY de classe W2 au sens ou il existe une fonction ¢ : RYN — R de
”distance signée” au bord telle que

§eWr2MRN), Q:={zecRY, §x) <0}, 00:={zxcRY, §x)=0}
et
n(z) = Vé(z) € SN Va € 99.

Pour tout p € [1,00], il existe un opérateur linéaire bornée de prolongement P : W1P(Q) — WLP(RN) tel
que pour une constant C' € (0,00) on ait:

(i) Vu € WHP(Q) on a Pue WHP(RY) et
1P ull oy < C oy
[P ullwie) < Cllullwro@y)-

(i) Vu € WHP(Q) on a Pu|q = u.

e On a d’une part en écrivant

1
3(0) = 8(a) + (y =) - Vo) + 5 [ Do) (y =y =)
au point y = x — e n(x)
d(z —en(2)) = 8(z) —elln@)I* +n:(x),  lnelle < Ce

ot on peut prendre C := || D?§|| 1= ||n[/2~ < occ.

e On définit
Q. = {x € RY, dist(z,Q) < e}

En prenant € > 0 assez petit, on a

In(z)||* > 3/4, 6&(z) <1/(4C) pour tout z € N\

e On en déduit que
§(z —26(x)n(x)) < Co(x)* — %6(:10) <0 VreQ\Q

e On définit H(z) := = — 26(z)n(z). On a H € CLYRY RY) et H(z) = z pour z € §Q. De plus,
DH(x) = Id — 2n(x) ® n(x) — 28(x) D?§(x). On observe que DH(z) = Id — 2n(z) ® n(x) pour z € 9Q
ce qui implique DH (x) inversible. En effet, les valeurs propres A de DH (z) satisfont |A| > 1 en tout point
x € 9Q. En effet, §'il existe n € RN |n| = 1, tel que n — 2n (n-n) = An, alors en prenant le produit scalaire
de ce vecteur avec n et 1 on obtient

(1=Xn-n=2n-n, 1-A=2(n-n)?

d’ott la conclusion. Par I’hypothese de régulaité on a que les valeurs propres de DH () sont supérieures en
valeurs absolue & 1/2 sur un voisinage de la forme A := {x € RY; |§(z)| < £} avec € > 0. Par le théoréme
d’inversion locale, cela implique que H est localement un difféomorphisme au voisinage de tout point du
bord.

Soit x € D(RY) telle que x = 1 sur Q, supp x C Q.. On définit la fonction @ par

w(x) == u(l(z)) x(z), I(z)=2—26(z)n(x)
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Alors 4 € WHP(RY) et il existe une constante (indep de u) telle que
@l Lo rny < Clullzec), lallwrr@yy < Cllullwrr@)-
En effet, on a par exemple,
Va(z) = V(u(I(z)) DI(z) x(z) + u(l(z)) V()

Alors

IN

/ |Va|P dx
RN

/ Vap dz + C / (V@) + [ (@)P) [jac(I(x))] de
Q Q:\Q

IN

(1+C) /Q(|Vu|p+|u|p) dz.

Remarque. Une autre preuve (plus compliquée et finalement équivalente) suerait de définir H : Q. —  de
la maniere suivante: pour x € RY et ¢ € R on note ®; : RY — RY D’application flot définie par ®;(z) = X (¢)
ou X est la solution de I’équation différentielle

X'(t) =-n(X(t),  X(0) ==

on pose alors H(x) = ®o50,)(x) si x € Q\Q et H(z) =z si 2 € Q. On montre alors que H est bijective de
Q:\Q sur son image O C Q.

Théoréme 3.2. Soit Q un ouvert de RY de classe C*. Pour tout u € W1P(Q), il existe une suite (u,) de
CH(RN) telle que uy,|q — u dans WHP(Q).

6 - Equations elliptiques linéaires (selon Gilbarg-Trudinger)

Les équations elliptiques

Lu:= —aij(’“)fju—i—biaiu—i—cu: f
avec a;; & & > v €2, VE € RN, v > 0 (on utilise ici la convention (de Einstein) de sommation des indices
répétés) jouissent de deux propriétés remarquables:

(i) régularisation: u posséde localement deux crans de régularité de plus que f lorsqu’on mesure cela dans
de bons espaces (espace de Holder C¥® 0 < a < 1, espace de Sobolev WP 1 < p < c0) et si les coefficients
a, b, ¢ possédent une régularité suffisante. Cette régularité est ”globale” si 02 possede la régularité requise.

(ii) principe du mazimum (faible et fort). Typiquement, le PM faible dit
Lu>0Q, u>0092, c>08, = u>00Q

et le PM fort dit
Lu>08Q, u>0Q = u>0Qouu=0 Q.

Le principe du maximum s’obtient dans différents cadres:
(a) grace & la formule de la moyenne pour I'opérateur de Laplace (cadre régulier, continu ou L') (;
(b) théorie des solutions classiques C?(2) N C(Q) (A I'aide de fonctions barrieres) [Hopf1950, ...J;

(c) théorie des solutions faibles H' pour les opérateurs sous forme divergence (a 1’aide de bons multiplica-
teurs et de I'inégalité de Sobolev) [régularité:De Giorgis7, Nash58, Morrey59, Stampacchia60, ...; Harnack:
Moser61, Serrin64, Trudinger67, ...J;

(d) théorie des solutions fortes W2? [Aleksandrov60, Bakelman61, Pucci66, Krylov&Safonov79)]

La théorie de régularisation se fait également dans plusieurs cadres
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(e) théorie (existence) Hilbertienne de Hilbert[1900], Lebesgue[1907], Friedrichs[1944], Garding[1953] & par-
tir de la formulation variationnelle et régularité de la solution (par quotients différentiels, par exemple)
[Friedrichs1953, Browder1954, Lax1955, Niremberg1953];

(f) théorie de régularité Holderienne de Schauder [1930] & partir de formule intégrale (théorie du potentiel)
et des arguments de perturbation;

(g) théorie de régularité WP a partir de la formule intégrale (singuliere [Calderon&Zygmond1952, Stein1970])
qui repose sur la théorie plus ancienne (cas de la dimension 1 de Riesz (décomposition en cubes ) et
d’interpolation de Marcinkiewicz[1939];

(h) le principe du maximum permet de retrouver certains résultats de régularité [Brandt1969]

Les preuves d’existence s’obtient
(i) Perron (solutions C'(Q) N C?(2) pour données au bord continues)

(j) Méthode de continuation (si existence, par exemple explicite, dans un cas particulier, alors existence le
long d’un segment si bornes a priori uniforme)

(k) Méthode variationnelle
Bernstein ?

Dans ce paragraphe on considere 'opérateur elliptique
Lu=—-Au+b-Vu+cu,

défini pour u € H*(Q) par la relation

(Lu,v}:/VvVu—l—vb-Vu—i—cvu Vo € Hy (Q).
Q

Theéoréme 6.1. (PMsx). On suppose ¢ > 0 dans €. Alors

Lu>0, u€ H}(Q) implique u >0 dans Q.

Extension 6.2. (PMsx). On suppose ¢ > 0 dans . Alors

Lu>0, ue H(Q) implique ms%nu > Igglln(u A0).

Preuve du Theéoréme 6.1. e On suppose b = 0. On choisit v = u~. Alors par hypothese
— | Vu P +e(u)? 20,
Q

ce qui implique v~ = 0 et donc v > 0.
e On ne suppose plus b = 0. On suppose par I’absurde que ming u < 0. Pour k tel que mingu < k < 0 on
choisit v = (u — k)~. Comme Vv = —=Vuly,cy, on a

—/ Vo2 +vb-Vu+cv?>0.
Q

On en déduit
IVol7e < bl lvlallez [VollL2,  A:=suppVo,

et donc par I'inégalité de Sobolev et inégalité de Holder (pour N > 3, a modifier lorsque N < 2)

Ca ||vll L2 < (bl v 1allzz < bl [|v] £2- mes(A)°,
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avec > 0. En conclusion, on a démontré que pour une constante x > 0 (indépendante de k), on a

vk > Irgnu mes(suppVu N {u < k}) > k.

En passant a la limite ¥ — ming u, on obtient mes(suppVuN{u = ming u}) > k, ce qui contredit le fait que
Vu = 0 sur les courbes de niveaux de u. On n’a donc pas ming u < 0. I
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