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Problème 1: Chaos.

On considère la mesure dsN(x) = sN (dx) uniforme sur la sphère de rayon
√

N de R
N et la mesure

gaussienne γ(dx) = 1√
2π

e−x2/2. L’objectif du problème est de montrer que sN est γ-chaotique.

a) - Montrer que (X2
1 + ... + X2

N )/N → 1 en loi, si les (Xi)1≤i≤N sont des variables aléatoires
indépendantes et de même loi γ.

b) - On définit µN (dr) la loi du rayon sous γ⊗N et sN,r la mesure uniforme sur la sphère
SN−1(r) de rayon r de R

N , ce qui signifie simplement que pour toute fonction ϕ ∈ C(RN) on a

(1)

∫

RN

ϕ(x) γ⊗N (dx) =

∫ ∞

0

{

∫

SN−1(r)

ϕ(x) sN,r(dx)

}

µN (dr).

Montrer que pour tout 0 < a < 1 < b < ∞, on a

(2) lim
N→∞

∫

R\[a
√

N,b
√

N]

{

∫

SN−1(r)

sN,r(dx)

}

µN (dr) = 0

et

(3) lim
N→∞

µN ([a
√

N, b
√

N ]) = 1.

c) - D’autre part, montrer que

∫ ∞

0

{

∫

SN−1(r)

ϕ(x) sN,r(dx)

}

µN (dr) =

∫ ∞

0

{

∫

SN−1(r)

ϕ
(

x
r√
N

)

sN (dx)

}

µN (dr).

En déduire que pour toute fonction f ∈ Cc(R
k) fixée, et en notant fN := f ⊗1⊗(N−k) pour N ≥ k,

on a

(4) lim
a→1−,b→1+

sup
N≥k

∣

∣

∣

∣

∣

∫ b
√

N

a
√

N

{

∫

SN−1(r)

fN dsN,r

}

µN (dr) − µN ([a
√

N, b
√

N ]) 〈sN , fN 〉
∣

∣

∣

∣

∣

= 0.

d) - Conclure en combinant (1), (2), (3) et (4).
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Problème 2: McKean-Vlasov.

On rappelle que pour s > 1/2 on a injection continue Hs(R) ⊂ C0(R) avec donc ‖f‖∞ ≤
C ‖f‖Hs pour tout f ∈ Hs(R).

1) - Montrer que l’application R
N → H−3(R), X 7→ µ̂N

X est de classe C2 et calculer ∂i(µ̂
N
X) et

∂2
ij(µ̂

N
X).

2) - Soit Φ ∈ C2,1(H−3; R), i.e. Φ ∈ C2(H−3; R) telle qu’il existe une constante C telle que

∣

∣Φ(v) − Φ(u) − DΦ(u)(v − u) − 1

2
D2Φ(u)(v − u)⊗2

∣

∣ ≤ C ‖v − u‖3
H3 .

Calculer ∂iΦ(µ̂N
X) et ∂2

ijΦ(µ̂N
X)

3) - Pour φ ∈ C2(RN ) on définit

GNφ(X) =
1

2

N
∑

i=1

∂2
iiφ −

N
∑

i=1

F (xi, µ̂
N
X)∂iφ,

avec

F (x,m) :=

∫

R

b(x − y) m(dy).

Pour µ ∈ P (R), on définit également (au sens faible)

Q(µ) :=
1

2
µ′′ + (F (x, µ) µ)′.

Montrer que pour tout Φ ∈ C2,1(H−3(R)), on a

GNΦ(µ̂N
X) = 〈Q(µ̂N

X),DΦ(µ̂N
X)〉 + O

( 1

N

)

.
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