1 Sujet : Distance et quantification du chaos

Le but de ce probleme est de démontrer les théoremes 1.1 et 1.2 qui suivent.

1.1 Premier taux de convergence vers le chaos

Théoréme 1.1 [l existe une distance D sur P(P(Q)) (que nous allons la construire
dans la preuve) telle que

VpePQ) D5, p") <1/NYV

Indication pour la preuve du théoreme 1.1.
e Pour ¢ € C(Q) fixée, montrer que

ox([oani-p) = 3 { [ -7}

e Pour ® = R, € M(P(Q)), ¢ = 01 ® ... ® i, ¢; € C(Q), et en notant M =
max ||, ||, montrer que

Mk

Ex|o(ud) = ()| < ki

e On considere une suite ¢ de M(P(Q)) de degré k dense dans C'(P(Q)). En notant
QL =Ry, 0k =0kt @ ... @ Orp, ¢ € C(Q), My = max;(||¢r | V1) on définit

. . 1 .
Vi, 1y € P(P(Q))  D(fy, ) = ZW (g — 71, Dy
k>1 k

Montrer que D ainsi défini possede bien les propriétés énoncées. O

1.1.1 Taux de convergence vers le chaos en distance W,

Comme dans P(Q) on peut définir des distances par le procédé de Monge-
Kantorovich sur P(P(Q)) une fois fixée une distance d sur P(Q) en posant pour
tout m; € P(P(Q))

1/p
Wp(ml,m2) ;= inf (/ d(pl,pg)p W(dpl,dp2>)
PQ)xP(Q)

mell

ott IT est I’ensemble des mesures de probabilité sur P(Q)? de itme marginale m;. Si
my est "déterministe” : mq(p) =8, et my = m alors I = {(d,,m)} de sorte que

dlp, o) 8y ) mldpn) = [ oo mldp)

Wy(bm) = [

P(Q)xP(Q)

1



Enfin, pour m = ¥ la mesure empirique associée & u et en notant iy la mesure
empirique associée & X € Q" on a

WO i) = [ o) = [ ¥ @X) = B 7).

Sans autre précision, la distance d choisie pour définir W, sur P(P(Q)) est d = w,,
avec w, désignant la distance de Monge-Kantorovich dans P(Q) (elle-méme notée
habituellement W, !).

Théoréme 1.2 Soit € P(RY) telle que {u,|z|**?) = ¢ < oo. Alors il emiste
C = C(c,d) telle que
W?(:&Na(su) < CN—l/(d+4)

ou iV désigne la mesure empirique associée a p=N

Lemme 1.3 [l existe une constante Cy telle que pour toute fonction 0 < g € L'(R?)
on a

(1.1) /]Rd g(z)dr < Cd\//(l + | 2] g2(z) da

Lemme 1.4 (density coupling lemma). Pour toutes fonctions 0 < f, g € L'(R%)
de masse 1 on a

wy(f dw, gdw) < \/3[I(f = g) 2P .

Indication pour la preuve du Lemme 1.4. On note u = fdx, v = gdx. Soit 7 le
couplage de p et v défini par la relation : pour toute fonction ¢ € LS (R?)

[ein = = [ [ o) 0@ - (F @) a) ~ (7 A 9)w) dody
+ [owaag@ds, A= [(Frga)ds

e Montrer que 7 € II(u, v).

e Montrer que

/ & — yPn(de, dy) = / 2| (2) — g(2)] de
o [ U@ - G rg)de [ yls) - (7 A g)w)d.

e Montrer que

\/ -t rads| < ( [loPifta >|da:)1/2<1—A>1/2.

e Conclure. ]




Lemme 1.5 Pour toute mesure p € P(R?) et en notant g. une suite régularisante
de gaussiennes tendant vers Uidentité (g.(z) := (2me)¥? exp(—|z|?/(2¢))) on a

wa(p, p ¥ ge) < C'e'l?.

Indication pour la preuve du Lemme 1.5. Pour p, v € P(R?) on définit 7 € P(R??)
par la relation : pour toute fonction ¢ € Cy(R??)

[ein = [ [ etwasy)utdspiay).

e Montrer que 7 € II(p, o * v).
e Montrer que

Wiposxv) < [ Iy vidy),

et conclure. O

Indication pour la preuve du Théoréme 1.2 . Pour une suite (g.) régularisante de
gaussiennes et pour tout X € Q" on note

ANe . 1
Ge = ¥ e, §7 (I):(:ug*ge)(l’):ﬁzga(l’_‘xi)'
i=1
e Montrer que
wi(A, ) < 2[wy(iA™, 637) +wi(dy 7, 6e) +wi(ex, 1),
et en déduire que
(1.2) Wi (X, 0,) < 2 [2de + Exwy(dx*, ¢.))-

e Montrer que

wi (9%, ¢) < C \//(1 + |2]49) 6% ° — ¢- |2 du

e Montrer que

Eyw3(6y°,¢7) < C \//(1 + [2[+5) By| gy — ¢e|? da
e Montrer que

En(¢y° — ¢°)° = % {(g)” % 1= (g% )} .

e Montrer que
(1.3) Enw3(¢F,¢F) < O N7H2 =/t

On conclut en combinant (1.2) et (1.3) et choisissant ¢ = N~2/(@+4), O



