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CHAPITRE 3 - PROCESSUS DE POISSON

1 Processus de comptage et processus de Poisson.

1.1 Définition

Définition 1.1 Un processus de comptage est un processus N = (Ni)i>o croissant, cad (et donc cadlag) a
valeurs dans NU {400}, tel que No = 0 et qui satisfait (suivant les auteurs) éventuellement 'une ou toutes
les propriétés suivantes

(i) p.s. les sauts sont de taille 1;

(i) p.s. Ny est a valeurs entiéres (Ny < 00);

(i) p.s. Ny — +o00.

On dira que N est un processus de comptage au sens large si on ne suppose pas (i)—(iii) et que N est un
processus de comptage au sens strict si on suppose (i)—(iii).

Grace au lemme élémentaire suivant, on peut définir un processus de comptage comme-ci dessus ou de
maniere équivalente par les temps (7),)n>1 de sauts successifs ou par les temps (X,,)n>1 de durée des inter-
sauts.

Lemme 1.2 Dans ce lemme les fonctions/suites sont déterministes (il n’y a pas d’aléa).
1) Etant donnée une fonction Ny : [0,00) — NU {400} croissante, cadlag et telle que Nog = 0, on définit la
suite de sauts successifs

T, :=inf{t; Ny > n}.
2) Etant donnée une suite croissante (T,,) de N — Ry U{4o00} on définit la fonction croissante de ”comptage”
(Ny) et la suite (X,,) de temps inter-sauts par

Ny = card{n eN%; T, <t} = 1n,<,  Xp:=T,—To1>0.

n>1

3) Etant donnée une suite (X,) de temps inter-sauts d valeurs dans Ry U {+oo}, on définit une suite
croissante (Ty,) & valeurs dans Ry U {400} par

T, =X;+...+ X,.

De plus, on a les équivalences suivantes:

(i) les sauts de Ny sont de taille 1 si, et seulement si, T,, est strictement croissante et donc si, et seulement
st, Xy > 0 pour tout n > 0;

(i) Ny est a valeurs entiéres (Ny < 00) si, et seulement si, X1 + ... + X, =T, — 400;

(iii) Ny — +oo si, et seulement si, X1 + ... + X,, = T,, < 00 pour tout n > 1;

(i) pour tout t >0 etk €N, on a

Ny > k si, et seulement si, Ty <t,
Ny =k si, et seulement si, t € [T, Tkt1],

et Ny, =k si [Tk, Tx+1[#£ 0. En particulier, dans le cas d’un processus de comptage avec sauts de taille 41,
on a T, = inf{t; Ny =n}.



Définition 1.3 Ftant donnée (T,) une suite croissante de va positives, on appelle compteur ou processus
de comptage associé, le processus (Ni)i>o tel que Niy(w) est défini a l'aide du Lemme 1.2 1).

Inversement, étant donné un processus de comptage (Nt) on appelle processus ponctuel (de Ry ) associé la
suite (T,) de va telle que T, (w) défini a Uaide du Lemme 1.2 2).

Remarque 1.4 - Si(N;) est un processus de comptage au sens large et (T,,) est le processus ponctuel associé,
alors la relation
Vt>0 T, <t}={N;>n} € FN

montre que chaque T, est un tda pour la filtration (FN).
On définit la loi exponentielle comme loi sur R (ou R;) de paramétre A > 0 par
At) =Xe M 150

On note X ~ Exp(A) si X est une var de loi fy. La loi d'une var X étant caractérisée par sa fonction de
répartiopn Fx, une var X suit une loi Exp(\) si, et seulement, si

1—Fx(t):=P(X >t)=E(lxs) = / 1o fa(x) de = / Ne M dy = e M.
0 t

En particulier, on a X ~ fi(t) si, et seulement si, on a X/\ ~ f\. Enfin, on calcule EX = 1/\, EX? = 2/)\%,
Var X = 1/)2

Définition 1.5 On appelle processus ponctuel de Poisson de paramétre/d’intensité X > 0 une suite (de
temps) (Tn)n>0 avec Ty = 0 et telle que la suite (Xp)n>0 des temps inter-sauts, définie par Xy, := Ty, —Tp_1
pour tout n > 0, forme une suite de variables indépendantes de méme loi exponentielle Exp(\).

Définition 1.6 On appelle processus de Poisson de paramétre/d’intensité A > 0 un PAIScad(lag) (Ni)i>o
issu de 0 dont le tauz de transition p; suit une loi de Poisson de paramétre At, py ~ P(At):
(A"

P(N; =n) = py(n) = e ! .

Le résultat fondamental est le suivant.

Théoréme 1.7 Soit (Nt) un processus de comptage (au sens large) et soit (Ty,) le processus ponctuel associé
(ou inversement, soit (T,,) une suite croissante de va positives et soit (Ni) le compteur associé). Il y a
équivalence entre

(1) (Ny) est un processus de Poisson;

(2) (T,,) est un processus ponctuel de Poisson.

De plus, dans les deux cas, Ny est intégrable et Uintensité est donné par A :== E(Ny) € (0, 00).

Le théoreme est une conséquence des différentes implications établis dans les propositions suivants.

Lemme 1.8 Soit (T},) un processus ponctuel de Poisson de paramétre/d’intensité A € (0,00) et Ny le comp-
teur associé. Soit ¢ une fonction borélienne positive sur R’ . Alors

E (@(Tl, vy Th) l{Nt:n}) =" e_“/ O(81, ey Sp) dS7 ... dSp.

0<s1<...<8n

Preuve du lemme 1.8. En remarquant que

{Ne =n} =A{T <t <Tpp1)}



on calcule

E (o(T1, ., Tn) Yn,=n}) = B (X1, X1+ o+ Xo) Lix,4ax,<t) Lita X4 4X0})
— )\n+l/ / ul;-- UL+ ... +up, ) =X (U1t unt1)

1{u1+»»»+un§t} 1{t<u1+---+un+1} duy "'dun-l-l

= \nt! /.-/‘P(sh...,sn) e Locg o conaty Lics, ) d51.-dsnia

n _—At
= Me / O(S1,-eey Sn) ds1 ... dSp,
0<s51<...<5, <t

ou on a effectué le changement de variable 1 = u1, ..., Sp+1 = U1 + . + Upy1- I
Proposition 1.9 Le compteur d’un processus ponctuel de Poisson est un processus de Poisson.

Preuve de la proposition 1.9. Calculons la loi du vecteur N;,, Ny, —Nyy, ooy Ny =Ny, pour 0 <t < ... < t.
Pour simplifier, on fait le calcul dans le cas n = 1, le cas général étant analogue. Soient donc 0 < tg < t; et
m,n € N. On remarque que

{th =1m, Nt1 — Nto = TL} = {Nto =1m, Nt1 =m + TL}
= {Tm§t0<Tm+laTm+nSt17Nt1:m+n} SinZL
= {Tm <to, Ny, =m} sin=0.
Dans le cas n > 1, on a, grace au lemme 1.8,
P({Nto =m, Ntl - Nto = n}) =

_ ym+n —At
=\ e 1/ Locs, <. .<sm<to dSl--dSm/1t0<sm+1<..<sm+n§t1 ASmi1.-dSmin

n

o e-mtﬁ' \n e—A(tl—mw, (1.1)
m. n.

Dans le cas n =0, il n’y a pas de ”"deuxieme intégrale” en ds,,+1...dSm+rn dans 'expression ci-dessus, et on
arrive & la méme conclusion (1.1). En sommant en n, on trouve que

tm
_ _\m _—Xtg ‘0
P(Ny =m)=A"e "—m!,

ce qui prouve que V; suit une loi de Poisson. En sommant en m, on trouve que

t1 — to)n

P(Ny, — Ny, =n) = A" e_k(tl_to)( o =P (N, ¢, = n),

ce qui prouve que N; est & accroissement stationnaire. Enfin, en revenant & (1.1), on a
P({Nto =m, Ntl - Nto = n}) = P(Nto = m)P(Ntl - Nto = n)?
ce qui prouve que Ny, et Ny, — Ny, sont indépendants.
Dans le cas général, on considere 0 < t1 < ... < t et m1,...,mp € N. On a
{Nt, =mi, ..,Nyy — Ny =mg} = Ny =n1:=ma, ..., Ny =ng :=mq + ... +my}

= {Tnl <t < T7L1+17 ~~~7Tnk < g, Ntk = nk}

Gréce au lemme 1.8, on a

k
P{Ny; =mi, .., Ny, — Ny, =myp}) = A" e~ Mtk HAz
i=1



avec pour tout i = 1,...,k

:/---/lti,1<sni71+1<m<sni§ti dsp;_141---dsn; si m;:i=n; —mn;—1 21,

la convention to =0, et A; =1 si m; =0. Donc, on a A; = (t; — t;—1)" /m;!, et on conclut &

At —t i
P({Ny =mi, ..., Ne, — Ny, =my}) = H A (ti—ti- 1)%
=1 v

k
[P, e, =m)

i=1

.

ce qui prouve l'indépendance des accroissements. (]
Proposition 1.10 Le processus ponctuel d’un processus de Poisson est un processus ponctuel de Poisson.

Preuve de la proposition 1.14.  Soit (Ny) un processus de Poisson et soit (N;) le compteur d’un processus
ponctuel de Poisson. D’apres la proposition 1.9, on sait que (Nt) est également un processus de Poisson.
En particulier, (N;) suit la méme loi que (Nt) Comme pour toute famille de réels ¢; < ... < t;, et d’entiers
ny <..<ngona

{Ntl Z ni, .. Ntk > nk} = {Tn1 < tl,
{Ntl Z ni, .. Ntk > nk} = {Tn1 S tl,

on en déduit
P({Tnl <, ...,Tnk < tk}) ({ n <t ...,Tnk < tk})

Cela prouve bien que (T3,) et (7)) ont méme loi (finie dimensionnelle), donc également que la suite des
inter-sauts (X,,) est de méme loi (finie dimensionnelle) que (X,,), ce qui permet de conclure. [

Remarque 1.11 Insistons sur le fait que puisque la loi de N; est la loi de Poisson, on a pour tout t > 0

P(N; < § P(N; =i —“EOO (At)k—l
t OO =€ k' =1,
1=0

ce qui prouve que le nombre de sauts est p.s. fini sur un intervalle de temps fini [0,t]. De méme, puisque la
loi des inter-sauts Xy, est la loi exponentielle, on a P(Xy > 0) =1 pour tout k, et donc p.s. les sauts de Ny
sont de taille 1. Remarquons également que pour tout M € N fini, on a

P(N: < M) _’\tz — 0 lorsque t— oo,

ce qui prouve bien, puisque (N;) est croissante, que Ny — oo p.s. On vient de prouver que (Ni) est un
processus de comptage au sens strict. Enfin, on a

o0 o0 k
— kgokP(Nt =k)= Ze—“% = \t,

k=0

ce qui prouve bien que N; est intégrable et que Uintensité est déterminée par A := E(Ny). Cette quantité
correspond au nombre moyen d’événements qui se produisent sur un intervalle de temps de longueur unité,

puisque E(Nyy1 — Ny) = E(Vy).



1.2 Variantes du théoréme 1.7

Théoréme 1.12 Soit (N;) un processus de comptage (au sens large). Il y a équivalence entre

(1) (Ny) est un processus de Poisson;

(3) (Nt) est un PAIS et un processus de comptage au sens strict;

(3') (Ny) est un PAIS, non identiquement nul, intégrable (N; € LY pour tout t > 0) et les sauts de Ny sont
de taille +1;

(4) (Ny) est un PAIS dont le taux de transition satisfait pp(0) £ 1, pr({2, 3, ...}) = o(h).

De plus, dans tous les cas, Ny est intégrable, l'intensité de Ny (comme processus de Poisson) est donné par
A:=E(N) € (0,00) et P(N, =1) = At + o(t).

Lemme 1.13 Soit ¢ une fonction mesurable, continue & droite en 07, ©(0) =1, 0 < » <1 et telle que
o(s+1t) = o(s) p(t) Vs, t>0. (1.2)
Alors il existe A € [0,00) tel que p(t) = e pour tout t > 0. Si de plus p # 1, alors A > 0.

Preuve du lemme 1.13.  En notant a := ¢(1) 1’équation fonctionnelle (1.2) implique immédiatement que
©(t) = a' pour tout t € Q7.
Comme ¢ est mesurable positive, ’équation fonctionnelle (1.2) implique que

olu) = / {go(u —s)e (s 1u_520} {o(s)e 1550} ds € Yu >0,
R

et donc que ¢ est une fonction continue sur (0, c0) comme convolution de deux fonctions de L* N L (0, o0).
On en déduit que p(t) = a’ pour tout ¢ > 0.

Comme de plus elle est continue & droite en 07 et p(0) =1, on a 1 = ¢(0") = a°, ce qui implique a > 0.
Comme enfin ¢ < 1, cela implique a < 1, et ¢ Z 1 implique a < 1. 1l existe donc bien A € (0,00) tel que
a=e" m

0

Proposition 1.14 Un processus L' et non identiqguement nul qui est un processus de comptage de sauts
égaur a 1 et un PAILS est un processus de Poisson.

Preuve de la proposition 1.14. On définit ¢(t) := P(N; = 0). Le caractere PAIS implique
gﬁ(t + S) = P(Nt+s — Nt = O,Nt = 0) = P(Nt+s - Nt = O)P(Nt = 0) = QD(S) (p(t) Vt, S Z O

Or le processus t — N, étant cadlag et croissant presque strement, on a Ny \, Ny = 0 p.s., ce qui implique

lim (t) = lim P(Ny; =0) = P (U{Nt = 0}) =P ({No=0}) =1 =(0).

N0 +
~ =0 t>0

De plus, comme N # 0 on n’a pas P(N; = 0) =1, et donc ¢ # 1. Le lemme 1.13 impliqu’il existe A € (0, 00)
tel que P(N; = 0) = e~ ** pour tout ¢ > 0.
On définit le temps de ler saut

X, = inf{u > 0; N, = 1}.

C’est un tda et
P(X, >t)=P(N; =0) = p(t) = e,

de sorte que X suit une loi exponentielle. De plus, grace a la propriété de Markov forte, le processus
Nitx, — Nx, est un PAIS de méme taux de transition que (N¢) et indépendant de la tribu Fx,. Par
récurrence, on définit les processus (NF);>0.x>0 et les tda (Xi)r>o par N® = N, Xy = 0, puis

Xppo=inffu>0; Ny~' =1}, Nf = Ny, — Nx, = Nepxboix, = Nxoboix



et par récurrence on montre que N* est indépendant de Fy,, ..., Fx,_,, donc les (X) sont indépendants, et
également L£(Xy) = L(X;) = Exp(\) pour tout & > 1. Cela montre que (INV;) est un processus de comptage
associé & des temps inter-sauts indépendants et de méme loi Exp()), c’est donc un processus de Poisson. [
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