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Le baréme n’est donné qu’a titre indicatif

Exercice 1 (4 points)

Soit (B;) un mouvement Brownien standard. Montrer que les processus suivants sont des (F)-martingales
a) - (Bt)t>0;

b) - (Bf = t)ezo;

b) - (exp(A By — A\?t/2));>0, o1 A est un réel quelconque.

Exercice 2 (6 points)

Soient (X;) et (V;) deux processus d’'It6 réels et L£2.

a) - Rappeler la définition d’un processus d’Ité & valeurs dans R?, d > 1, et énoncer la formule d’It6 pour
une fonction F : R4 — R et un tel processus.

b) - Etablir la formule d’intégration par partie:
t t t
X Y, :X0Y0+/ XSdYS+/ YsdX, +/ d{X,Y)s.
0 0 0
¢) - Montrer que le processus M; défini par

t t t
M, =X Y, — / d)s 1/)5 d57 Xy = / ¢s st; Y, = / Vs st; (01)
0 0 0

est une FB-martingale continue centrée pour tout ¢, € L2(FE-Prog).

d) - Avec les notations de la question précédente, montrer que pour ¢ > s > 0

E(X; X,) = / E(¢?) du.

0

Exercice 3 (5 points)

Pour tout ¢ > 0, on définit la variable aléatoire :

t
Yt:/ e *dB;
0

a) - Rappeler la définition d’un processus Gaussien.

b) - Montrer qu'une limite dans £2(2) d’une suite de variables aléatoires Gaussiennes est encore une va
Gaussienne.

c) - Montrer que (Y;)¢>0 est un processus gaussien.

d) - Calculer son espérance et sa covariance.

e) - Montrer que (Y;) est une martingale de carré intégrable et que la famille (E[Y}?]) >0 €st bornée. En
déduire que (Y;) converge p.s. et dans L? vers une variable aléatoire Y. Quelle est la loi de Y'?



Exercice 4 (5 points)

Soient (Y, )n>1 et (Th)n>1 deux suites indépendantes de variables aléatoires réelles. On suppose que les
variables Y,, sont indépendantes et identiquement distribuées de loi v, de fonction caractéristique ¢, et que
(Th)n>1 est un processus ponctuel de Poisson sur Ry, de paramétre A > 0. On définit, pour tout ¢ > 0,

Xi=> Yalir,<y
n>1
On pose Xg =0et Ty = 0.
a) - Expliciter X; sur {T,, <t < Ty,41}, pour tous t > 0 et n € N.

b) - Calculer la fonction caractéristique de X; pour tout ¢ > 0.



