Université Paris-Dauphine 2009-2010
M1 MMD, Processus Continus Approfondis

Examen du Mardi 1 Juin, 9h30 - 12h30
Aucun document ni calculatrice n’est autorisé

Le baréme n’est donné qu’a titre indicatif

Exercice 1 (PAIScad - 4/5 points)

a) - Rappeler la définition d’un PAI, d’un PAS et d’un processus “continu & droite”.

b) - Soit (X;)¢>0 un PAI réel tel que X; € L? pour tout ¢t > 0. Montrer que Y; := X; — E(X;) est une
FX-martingale et que Z; := Y2 — E(Y;?) est une F;-martingale.

¢) - Soit (X¢)i>0 un PAIScad réel tel que X; € L? pour tout ¢ > 0. Montrer qu'il existe A € R tel que
E(X; — Xo) = At pour tout ¢ > 0 (Ind. On pourra commencer par démontrer cette identité pour ¢ € Q).
Montrer également qu’il existe o > 0 tel que var(X; — Xg) = ot. En déduire qu’il existe a; et §; (que l'on
explicitera en fonction de X, et X7) tels que

X, —(ag+art), X2—(Bo+pfit+P2t?) sont des F;¥-martingales.

d) - Rappeler la définition de la propriété de Markov et de la propriété de Markov homogene pour un
processus (X;)ier, . Soit (X¢)ier, un PAIScad réel. Montrer que pour tout t > s > 0 et tout ¢ € L>(R)
on a

E(¢(Xt)|—7:sx) = E(6(Xt)[X5).

(Ind. On pourra commencer par considérer des fonctions ¢ particulieres ...). En déduire quun PAIScad
vérifie la propriété de Markov homogene et expliciter le taux de transition de Markov (intervenant dans la
définition d’un processus de Markov) en fonction du taux de transition de Lévy (associé & un PAIS).

Exercice 2 (Loi forte des grands nombres - 4/5 points)

Soit B = B; un mouvement brownien réel standard. On définit X := s By /,, s > 0, X = 0.

a) - Montrer que la loi de X est identique a celle de B pour tout s > 0. Montrer que X, — 0 lorsque s — 0
en loi et en probabilité. Peut-on en déduire que X3 — 0 p.s. lorsque s — 07

b) - Enoncer précisément la loi forte des grands nombres. Montrer que B,,/n converge p.s. vers une limite
(que l'on déterminera) lorsque n € N, n — +o0.

¢) - On introduit la suite de va
&= sup |Bi— B,

n<t<n+1
Montrer que les (&,,) forment une suite de va iid.
d) - Montrer que
E(&) = /00 P >e)de et P& >e) <2P(|B1] > ¢).
0

4 . 1 1 n . . 9 , .
En déduire que & € L', que p.s. = > ", & converge lorsque n — oo vers une limite que I'on déterminera

et enfin que
3

n n—oo

p.s. 0.



e) Montrer que

et que X, est un mouvement Brownien.

Exercice 3 (Intégrale de Wiener - 4/5 points)

a) - Rappeler la définition d’un processus réel Gaussien. Comment ”caractériser” un processus Gaussien?

b) - Montrer qu'une limite dans £2(2) d’une suite de variables aléatoires Gaussiennes est encore une va
Gaussienne.

Etant donnés un mouvement brownien réel standard (B;) et une fonction déterministe f € £2(0,7T), on
définit
t T
X, = / f(u)dB, = / f(u) 1o (u) dB.y, 0<t<T.
0 0

On appelle intégrale de Wiener le terme le plus a droite et processus de Wiener le processus X; ainsi défini.
¢) - Montrer qu’'un processus de Wiener est un processus centré, Gaussien et un PAIL

d) - Pour tout 0 < s < t, exprimer X; + X, comme une intégrale de Wiener et calculer E((X; + X;)?) en
fonction de f. En déduire que

E(X; X,) = /0 12 (u) du.

e) - Caractériser (en justifiant) le processus
Vit
Ly = / V2udB,.
0

Exercice 4 (Théoreme d’arrét)

Soit B; un mouvement brownien réel standard. Pour a € R* on définit T, := inf{t > 0; B; = a} et pour
a <0< bon définit T := Ty ATy, = min(Ty, Tp) = inf{t > 0; B, ¢]a,b[}.
a) - Enoncer précisément le théoréme d’arrét pour une martingale & temps continu.

b) - Montrer que pour tout ¢ € (0,00) on a E(Bra:) = 0. En déduire que a P(T, < T)+b (1-P(Ty, < Tp)) =0
puis exprimer P(T,, < T}) en fonction de a et b.

¢) - Montrer que pour tout ¢ € (0,00) on a E(T At) = E(B%,,). En déduire que E(T') = |a|b.

Exercice 5 (Variation quadratique d’un processus d’I[t6)

Dans tout cet exercice B = B; désigne un mouvement brownien réel standard sur un espace probabilisé
(Q,A,P), Xy désigne une variable aléatoire réelle indépendante de B, ¢ désigne un processus réel tel que
¢ € L£4([0,T], Fi-Prog), et X désigne le processus d’It6 associé

t
X, ;:/ ¢ dBs + Xo.
0

Le but du probleme est de calculer la variation quadratique du processus X.



Partie A.

1) Montrer que si f € CZ(R;R) alors
B(/(X0) = BU(¥0) + 5 | BU"(X) 62 ds 01)

2) En supposant que (0.1) est encore vraie pour f(z) = 2 (et donc que X; € L* pour tout ¢ > 0), en déduire
que

B0x) < (BOK) +or [ BG6h ds) e 02)

pour deux constantes ¢; > 0.

3) Pour quel processus (0.1) est vraie avec f(r) = 2*? Démontrer que (0.2) est vraie dans le cas général
¢ € L*(R, F;-Prog), et donc en particulier X; € £*.

Partie B.

1) Montrer que pour tout 7" > 0
T T
X2 =X2+ 2/ X ¢ dBq +/ $2 ds. (0.3)
0 0

2) Soit une partition 7" = (t}), 0 =ty <t} < .. <ty =T, de [0,T]. On définit

My = ZXt;Ll (Xtyme - thglme)
i=1

Montrer que
T
wp= [ oras,
0

pour une certaine fonction ¥ que l'on explicitera. A quel espace appartient 77

3) On supposera désormais que ||7"| := sup;<;<, [t7 — ¢ 1| — 0 lorsque n — co. Montrer alors que
P — X ¢ps dans L2(]0, T], Fi-Prog) lorsque n — oo, et en déduire que

T
My — / X, ¢, dB,, (0.4)
0

lorsque n — oco. En quel sens a lieu cette convergence?

4) Montrer d’autre part que pour tout 1 < j <n

Xin =2 M = (Xep — Xep | )? + Xpo —2MJ

1

puis que
n

X7 —2Mp=> (Xpp — Xin >+ X¢.
j=1

5) Montrer enfin que
n T
varg(X) := lim Z(Xt;b - X | )? :/ @2 ds.
et 0

En quel sens a lieu cette convergence?



