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Exercice 1

Soit (B;) un mouvement Brownien standard. Montrer que les processus suivants sont des (F£)-martingales
a) - (Bt)i>0;

b) - (Bf = t)iz0

b) - (exp(A By — A?t/2));>0, olt A est un réel quelconque.

Exercice 2

a) - Rappeler la définition d’un PAI, d’un PAS et d’un processus “continu & droite”.

b) - Soit (X;)i>0 un PAIScad réel tel que X; € L? pour tout ¢ > 0. Montrer qu'il existe A € R tel que
E(X; — Xo) = At pour tout ¢ > 0 (Ind. On pourra commencer par démontrer cette identité pour ¢ € QV).
Montrer également qu’il existe o > 0 tel que var(X; — Xo) = ot.

Exercice 3

Soit (X¢)i>0 un PAIScad réel croissant L' tel que Xy = 0.
a) - Donner un exemple d’un tel processus.
b) - Montrer que les variables aléatoires
= sup X¢—X,
t€ln,n+1)
forment une suite de va iid.

¢) - Montrer que X;/t converge p.s. vers une limite (que l'on déterminera) lorsque ¢ € N, ¢ — 400, puis
lorsque t € Ry, t — 4o0.

Exercice 4

Pour tout ¢ > 0, on définit la variable aléatoire :

t
Y}z/ e °dBs
0

a) - Rappeler la définition d’un processus Gaussien.

b) - Montrer qu'une limite dans £2(2) d’une suite de variables aléatoires Gaussiennes est encore une va
Gaussienne.

c) - Montrer que (Y;)¢>0 est un processus gaussien.

d) - Calculer son espérance et sa covariance.

e) - Montrer que (Y;) est une martingale de carré intégrable et que la famille (E[Y}?]) >0 €st bornée. En
déduire que (Y;) converge p.s. et dans L? vers une variable aléatoire Y. Quelle est la loi de Y'?



Exercice 5

Soit B; un mouvement brownien réel standard. Pour a € R* on définit T, := inf{t > 0; B; = a} et pour
a <0< bon définit T := Ty ATy, = min(Ty, Tp) = inf{t > 0; B, ¢]a,b[}.

a) - Enoncer précisément le théoréme d’arrét pour une martingale & temps continu.

b) - Montrer que pour tout ¢ € (0,00) on a E(Bra:) = 0. En déduire que a P(T, < T)+b (1-P(T, < Tp)) =0
puis exprimer P(7T, < Tj) en fonction de a et b.

¢) - Montrer que pour tout ¢ € (0,00) on a E(T At) = E(B%,,). En déduire que E(T') = |a|b.

Exercice 6

Dans tout cet exercice B = B; désigne un mouvement brownien réel standard sur un espace probabilisé
(Q,A,P), Xy désigne une variable aléatoire réelle indépendante de B, ¢ désigne un processus réel tel que
¢ € L]0, T], Fi-Prog), et X désigne le processus d’It6 associé

t
X = / ¢s dBs + Xo.
0
Le but du probleme est de calculer la variation quadratique du processus X.
Partie A.

1) Montrer que si f € CZ(R;R) alors
B((X0) = B(/(X0) + 5 [ B 02)ds ©0.1)

2) En supposant que (0.1) est encore vraie pour f(r) = x* (et donc que X; € L* pour tout ¢ > 0), en déduire
que

B0x) < (BOxd) 4o [ Blod)ds ) e 02)

pour deux constantes c¢; > 0.

3) Pour quel processus (0.1) est vraie avec f(r) = 2*? Démontrer que (0.2) est vraie dans le cas général
¢ € LR, F;-Prog), et donc en particulier X; € £*.

Partie B.

1) Montrer que pour tout 7" > 0

T T
X2 =X2+ 2/ X ¢ dBs +/ $2 ds. (0.3)
0 0



2) Soit une partition 7" = (t}), 0 =t <t} < ... <ty =T, de [0,T]. On définit
My = ZXt;Ll (Xtyme - thglme)
i=1

Montrer que
T
Mp = / Y7 dBs
0

pour une certaine fonction ¥ que l'on explicitera. A quel espace appartient 7?7

n_

3) On supposera désormais que ||7"| := sup;<;<, [t7 — ¢ ;| — 0 lorsque n — co. Montrer alors que
Y — X, ¢ dans L2([0, T], Fi-Prog) lorsque n — oo, et en déduire que

T
M} — / X, ¢ dB,, (0.4)
0

lorsque n — oco. En quel sens a lieu cette convergence?

4) Montrer d’autre part que pour tout 1 < j <n
2 _ 2 2
Xt;} -2 gl = (Xt; — Xt}il) + Xt}tl -2 Zlil,

puis que
n

X7 —2Mf =Y (Xp — Xpn )* + X3
j=1

5) Montrer enfin que

n

T
V&I‘Q(X) = hm Z(_thl — Xt;l,l)z :/ ¢§ dS-
n— o0 Py 0

En quel sens a lieu cette convergence?



