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L’EQUATION DE BOLTZMANN, MOLECULES MAXWELLIENNES :
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Fluctuations : F. = MGe = M(1 + €g¢) ot M(v) = —L5 ey
(27)2
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NOTATION :
¢) = Jrs ¢(v)M(v)do (V) = Jrewgroxs2 ¥(v,01,0)M(v) M(v1)dvdoido
PROPRIETES DE L ET O :

(1) L'opérateur linéaire £(g) est borné sur L? (Mdv), auto-adjoint, défini positif, Fredholm d’indice zéro
et posseéde un noyau caractérisé par les invariants de collisions

KerL = span {1,v,v3,03, [0} .
(2) La projection orthogonale (dans L? (Mdv)) est donnée par
2 2
Mg = (g) +(og) o+ (('5 1)) (5 -3)-

(8) L'opérateur L vérifie l'estimation de coercivité

g = TIg /720y < C (8£8)-

(4) L'opérateur bilinéaire Q(g, 1) est borné sur L? (Mdv). C’est-a-dire,
1208 Ml 2 (mavy < C N8I 2 (aao) 1112 (M) -
(5) Pour tout invariant de collisions g € KerZ, on a que
Q(8,8) = 1L(8%)-

L'INEGALITE D’ENTROPIE :

H (F|M) ( a fo Js € (s, x)dxds < 5H (F|M)

L'entropie relative :

(FS|M fTs Egs

ouh(z) = (14+2z)log(l+z)—2z>0,Vz> —1.
La dissipation d’entropie :

£ ) = {( (00100 ) s (822 ) ) = (( (Yoot - vaca)))




2
car (\/?— \ﬁ) < %(X —Y)log (%),VX,Y > 0.
PROPRIETES DE hi(z) = (1 +z)log(l+2z) —z:
(1) h(z) est une fonction convexe positive définie sur le domaine z > —1, étendue par continuité
h(—1) = 1 et satisfait la propriété de réflexion h(|z|) < h(z).
(2) Elle satisfait, par rapport a z = 0, le développement limité h(z) = %zz + 0(z?).
(3) On al'inégalité élémentaire (v/1+z — 1)2 < h(z).

(4) Sa transformée de Legendre est définie, pour tout y € R, par h*(y) = sup,. _, (yz—h(z)) = &/ —
y — 1 et satisfait 'homogénéité superquadratique h* (Ay) < A%h* (y), pour touty > 0et0 < A < 1.

(5) On a donc l'inégalité de Young, pour tousy > Oetz > —1,

ylzl <h(z) + 1 (y). |

EXISTENCE DE SOLUTIONS RENORMALISEES (DIPERNA-LIONS) :

(¢ > 0 fixé) Pour toute donnée initiale Fsin > 0, telle que H (Fgm) < o0, il existe une solution renormalisée
F. € C ([0,00); LL (T3 x R3)) de I'équation de Boltzmann. C’est-a-dire, F; vérifie I'équation renormalisée :

loc
1 1
=TI (G) Q(Ge,Ge) = - (o) /IR3><SZ (GLGL, — GeGe1) Mydovydor
2
= 1T (Ge) Jrsxsz (1\/GiGLy = V/GeGar ) Mi +24/GeGe (1/GIGLy — \/GeGex ) Madvrder

pour toute renormalisation T'(z) € C! (R*) telle que |T”(z)| < \/1(:?

De plus, F; satisfait 1'inégalité d’entropie ainsi que 1’équation de conservation de la masse €d; |13 F.dv +
Vi - [ys vFedv = 0.

EXISTENCE DE SOLUTIONS DE LERAY DU SYSTEME DE NAVIER-STOKES-FOURIER INCOMPRES-
SIBLE :

Pour toute donnée initiale (1", 6™) € L? (T3 R3 x R) telle que div,u™ = 0, il existe une solution faible au
sens de Leray (1,0) € C ([0, 00);w-L? (T%R3 x R)) N L? ([0, 00); H' (T3 R3 x R)) du systeme de Navier-
Stokes-Fourier incompressible :

oru +divy (u®@u) —vAyu = —Vyp, diveu =0,
0¢0 + divy (u0) — kA0 =0, v,k >0,

vérifiant I'inégalité d’énergie

Jps L))+ 3108 P dx+ [} fgs v |Vui(s)? + 35 |V20(s) > dxds < [gs & [u|* + 2 |67 | dx

LIMITE HYDRODYNAMIQUE, THEOREME PRINCIPAL :

Théoréme. Pour tout € > 0, soit une donnée initiale Fé“ > 0 telle que
1 .
sup - H (Fén) < o0
e>0 €

et soit Fe € C ([0,00); L} (T® x R®)) une solution renormalisée correspondante.
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Alors, la famille de fluctuations g est relativement compacte dans w-Li. (dt;w-L' (dxMdv)) et tout point limite
Qe — g est une maxwellienne infinitésimale

g(t,x,v) =v-u(tx)+ (@ - %) 0(t,x)

oit (u,0) € C([0,00);w-L* (T%R3 x R)) N L% ([0,00); H! (T% R x R)) est une solution de Leray du systeme
de Navier-Stokes-Fourier incompressible avec donnée initiale

ul® = w-lim._, P (vgl"),

9in:w—limsﬁo<<| o )gs >,

ot P dénote le projecteur de Leray sur les champs a divergence nulle.
CONSEQUENCES DU CONTROLE DE L'ENTROPIE RELATIVE :

(1) La famille de fluctuations g est uniformément bornée dans L*® (dt; L! (dx (1 + |v|?) Mdv)).
(2) La famille de fluctuations g; est relativement compacte dans w-L] _ (dt;w-L! (dx (1 + [v]*) Mdv)).

(3) Tout point limite g de g dans w-L]_ (dt;w-L! (dx (1 + [0|*) Mdv)) appartienta L (dt; L? (dxMdv))
et satisfait

3 Jgs (g(t)?) dx < liminf,_, %H(Fg)
< liminfeo SH(F®) = } [ < >dx.

(4) Soit ¢ = ‘/(Tf , autrement dit /F; = vV M(1 + £¢,), ou encore g, = 2¢p¢ + 84)3, alors la famille de
fluctuations (pg est uniformément bornée dans L™ (dt; L?>(dxMdv)) et ¢ — % g.

CONSEQUENCES DU CONTROLE DE LA DISSIPATION D’ENTROPIE :
(1) On a la borne uniforme

2
o GiGl,—+/GeCs
sup.o Jo Jrs << <\/7'1€4\/71) >> dxds < oco.

(2) A extraction pres, on a la convergence faible
\/ /GGl —/GeGer /Gg -,
! L § e L2 (dtdxMM;dvdvdo) .
En particulier, § satisfait les symmetrles de collisions et

fo Jrs €7 2) dxds <lim inf._,o 4 a fo Js € (Fe) (s, x)dxds
< liminf,_ .o E—ZH(FEm =1 [ <gin >dx.

(3) Si g est un point limite des fluctuations g, alors g est une maxwellienne infinitésimale

g(t,x,v) =p(t,x)+ov-u(tx)+ (% — j) 6(t, x)
ott (o, u,0) € L (dt; L? (dx; R x R® x R)).

CONSEQUENCES DU CONTROLE DE L’EQUATION CINETIQUE :

(1) Pour tout &(v) € L? (Mdv) et tout t > 0, on a l'estimation de compacité

limy, 0 sup, o fot Jis [(Gpe) (8 x +y) — (E¢e) (¢, x)| dxdt = 0.
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(2) Si g et § sont des points limites des fluctuations et des intégrands de collisions, respectivement,
alors, on a que

JRowgz iMidvrde = Jv-Vig = (A: Viu+B- Vi)

ou s s
AZU@U—%Id B:(%—%)v.
(3) De plus, en écrivant A = L~ 1A et B = LB, on a que
Vy-u=0 Vi(o+6)=0
(Ag) = v (qu + (qu)T> (Bg) = 3xV0

JE Jps v | Vats() 2 + 3k | V20(s) [P dxds < [! [s (32) dxds

ou

=y

v:i<A:A> K:%<B-B>.



