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L’ÉQUATION DE BOLTZMANN, MOLÉCULES MAXWELLIENNES :

ε∂tFε + v · ∇xFε =
1
εB (Fε, Fε) =

1
ε

∫
R3×S2

(
F′ε F′ε,1 − FεFε,1

)
dv1dσ (t,x,v)∈[0,∞)×T3×R3

Fluctuations : Fε = MGε = M(1 + εgε) où M(v) = 1

(2π)
3
2

e−
|v|2

2 .

ε∂tGε + v · ∇xGε =
1
εQ (Gε, Gε) =

1
ε

∫
R3×S2

(
G′εG′ε,1 − GεGε,1

)
M1dv1dσ

ε∂tgε + v · ∇xgε = − 1
εL(gε) +Q (gε, gε)

= − 1
ε

∫
R3×S2

(
gε + gε,1 − g′ε − g′ε,1

)
M1dv1dσ +

∫
R3×S2

(
g′εg′ε,1 − gεgε,1

)
M1dv1dσ

NOTATION :

〈φ〉 =
∫

R3 φ(v)M(v)dv 〈〈ψ〉〉 =
∫

R3×R3×S2 ψ(v, v1, σ)M(v)M(v1)dvdv1dσ

PROPRIÉTÉS DE L ET Q :

(1) L’opérateur linéaireL(g) est borné sur L2 (Mdv), auto-adjoint, défini positif, Fredholm d’indice zéro
et possède un noyau caractérisé par les invariants de collisions

KerL = span
{

1, v1, v2, v3, |v|2
}

.

(2) La projection orthogonale (dans L2 (Mdv)) est donnée par

Πg = 〈g〉+ 〈vg〉 · v +
〈(
|v|2

3 − 1
)

g
〉 (
|v|2

2 −
3
2

)
.

(3) L’opérateur L vérifie l’estimation de coercivité

‖g−Πg‖2
L2(Mdv) ≤ C 〈gLg〉 .

(4) L’opérateur bilinéaire Q(g, h) est borné sur L2 (Mdv). C’est-à-dire,

‖Q(g, h)‖L2(Mdv) ≤ C ‖g‖L2(Mdv) ‖h‖L2(Mdv) .

(5) Pour tout invariant de collisions g ∈ KerL, on a que

Q (g, g) = 1
2L(g2).

L’INÉGALITÉ D’ENTROPIE :

1
ε2 H (Fε|M) (t) + 1

ε4

∫ t
0

∫
T3 E (Fε) (s, x)dxds ≤ 1

ε2 H
(

Fin
ε |M

)
L’entropie relative :

H (Fε|M) = H (Fε) =
∫

T3 〈h (εgε)〉 dx

où h(z) = (1 + z) log(1 + z)− z ≥ 0, ∀z ≥ −1.
La dissipation d’entropie :

E (Fε) =
1
4

〈〈(
G′εG′ε,1 − GεGε,1

)
log
(

G′εG′ε,1
GεGε,1

)〉〉
≥
〈〈(√

G′εG′ε,1 −
√

GεGε,1

)2
〉〉
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car
(√

X−
√

Y
)2
≤ 1

4 (X−Y) log
(

X
Y

)
, ∀X, Y > 0.

PROPRIÉTÉS DE h(z) = (1 + z) log(1 + z)− z :

(1) h(z) est une fonction convexe positive définie sur le domaine z > −1, étendue par continuité
h(−1) = 1 et satisfait la propriété de réflexion h(|z|) ≤ h(z).

(2) Elle satisfait, par rapport à z = 0, le développement limité h(z) = 1
2 z2 + o(z2).

(3) On a l’inégalité élémentaire
(√

1 + z− 1
)2 ≤ h(z).

(4) Sa transformée de Legendre est définie, pour tout y ∈ R, par h∗(y) = supz>−1 (yz− h(z)) = ey −
y− 1 et satisfait l’homogénéité superquadratique h∗ (λy) ≤ λ2h∗ (y), pour tout y ≥ 0 et 0 ≤ λ ≤ 1.

(5) On a donc l’inégalité de Young, pour tous y ≥ 0 et z ≥ −1,

y|z| ≤ h(z) + h∗(y).

EXISTENCE DE SOLUTIONS RENORMALISÉES (DIPERNA-LIONS) :

(ε > 0 fixé) Pour toute donnée initiale Fin
ε ≥ 0, telle que H

(
Fin

ε

)
< ∞, il existe une solution renormalisée

Fε ∈ C
(
[0, ∞); L1

loc

(
T3 ×R3)) de l’équation de Boltzmann. C’est-à-dire, Fε vérifie l’équation renormalisée :

ε∂tΓ (Gε) + v · ∇xΓ (Gε)

=
1
ε

Γ′ (Gε)Q (Gε, Gε) =
1
ε

Γ′ (Gε)
∫

R3×S2

(
G′εG′ε,1 − GεGε,1

)
M1dv1dσ

= 1
ε Γ′ (Gε)

∫
R3×S2

(√
G′εG′ε,1 −

√
GεGε,1

)2
M1 + 2

√
GεGε,1

(√
G′εG′ε,1 −

√
GεGε,1

)
M1dv1dσ

pour toute renormalisation Γ(z) ∈ C1 (R+) telle que |Γ′(z)| ≤ C√
1+z

.

De plus, Fε satisfait l’inégalité d’entropie ainsi que l’équation de conservation de la masse ε∂t
∫

T3 Fεdv +
∇x ·

∫
T3 vFεdv = 0.

EXISTENCE DE SOLUTIONS DE LERAY DU SYSTÈME DE NAVIER-STOKES-FOURIER INCOMPRES-
SIBLE :

Pour toute donnée initiale
(
uin, θin) ∈ L2 (T3; R3 ×R

)
telle que divxuin = 0, il existe une solution faible au

sens de Leray (u, θ) ∈ C
(
[0, ∞); w-L2 (T3; R3 ×R

))
∩ L2 ([0, ∞); Ḣ1 (T3; R3 ×R

))
du système de Navier-

Stokes-Fourier incompressible :

∂tu + divx (u⊗ u)− ν∆xu = −∇x p, divxu = 0,

∂tθ + divx (uθ)− κ∆xθ = 0, ν, κ > 0,

vérifiant l’inégalité d’énergie∫
T3

1
2 |u(t)|

2 + 5
4 |θ(t)|

2 dx +
∫ t

0

∫
T3 ν |∇xu(s)|2 + 5

2 κ |∇xθ(s)|2 dxds ≤
∫

T3
1
2

∣∣uin
∣∣2 + 5

4

∣∣θin
∣∣2 dx

LIMITE HYDRODYNAMIQUE, THÉORÈME PRINCIPAL :

Théorème. Pour tout ε > 0, soit une donnée initiale Fin
ε ≥ 0 telle que

sup
ε>0

1
ε2 H

(
Fin

ε

)
< ∞

et soit Fε ∈ C
(
[0, ∞); L1

loc

(
T3 ×R3)) une solution renormalisée correspondante.
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Alors, la famille de fluctuations gε est relativement compacte dans w-L1
loc

(
dt; w-L1 (dxMdv)

)
et tout point limite

gε ⇀ g est une maxwellienne infinitésimale

g(t, x, v) = v · u(t, x) +
(
|v|2

2 −
5
2

)
θ(t, x)

où (u, θ) ∈ C
(
[0, ∞); w-L2 (T3; R3 ×R

))
∩ L2 ([0, ∞); Ḣ1 (T3; R3 ×R

))
est une solution de Leray du système

de Navier-Stokes-Fourier incompressible avec donnée initiale

uin = w- limε→0 P
〈
vgin

ε

〉
,

θin = w- limε→0

〈(
|v|2

5 − 1
)

gin
ε

〉
,

où P dénote le projecteur de Leray sur les champs à divergence nulle.

CONSÉQUENCES DU CONTRÔLE DE L’ENTROPIE RELATIVE :

(1) La famille de fluctuations gε est uniformément bornée dans L∞ (dt; L1 (dx
(
1 + |v|2

)
Mdv

))
.

(2) La famille de fluctuations gε est relativement compacte dans w-L1
loc

(
dt; w-L1 (dx

(
1 + |v|2

)
Mdv

))
.

(3) Tout point limite g de gε dans w-L1
loc

(
dt; w-L1 (dx

(
1 + |v|2

)
Mdv

))
appartient à L∞ (dt; L2(dxMdv)

)
et satisfait

1
2

∫
R3

〈
g(t)2〉 dx ≤ lim infε→0

1
ε2 H(Fε)

≤ lim infε→0
1
ε2 H(Fin

ε ) = 1
2

∫
R3

〈
gin2

〉
dx.

(4) Soit φε =
√

Gε−1
ε , autrement dit

√
Fε =

√
M(1 + εφε), ou encore gε = 2φε + εφ2

ε , alors la famille de
fluctuations φε est uniformément bornée dans L∞ (dt; L2(dxMdv)

)
et φε ⇀

1
2 g.

CONSÉQUENCES DU CONTRÔLE DE LA DISSIPATION D’ENTROPIE :

(1) On a la borne uniforme

supε>0
∫ ∞

0

∫
T3

〈〈 (√
G′εG′ε,1−

√
GεGε,1

)2

ε4

〉〉
dxds < ∞.

(2) A extraction près, on a la convergence faible√
G′εG′ε,1−

√
GεGε,1

ε2 ⇀ q̃ ∈ L2 (dtdxMM1dvdv1dσ) .

En particulier, q̃ satisfait les symmetries de collisions et∫ t
0

∫
T3

〈〈
q̃2〉〉 dxds ≤ lim infε→0

1
ε4

∫ t
0

∫
T3 E (Fε) (s, x)dxds

≤ lim infε→0
1
ε2 H(Fin

ε ) = 1
2

∫
R3

〈
gin2

〉
dx.

(3) Si g est un point limite des fluctuations gε, alors g est une maxwellienne infinitésimale

g(t, x, v) = ρ(t, x) + v · u(t, x) +
(
|v|2

2 −
3
2

)
θ(t, x)

où (ρ, u, θ) ∈ L∞ (dt; L2 (dx; R×R3 ×R
))

.

CONSÉQUENCES DU CONTRÔLE DE L’ÉQUATION CINÉTIQUE :

(1) Pour tout ξ(v) ∈ L2 (Mdv) et tout t > 0, on a l’estimation de compacité

limy→0 supε>0
∫ t

0

∫
T3 |〈ξφε〉 (t, x + y)− 〈ξφε〉 (t, x)| dxdt = 0.
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(2) Si g et q̃ sont des points limites des fluctuations et des intégrands de collisions, respectivement,
alors, on a que ∫

R3×S2 q̃M1dv1dσ = 1
2 v · ∇xg = 1

2 (A : ∇xu + B · ∇xθ)

où
A = v⊗ v− |v|

2

3 Id B =
(
|v|2

2 −
5
2

)
v.

(3) De plus, en écrivant Â = L−1 A et B̂ = L−1B, on a que

∇x · u = 0 ∇x (ρ + θ) = 0〈〈
Âq̃
〉〉
= 1

2 ν
(
∇xu + (∇xu)T

) 〈〈
B̂q̃
〉〉
= 5

4 κ∇xθ∫ t
0

∫
T3 ν |∇xu(s)|2 + 5

2 κ |∇xθ(s)|2 dxds ≤
∫ t

0

∫
T3

〈〈
q̃2〉〉 dxds

où
ν = 1

10
〈

Â : A
〉

κ = 2
15
〈

B̂ · B
〉

.
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