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Este documento desarrolla en una forma un poco més precisa (he anadido algunas notas bibli-
ograficas, he corregido unos erores matematicos y José R. Ledén tuvo la amabilidad de releer el
documento y corregir unos cuantos errores gramaticales y ortograficos, por lo cual le agradezco
mucho) una primera charla intitulada Ecuaciones de coagulacién y otras ecuaciones

de crecimiento: modelaje y resultados que presenté durante la conferencia de clausura de la
Jornada del 50%° egresado del Doctorado en Matematica de la UCV, en Caracas Diciembre
2004. Para la segunda charla que di poco después, en el seminario de Analisis de la UCV, intitulada
Pruebas matematicas para el modelo de fragmentacion remito al lector interesado a un
curso (en francés) del quinto ano (DEA), que dicté este afio y que se puede encontrar en mi pagina
web: www.ceremade.dauphine.fr/

Charla 1: modelaje y resultados

El problema: Entender la dinamica colectiva o estadistica, diremos
mesoscopica, de un sistema de muchas particulas consiste en dar la dindamica

individual (la ley dinamica que sigue cada una de las particulas).

El nivel de descripcién mesoscopica es entonces un nivel intermediario entre
el nivel microscépico (descripcién de cada una de las particulas) y el nivel
macroscopico de los observables fisicos

Aqui nos interesamos en situaciones en las cuales la variable de talla de
las particulas es pertinente y més bien central. Es una situacion genérica
que se encuentra en muchas dreas de aplicaciones: fisica (coloide, spray),
quimica (polimero), astrofisica (estrella), computacién (red informética),

finanzas, biologia (divisién celular), ecologia, ....

= fisica cinética en la cual la velocidad es la variable méas pertinente

El primer paso: es definir las variables pertinentes que permiten
describir el estado de cada particula y identificar los mecanismos/eventos

que ocurren.

El secundo paso: es traducir al nivel estadiistico esta realidad micro-

scopica. El nivel formal es simple: basta escribir la ecuacién maestra.



Primer paso. Segun la situacién, las variables pertinentes pueden ser:

1) talla / masa / volumen /edad /... — y/m /a€R; =(0,00)

2) posicién en el espacio — ze€QCRY

)

)
3) velocidad / momentum — v / p(=mv) € RY
4) carga / nimero de pardsitos / energia interna / ....
)

5) geometria (...), por ejemplo la elongacion.

Se nota £ la variable que describe el estado de una particula:

fzyv 6: ('Tvy)7 §=(m,v), o 52 (a:,m,v),

En lo que sigue identificamos unos mecanismos actuando sobre estas variables

Segundo paso. Describimos el sistema por la densidad f = f(t,£) >0
de particulas que estéan en el estado £ al tiempo ¢ > 0, y nos interesaremos

en la ecuacién dando la dinamica colectivas:

0
S 1(0.6) = QUL ))E)

f<07 ) = fin

donde @) es un operator que actia sobre la variable de estado.



Primera parte : modelaje

En primer lugar, se supone que la talla basta para conocer una particula:
al nivel microscépico se puede identificar las particulas por su masa y > 0.
Describimos unos procesos de puro crecimiento (que actudn en la talla).

1. Coagulacién. Es el mecanismo por el cual dos particulas se
encuentran y se agregan para formar una sola particula.

/) R

(y) + (y y+1v') proceso de coagulacién.

Desde el punto de vista de la fisica estadistica el proceso se resume en
1+1—1.
Todo el mecanismo fisico cuyo resultado es la agregacion de las particulas

(v que puede ser muy complicado) estd escondido en la tasa a.
Tipicamente se elige

a(y,y)=y* )" +y° ()", a<BeR
=ly-y|* a€eR

La tasa propuesta por Smoluchowski (1917) es

aly,y') = "2+ W) (VB4 ()P

El operator de cuagulacién se escribe

Q(f)(y) =C(f



2. Fragmentacion lineal o espontanea. Es el mecanismo por el cual
una particula se rompe en varios pedazos

(y) tasa, b (y1) + (y —y1) fragmentacion binaria
(y) B2 9 (4/2)  cell division
(y) tasa b (0) + (y) birth process y = edad
tasa b ‘s
(y) — (Y1) + oo + (yg) + oo fragmentacién general
de tal forma que la masa se conserva : y = Z Yk, Yk > 0.
k

b=b(y,y’) = tasa de obtener y'(< y) como resultado de una
fragmentacién de una particula de masa y.

b(y,y') = By) B(y,y")

e B(y) es la frecuencia de un evento de fragmentacién

e 3(y,y’) es la "probabilidad” de reparticién de las nuevas masas,
y
con la condicién / By, vy dy' =y.
0

Modelo de fragmentacién ”auto-similar”

/ 1
B(y)=y", v€R, ﬁ(y,y')=§9(y§), /Oze(z)dzzl.

El operator de fragmentacion se escribe



3. Fragmentacién colisional. Es el mecanismo por el cual particulas

al chocar se rompen:
, tasa a . . .
() + @) — (y1)+ oo + (yg) + ... fragmentacion colisional
de tal forma que la masa se conserva : y+y = Z Yk, Yk > 0.
k

a=a(y,y, z) es la tasa de tener una particula de talla z como resultado
de una fragmentacién colisional de particulas de tallas y y ¢/’

4. Condensacién / evaporacién. Es el mecanismo por lo cual
particulas intercambian masa con el ambiente que las rodea de

densidad u > 0, este ambiante esta constituido por la misma materia

que las particulas, pero en una fase distintas (particulas de tamafio y = 0).
Dos ejemplos:

- u = fase gaseosa y f(y) = densidad de las gotas de masa y

- u = densidad de mondémeros y f(y) = densidad de los polimeros
constituidos de y (>> 1) mondémeros

(y) + [u] tasa © (y + E(u,y) dy) condensacién/evaporacion

Ecuacién de condensacién/evaporacion

Dr(f)(y) = —0y(E(u,y)f(y))

condensacién cuando E > 0: la masa de las particulas crece
evaporacién cuando F < 0: la masa de las particulas decrece

Ecuacién de Lifshitz-Slyosov

%H %(E(u,y) f)=0,  E=k(y)u—qy)

+ una ecuacion en u = u(t)



En segundo lugar, se supone que la talla sola no basta para describir las
particulas: se consideran otras variables y se superponen otros mecanismos.

5. Difusion. Las particulas se mueven en el espacio de posiciones segin

un movimiento Browniano:

6. Transporte. Las particulas se mueven segin una direccion fijada V'

f=ftzy)  Of+V- -Vuf=..

o segun la direcion de su propria velocidad

f:f(tvxvyvv) 8tf+'l)vmf:

7. Coalesencia cinética. El estado de una particula es la pareja
masa-impulsién y = (m, p) y el evento de coalesencia se escribe

W+ @) — +y)=m+m' p+p)
de tal manera que la masa y la impulsién se conservan.

Muy parecido, aunque distincto, a la ecuacion de Boltzmann en la cual el
mecanismo microscopico seria

(m,p) + (m',p') — (m,pl) + (m, pl)

con p’ y p’. elegido de tal manera que la energia se conserva (Boltzmann eldstico)
8. Friccion; 9. Acoplamiento fluido - particulas.

Bibliografia. De una manera general, referimos a los libros o articulos de review de F. Leyvraz
(28], P. Laurengot and S. Mischler [27], D.J. Aldous [2], J. H. Seinfield [36], S. K. Friedlander [19],
D.L. Drake [9], y a las numerosas citas que se encuentran ahi, en ellos se presenta la fisica bésica

de los mecanismos de crecimiento asi como un panorama de los principales resultados matematicos
obtenidos hasta ahora, ademés de unas direcciones de investigacion posibles para el futuro.



Direcciones de investigacion

A - Modelale (= tener modelos realistas)

Simulaciéon numérica

B - Teoria de existencia
Convergencia de esquema numérico

Modelaje matematico : pasaje riguroso de una descripcién
microscopica a una descripciéon mesoscépica y de una descripcion
mesoscopica a una descripcién macroscopica

C - Analisis cualitativo (= para modelos sencillos)
e Leyes de conservacién, entropia (funcional de Liapunov) ?

e Soluciones particulares y pertinentes : soluciones estacionarias,
soluciones auto-similares ?

e Son estas soluciones estables ? atractivas 7

Los modelos de coagulacion y fragmentacion proporcionan

modelos de cambio de fase (= la fase particulas pierde masa)

polvoy =0 «— particulas y € (0,00) «— gely =00

aunque al nivel formal, estas ecuaciones conservan la masa.



Segunda parte : resultados

2. Fragmentacién lineal.
Se define

L= {f:(0,00) = R; M = /0 y* F(y) dy < o).

Teorema 1. Suponemos b auto-similar: b =47~ 0(y'/y) con v € R,
>0y fole(z)dz =1.

Para todo dato inicial 0 < f;,, € I'&, existe una unica solucién
0<feC(0,0); Ll) N L (0, oo; Ll) N L0, oo; Lk+7)
con k=1 cuando v > 0, k > 1 cuando v < 0.

Caso 7 > 0. Conservacion de la masa y concentracion en pequenas
particulas

My(t) = M1(0)=:p y [f(t,y)y — pdy=o

Maés precisamente

fle'tye Hye™™ — Gly)y

t—o0

con 0 < GeWL>® G(y) ~e ¥ cuando y — oco.

oc

Caso 7 < 0. Creacién de polvo instantdneamente (Shattering phenomenon)
M;(t) decrece strictamente hasta 0.

Soporte de f;, C [0, A] implica f(t,y)y = pdy—o en tiempo finito.

Bibliografia. Las referencias histéricas son Filipov [14] y McGrady-Zift [20].

En el campo probabilistico, los procesos de fragmentacién han sido estudiado por J. Bertoin
y sus estudiantes entre otros, vease [4,6] y las referencias de estos articulos.

En el campo analitico, remitimos a [15,13,7,35], asi que al curso [31].

Problemas abiertos.
1. Teorfa de existencia L! y unicidad en el caso fo z 0 z) dz = oo pero fo (1—-2)*0(2)dz < o0
con k € (0,1)? Un ejemplo tipico puede ser 0(z) = 271 (1 — 2)~*

2. Demostrar (1) cuando 6(z) = 20,12 y siempre v > 0.

3. Escribir una teorfa limpia por tecnicas analiticas (del tipo transformacion de Laplace) en lugar
de tipo probabilisticas o de analisis funcional.

4. Tasa de convergencia en (1)? Propriedades de G: regularidad, comportamiento en 0 y co?

5. Se puede obtener soluciones autosimilares (post-dust) en el caso v < 0?7 Y estudiar el
comportamiento cuando y — 0 de las soluciones genéricas.



1. Coagulacién.

Teorema 2. Suponems a = (yy')*? con X € (0,2).

Para todo dato inicial 0 < f;,, € L}, existe una solucién
0 < feC(0,00); L) N L>(0,00; L) N L?(0, oo; L%/QJF)\/Q)

Caso A < 1. Conservaciéon de la masa y desaparicion de las
particulas pequenas

My(t) =M (0)=:p y f(t,y) — 0

Maés precisamente
2t t t 1 r1
g(t,y) :=eT-x f(e',eT=x y) es acotado en L" N L.

Para todo p existe G € C°, M1(G) = p, G >0, G~ 7Y,
G ~o y~ ! un perfil autosimilar:

F(t,y) =t =% Gyt =)
es una solucién con dato inicial ”polvo puro”:
yFty) = poy=o

Se conjectura g(t,.) — G cuando t — oc.

Caso A > 1. No se conserva la masa (fenémeno de ”gelificacién”):
37, >0 Mi(t)=p YVt <T, M((t)<pVt>T,.
Al tiempo de gelificacion se conjetura

y [(Tyy) ~ y M21/2

Yy—oo

Se puede considerar también cuando A < 1 la ecuacion con fuente:

o f =C(f) + ”7 5yo.

Bibliografia. De una manera general remitimos a los dos surveys [27], [28].

El problema de Cauchy ha sido estudiado por Melzak, McLeod, Galkin, Dubovskii, Stewart,
Ball-Carr-Penrose, Laurencot, ... Remitimos a [22,23,30,12,10] por los resultados los mas recientes.
El problema de conservacion de masa y de pérdida de masa (gelificacién) ha sido primero investigado

9



por White, Leyvraz y Jeon. Remitimos a [12].

La cuestion del perfil al tiempo de gelificaciéon (A > 1) o en tiempo infinito (A < 1) ha sido estudiado
en el campo fisico por Van Dongen, Ernst, Ziff, Hendriks, Leyvraz. Remitimos a los articulos
recientes [5,13,10,16,17].

El tema de la converegencia de las soluciones genéricas hacia las soluciones auto-similares ha

sido estudiado por Kreer-Penrose, da Costa, Aldous, Deaconu-Tanré. Remitimos a [32,33,26].
Tomar en cuenta la fuente ”polvo” ha sido investigado en [10].

Problemas abiertos. Muchos problemas quedan abiertos con respecto a la materia de la
existencia de un perfil auto-similar en el caso A > 1 y de la convergencia hacia este perfil en
todos casos.

1. Remitimos a [12] donde se encontrara una lista larga de problemas abiertos con respecto al
problema de gelificacién.

2. El problema de convergencia ha sido resuelto en el caso a =1y a = y + 3/, pero queda abierto
en el caso general A < 1, y aiin mas cuando A > 1.

10



1 & 2. Coagulacion y fragmentacién.

Se supone que existe una condicién de balance

IF tq. a(y,y)F)F)=0y+y,y)Fly+y)

y la fragmentacién es binaria. La funcional siguiente es ”de Liapunov”:
_ [T f
H(f):= f logf—l + Fdy > 0.
0

En algunos casos muy particulares se puede mostrar:
A. b>>a, b>>1: conservacion de masa y

dz  flty) — F(y)zY, Mi(F(y)2Y) = Mi(fin)

t—o0

B. b~ a: conservacién de masa y existe ps
- Mi(fin) < ps implica (3)
- My(fin) > ps implica f(t,y)  —  F(y)zf, Mi(F(y)={) = ps

fenémeno de saturacién: transicion de fase en tiempo infinito

C. b<<a, A > 1: se pierde masa en tiempo finito (gelificacion)

Bibliografia. Otra vez remitimos al survey [27] para una discusién sobre el problema de Cauchy.
Poco es conocido sobre la existencia de equilibrio y el comportamiento asimtético cuando no se
hace la hipotesis de balance (3), vease [18,13].

De una manera general los resultados de tipo A, B, C son demostrados para el modelo dicreto de
Becker-Doring (y Becker-Doring generalisado), vease [3] y los trabajos citados en [27,8], pero quedan
abiertos en el caso general. La tasa de converencia ha sida obtenida (en el caso A.) en [1,21].

El caso A es accesible para modelos de coagulacién continua [24] y con espacio [22].

El caso B es bien entendido solamente por el modelo de Becker-Doring.

Remitimos a [11] para el caso C.

Finalmente, el viinculo entre la ecuacién de Becker-Doring y el modelo de Lifshitz-Slyozov ha sido
estudiado en [25,34] y en los trabajos citados.

11



2 & 3. Fragmentacién y condesacion.

atf + ayf = ‘C(f)

No hay conservacion de masa pero el problema es lineal.

Teorema 3. e Para todo p > 0 existe (A, ¢, F), aqui F' = F),, tal que

0,F + \F=LF, F>0
—Oyp+Ap=L0, $>0

/ Fody=p.
0

e Para todo f;, > 0 existe una solucién f ”conservativa” (més bien de crecimiento exponencial)

/Oo e Mt y) oly) dy = /OO fin(y) o(y) dy
0 0

y que converge hacia la primera auto-funcién

e M fty) — F(y)

t—o0

El punto fundamental es que para todo H convexo

oo [T o rw i (L50) ay

es una ”entropia” = ”funcional de Liapunov”.

Bibliografia. Remitimos a [35,29] y trabajos en preparacién.

12
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