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Questionnaire & choix multiples (5 points)
(Une seule réponse valable par question & cocher sur cette feuille;
un point par réponse positive, 0 pour une question sans réponse
et moins un point par réponse négative)

. Si X et Y sont indépendants, var(2X + 3Y) vaut
O 2var(X) +3var(Y) O 4var(X) 4+ 9var(Y) + 12var(XY)
O 4var(X) +9var(Y) O 6EXY] O 12E[XY]

. Si F(z1,x9) est la fonction de répartition et f(z1,xs) est la fonction
densité du couple (X, X5), ces deux fonctions sont reliées par

O flan,m) =Fla, )+ F(Les) O flo,m) = 2 [£l)]
O f@,m) = [ [Flan,z)dridz, O f(x1,3,) = Llonw) dilenn)

dxy dzo

. La covariance cov(X,Y') vérifie I'inégalité

O cov(X,Y) > var(X) —var(Y)| O |ecov(X,Y)| < min(var(X), var(Y))
O Jeov(X,Y)| < var(X)var(Y) O 2cov(X,Y) < var(X) + var(Y)

. La covariance cov(X + Y, X —Y) est égale a

O cov(X,Y) O var(X) — var(Y)
O var(X)+var(Y) O 2(var(X) 4+ var(Y))

. Si X ~ Ny(p, £), si B est une matrice (r,p), la loi de BX est

O N,(Bu,X) O N,(uB,SBB")
O N.(Bu,S+BB") O N,(Bu,BSB")




EXERCICE 1
Soit, la densité de probabilité (o > 0)

k
@+ v opp =

f(xla .’Eg) =

1. Montrer que f(z1,z2) est bien intégrable.
2. Montrer que k est de la forme o2k’, avec k' indépendant de o.

3. Utiliser la décomposition

y2>0 = 1 = (y2 +1)°
// (y7 + (y2 +1)%)° gt = /0 (y2 +1)? /_oo (y7 + (32 + 1)2)2dy1 a:
et l'identité © 1
/_OO 52 dr=m
pour montrer que

y2>0 du-d :E/m#d
// (W3 + (y2 +1)2)? N =5 o (p+1)3 v

4. En déduire que k = 402 /7.

On consideére a présent le vecteur aléatoire (X1, X3) de densité f(xq,x2).

5. Montrer que

2
dxidxe = dyqd
// @t o= // y2+1) e

6. Démontrer que

T [ 1y 7
// Tl T IR 2/0 (o + 17 1

7. En déduire que la moyenne du vecteur (X, Xs) est (0, 0).

8. Que dire de la matrice de variance-covariance du vecteur (X7, Xp) 7

9. X, et X, sont ils indépendants ? corrélés ?



EXERCICE 2

On considére un vecteur (X, X,) de loi conditionnelle

X1| Xy = z0 ~ N (1 + oz — pi2), B)

et de loi marginale sur X, gaussienne N (uz2,03).

1.

On rappelle que la loi marginale de X; est gaussienne. Donner les
parametres de cette loi marginale de X;.

Montrer que, dans ce cas, la loi jointe de (X7, X3) est normale. (On en
précisera les parametres.)

On suppose a présent que seules les deux lois conditionnelles

X1|X2=332 ~ N(,u1+01[$2—,u2],5), (1)
X2|X1:331 ~ N(,U2+5[-7)1_,U'1];7)5

sont connues, avec ad # 1.

3. Montrer que 1 et ps sont les moyennes respectives de X; et X,. (In-

dication : Utiliser I'identité E[X ] = E[E[X; | X3]].)

Montrer que, en général, le rapport des densités conditionnelles
f(@1]z2)
f(z2l|z1)

doit factoriser comme le produit de la densité de z; et d’une fonction
de z5. (Indication : 11 s’agit en fait du théoreme de Bayes.)

En déduire que la condition sur («, 8, d,y) pour que les deux lois de (1)
soient les deux lois condionnelles d’une méme loi jointe est

a_6 1 _¢

1 o?
g v B~y 4y~ B’

(On remarquera que la troisiéme condition est redondante.)

AV

Montrer que, sous cette condition, les deux lois conditionnelles corre-
spondent & une loi jointe normale bidimensionnelle N5(p,Y), dont on
précisera les parametres.



