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Questionnaire a choix multiples
. Si X et Y sont indépendants, var(2X + 3Y) vaut

O 2var(X) +3var(Y) O 4var(X)+ 9var(Y) + 12var(XY)
® 4var(X)+9var(Y) O 6EXY] O 12E[XY]

. Si F(z1,x9) est la fonction de répartition et f(z1,x2) est la fonction
densité du couple (X, X5), ces deux fonctions sont reliées par

|

O flaym)=Fa, )+ FLa) @ flu,m)= A [
O flar,29) = [ [ F(x1,22) dxy ds O flx,z9) = dF(da;ll’zz) dF(dzmlfz)

. La covariance cov(X,Y) vérifie I'inégalité

O cov(X,Y) > var(X) —var(Y)] O |eov(X,Y)| < min(var(X), var(Y))
O |eov(X,Y)| < var(X)var(Y) Q) 2cov(X,Y) < var(X) + var(Y)

. La covariance cov(X + Y, X —Y) est égale a

O cov(X,Y) Q var(X) — var(Y)
O var(X)+var(Y) O 2(var(X)+ var(Y))

. Si X ~ N,(11, X), si B est une matrice (r,p), la loi de BX est

O N.(Bp,Y) O N, (uB,% BB™)
O N.(Bu,X+BB") & N, (Bu,BXBT)




EXERCICE 1

. f(zy1,z2) est bien intégrable car, si on consideére en premier l'intégrale
en 7o la fonction est intégrable en 0 [car bornée par o~*] et en +oc [car
bornée par z;*]. Ayant intégré en z,, la fonction en z; est d’ordre 272,
intégrable en +o00, et la bornitude regle le probleme en z; = 0.

. Par un simple changement de variables,

dxidxs = dyid
//% (zy +0)2)2 7 v // y2+1) it

donc k est de la forme o%k'.

. Ona

/oo (y2—|-1) dyl _ /00 1 dyl_/oo y%
oo (U7 F (y2 + 1)2)2 oo Ui+ (2 +1)2 oo (W (g2 + 1

o 1 1 [ 1
= Ry L St g B S AR ETL
oo YT T (2 + 1) 2 ) yit+ (g2 +1)

1 /°° 1 d
Y1
(y2+1) —ooy%—i_l

donc

]Iy2>0 7]_/00 ].
dyidy, = — —d
/ Pt e+ 10227 o e+ 13"

. Par conséquent,

y2>0 ™ -1 o T
dyidys = = |———| ==
/ / WP+ (g + 122 12 7 3 [2(y2+1)2]0 1

et, par inversion, k' = 4/m et k = 4072 /7.

. Par le méme changement de variables,

dx,dxy = dyqd
// x2+o>) Tt =0 // y2+1> v




. Pour les mémes raisons que ci-dessus, intégrant d’abord en y;,

™ * Y2
dyndys = =~ [ Y24
// y2+1 zyz L0 W1y 2/0 (g2 + 132

[ el ol 4
o G+ 13T e+,  [20e+12], 272

. Le résultat précédent montre que E[X;] = o. De la symétrie de
f(z1,29) en z1, on déduit que E[X;] = 0.

Et

. La matrice de variance-covariance du vecteur (X1, X3) n’existe pas car

y2>0
dy.dys ,
// Z/l y2+1 )

formellement proportionnelle & E[X?]+E[(X,+1)?], n’est pas intégrable.

. Xy et Xy ne sont pas indépendants car la densité jointe ne factorise
pas. Par contre, X; et Xy ne sont pas corrélés car

$1$2]Izz>o /Oo /Oo T
dzidze = dzidzs =0
// .Tl 362 T 1) ) 10T ; ) . (x% T (.IQ T 1)2) T10T2

EXERCICE 2

. Laloi marginale de X est encore une loi normale [cf. cours] de parametres
E[E[X: | Xo]] = p1 + oE[Xy — po] =

et
var(E[ X, | X5]) + E[var (X;|X5)] = o202 +

. La loi jointe de (X7, Xs) s’obtient comme produit de la loi marginale
(de X5) et de la loi conditionnelle (de X;), donc préserve le format



exponentiel d'un polynéme du second degré, qui est le propre de la loi
normale. On a ainsi

1

f(z1,20) = exp {7 (B7 (@1 — i — a(zs — p12))* + 05 % (22 — p2)?)

2m+/Boy
1

= exp {_—1 (B a1 — m)* =28 a(zr — p) (@2 — pa)

2
(032 + 70 (m2 — 12)?) }

21/ Boy

Donc les parametres de la loi N(p, X) sont

-1 _n-1
1= (1, p2) et N = (_g—la (52 fﬁ—ala2)>

Par conséquent,
y = 1 ((05 P+ 1a?) ﬁla)
oy 6 a) — f ra? g
~ B2 ((022+ﬂ—1a2) ﬁ‘1a> _ <5+gga2 aga>

2 B_la B_l
On retrouve bien les termes de variance 3+ o3a? et o3 sur la diagonale.

. Comme
EXi] =+ a[EXo] —po] et E[Xo] = po + 6 [E[X1] — ] ,

il vient
E[X1] = 1 = ad [E[X1] — ]

et p1 et o sont les moyennes respectives de X et Xo.

. Par le théoreme de Bayes,

f(xa) f(z1]m2) = f(21) f (22|71)

et, donc,

flalzs) _ flx) _ 0oy 1
Faam) ~ ) ) Ty

produit de la densité de x1 et d’une fonction de x,.

|



5. Partant des densités des deux lois (1), on peut simplifier en posant
1 =g =0 et

1|42 1 -1 2 -1 2

= e {07 = e = (57 =yl
+2(87 e — vy M) zrma}

Par conséquent, ce rapport factorise en une fonction de x; par une
fonction de x4 si, et seulement si, le coefficient de xxo est nul, soit

Bla=v16.

Il donne de plus une fonction intégrable en z; si, et seulement si, le
coefficient de z? est négatif, soit

B2yt
Par symétrie, on doit aussi avoir
-1 1,2
=B,

mais cette condition est automatiquement vérifiée, étant donnée les
deux premieres.

6. Les deux lois conditionnelles correspondent a une loi jointe mormale
bidimensionnelle No(u,>) puisque la fonction de z; exhibée dans la
question précédente est

exp {‘7%%(5—1 - 7—152)} ,

proportionnelle a la densité de la loi normale
N, (B =716

On est donc ramené a la question 2.



