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Questionnaire a choix multiples (6 points)

1. [1] Si X et Y sont indépendants, et de moyennes nulles, E[X] = E[Y] =
0, var(XY") vaut

O (var(X)+var(Y))2 —var(X +Y) O var(X +Y) — var(X)var(Y)
O var(X)E[Y?] 4 var(Y)E[X?] Q) var(X)var(Y)

2. [2] Soit f(z,y) = € ¥ Ipcacycos et A = {z+y < 1}. Alors [, f(z,y)dzdy
vaut
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3. [1] Si X et Y sont deux variables aléatoires non indépendantes, on a la
relation

) <var(X) (O var(X|Y) > var(X)
O var(X]Y) =var(X) @ aucune de ces relations

4. [1] Si X et Y sont des variables aléatoires telles que var(X) = var(Y) =
Tcov(X,Y) =1, cov(2X — 5Y,5X + 2Y) vaut
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5. [1] Si Xy, ..., X, sont des variables aléatoires iid de méme fonction de
répartition F, la fonction de répartition de max(Xy,..., X)) est
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EXERCICE 1 (8+2 points)

1. On a [1/2
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et, si A < 1, le terme 1+ X e™"! est négatif pour certaines valeurs de x1,
donc exp{—x2(14+ Ae ")} n’est pas intégrable. Pour A = 1, 'intégrale [1 point]
en x, est définie et, en posant z; = exp —x1,
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n’est pas intégrable. [1 point]
2. Il vient, si A # 0, [1/2
point]
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et, si A =0, [1/2
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Donc, siA >0, 1+ A >1etlog{l+ A} >0et,siA<0,1+A<1et

log{1+ A} < 0. [1 point]
3. La loi conditionnelle de X, sachant X; = x; a comme densité [1 point]
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donc on reconnait la forme fonctionnelle d’une loi exponentielle

Exp (1 + Ae"’“) )

Par conséquent, [1 point]
1 _
E[X,|X,] = T e X et var(Xs| X)) = (1 + )xe_Xl) ?
. Comme X; a comme loi marginale la loi de densité sur R [1 point]
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EXERCICE 2 (1042 points)

. L’ensemble

A={(21,22);0<2; <1,0< 25 <1—12¢}
U{(z1,22);1 <21 <2,0< 29 <1y — 1}

est constitué de deux triangles symétriques reliant (0, 0), (1,0) et (0, 1),
et (1,0), (2,0) et (2, 1), respectivement. Donc X; varie entre 0 et 2 et [1 point]

Xy entre 0 et 1. [1 point]



2. La surface de A est 1 et la densité du vecteur (X7, X3) est donc
lindicatrice de A, I 4.

3. Les symétries de A font que E[X;] =1 et que E[X;| X5 = 23] = 1 pour
tout x9, par conséquent

cov(X1, Xs) = E[Xa(X, — 1)] = E[GE[X, — 1)X3]] = 0.

4. Comme X; sachant Xy = w5 appartient a [0,1 — xo] U [1 + 29,2], la
loi de X; sachant Xy = x4 est uniforme sur cet ensemble et a comme

densité 1/(1 —x9+2—1—ax9) =1/(2 — 2x9), donc
1 1—x2 ) 1 2 )
1 Xi| X = = d d
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Ainsi )
1
V&I'(X1|X2 = LIZ'Q) = w
et on vérifie que pour le cas limite x5 = 1, var(X;| Xy = 1) vaut bien 1.
Donc X; et X5 ne sont pas indépendants.
5. Comme dzy/dxy = B " et
0493‘1"_1 sixg <1

le/dZE1 = {

a(2—mz)* ! six >1

la densité de (X7, Xs) est donnée par la formule du Jacobien:
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[1 point]

o (5~ Do (o) La(eF,25) + (2 = 1)y (w)La(2 = (2= w0)%,25) )

Comme « et 3 sont plus petits que 1, les transformations de Z; a X;
sont contractantes vers les coins (0,0) et (2,0), et donc, si (Z;, Z2) est
dans A, (X7, X») est également dans A.

[1 point]



