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Examen du 12 juin 2002 : Correction

EXERCICE 1

1. Comme S, = min(71,...,T,),
P(S,>s)=P(T;>s,i=1,...,n) = P(Ty > s)" = exp {—nls}

donc
Sn ~ Exp(nf)

De méme,
PR, <r)=P(T;<r,i=1,...,n)=P(T1 <r)"= (1 —exp{—tr})",
qui ne correspond pas a une loi standard.

2. La variable nS,, a une loi £xp(¥), quelque soit n, donc elle converge en
loi vers Exp(¥).

3. Comme
P(R,/n<r)=P(R, <nr)=(1—exp{-nlr})",

le terme de gauche tend vers 1, car, par passage au log, n log(l —
exp{—ntr}) est équivalent & —nexp{—nfr} qui tend vers 0 pour tout
r > 0, et la suite (R,/n),>1 converge en loi vers 0.

4. La suite (R,/n),>1 converge en probabilité vers 0 pour la méme
raison.

5. M, = (Tt + ... + T,)/n est la moyenne empirique des T;, donc elle
converge en probabilité vers la moyenne des T;, 1/¢, par la loi des
grands nombres [cours] ou par Cebycev [re-cours].



EXERCICE 2

1. On a
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= l4elt—1=elt=¢c"t.

2. Par le théoreme de factorisation, les composantes X; et X, sont dépendantes.
3. Comme Z = max(X;, X5),

Fz(z2) = P(Z<z2)=P(X; <2 Xy,<2)

z
= e/ z1e "2 drdxs
o Jo
R
- x20=0 1
0
V4
= e/(l—e #) d
0

et P(Z < 0.762) vaut p = 0.5000709 par résolution numérique.

4. La loi de N, nombre de Z; indépendants dépassant 0.762, est une loi
binomiale de coefficients n et 0.5, B(n,0.5).

5. Pour n = 100, comme var(N) = n0.50.5 = 0.25n, on peut faire
I’approximation

N-05
vn T" ~ N(0,0.25)

en vertu du théoreme central limit. Donc on a approximativement
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Comme

0.95 =
0 25n

P
P (N - 05n<084\/_)
P (N <0.84y/n+0.5n) ,

N* vaut 0.84y/n+ 0.5n = 58.4.

. Par la formule du changement de variable, le jacobien vaut o2 et donc

fa(y) _4% eXP{—y1y2/02}

e To<ysyo<o

. Pour un échantillon iid Y7,...,Y,, de loi f,, la vraisemblance vaut

—n (H yil) €Xp {_ Z yilyi2/02} ]Ia>max,[ max(yi1,Yi2)
i=1

et une statistique exhaustive est

TV, .., Ya) = (D YV, maxmax(Yi, Vo))

. Comme
E[X; X5 = / / Tiroe” " "2 dy dy

= / (1 —e™™ —xie”™)dzy
0

= 3—e=0.2817,

E]Y;Y,] = 0.281702 et

> YuYs
0.2817n

est un estimateur sans biais de o®. (Ce n’est pas le seul!)



QCM

. Si (X7, X5) est un vecteur normal de moyenne (u1, p2) et de matrice de

. . 1 . ..
variance-covariance <Q f), la loi conditionnelle de X5 sachant X; =

X1 est

O Ni(pz+ 1, 0°) Q Mi(p2+ oz — ), 1 — o)
O Mlo(x1 — ), 1+ 0% O NMips+ (x1 — p1)/0,1/0%)

. Si X, et Xy sont des variables aléatoires indépendantes de lois gamma
Ga(a1,1) et Ga(asg, 1), la variable aléatoire X;/(X; + X5) a comme loi

O Galai /(a1 + a2),1) O Galan/az, af/(on + az))
O N(ai/(oq + ag), aras/(aq + a)?) QR Be(ai, as)

. Soient Xi,..., X, n variables indépendantes de fonctions génératrices
respectives F, ..., F,. Alors X,, = (X1 +...4+X,)/n a comme fonction
génératrice

O Gt) = V@) .. . Fud) O G(t) = Fi(t/n) + ...+ Fu(t/n)
O Git)=F)+...+ F@)/n & G(t)=Fi(t/n)... Fa(t/n)

. Si X est une variable aléatoire de fonction de répartition Fx et U une
variable uniforme,

® X améme loi que Fx'(U) (O U améme loi que Fx'(X)
O U a méme loi que Fx(X) O Fx(U) a méme loi que X

. Si Xy,...,X, est un échantillon iid de loi U(—0,60), une statistique
exhaustive minimale est

O X(n) =maXX,~ O X(l) =minXZ~
® max |X;] O (X, Xw)




