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Exercice 1

1 Soit f, (z1,...,2,;0) la densité de probabilité du vecteur aléatoire
(XI; .. aXn) :

In (1151,---,337»;9) = Hfa (xz)

i=1
" -1
= o (H xz) ]-ma,x(:vl ..... :z;n)<1]-m1n(:v1 ..... Tn)>0
i=1
Soit Vj, (#;x1,...,x,) la fonction de vraisemblance associée & 1’échantillon
(xl, ce ,xn).
Pour une réalisation (x1,...,z,) du vecteur aléatoire (X1,...,X,), il s’agit

d’une fonction du parametre € > 0 :

V(e;ﬂh,---,mn) = 0" (ﬁﬂ?Z) _
= 0"exp ((9 -1) Zlog (%))

La vraisemblance associée a (z1,...,%,) ne dépend donc de 1’échantillon
n
qu’au travers de Zlog (x;)-

=1

2 Soit Y; = —log (X;) et fy(y) la densité de probabilité de Y;. D’apres le
théoreme du changement de variable :

foly) = exp(—y)0(exp(—y))* Lo +o0(()
= Bexp(—0y)1j0,400[(¥)

Ainsi, Y; suit une loi exponentielle de parametre 6.
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3 Soit LV (0; 1, .., x,) la fonction de log-vraisemblance associée a 1’échan-
tillon (z1,...,2,) :

LV (;x1,...,2,) = mnlog(d)+ (0 —1) Zmz

Soit 0* ’estimation du maximum de vraisemblance de 6. D’apres la condition
nécessaire du premier ordre 6* est tel que :

n n
E—i—;log(xi) =0
n

Z log (z;)

Aussi, comme —7 < 0, LV () est une fonction strictement concave et 6* est

0" =—

I’estimation du maximum de vraisemblance de 6.
Ainsi, I'estimateur du maximum de vraisemblance de  est

0(X1,..., Xp) = —— "

Zlog(X)
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n n
4 Soit Z = = =—» log(X;) = —log (X Y.
i ) -3

e — =
Dans la mesure ou les variables aléatoires Y; son iid comme Y ~ 5(0) alors
Z ~ G(n,0) et ainsi :

o,
fo(z) = (n—l)'z exp(—02)1j0;4+00[(2)
> X
: 1 i=1
5 Soit I = = = -
9 1 aXn) n
1 n
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Et ainsi I est un estimateur non biaisé de %



1 < 1
V(i) = E;V(—log (Xi) = 5
, L . oo g(0)
La variance minimale de tout estimateur non biaisé de 0 est égale a L.(0)
1 d’LV (0; X4, ..., X, i
(borne FDCR) ou 9(9) = 5 et In(ﬁ) =-FE |: ( ’d912’ ’ ) (informa_
tion de Fisher apportée par 1’échantillon sur 6).
Nous avons I,,(0) = % et ¢'(0) = — g
1
Ainsi la borne FDCR est égale & v i V(i). Par conséquent, I est un
n
estimateur efficace de %.
7 Soit T = = . Soit fr(t) la densité de probabilité de 7'. Nous
(X1,...,X5)
avons :
1 n—1
fr(t) = " exp(=1)1jo, 40 (t)-

(n—1)!

Ainsi, T~ G(n, 1) loi de probabilité indépendante de 6.
Soient t; et ty les fractiles d’ordre a/2 et 1 — /2 d’une loi G(n, 1) :

P(tlgTStz):l—Ck

On en déduit un intervalle de confiance de niveau 1 — a pour le parametre

0 -

IC’l_a(H) = [tlg,tg— .

Questions a choix multiples

1
lLLa=—.

n
2. I = exp(—1).
4. £(0).

5. [Xn — 1.96/v/n, X +1.96/+/n].



