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Exercice 1

1) Onnote y = (y1,y2,y3) 'observation d’une variable multinomiale & 3 catégories
de parametre p = (p1,p2,p3) sur un échantillon de taille n fixée.
Etablir 'estimateur du maximum de vraisemblance p du parametre p et
préciser la matrice de variance-covariance de la distribution asymptotique

de t(ﬁ1 D).

2) En déduire un intervalle de confiance de p;p, de sécurité approximative-
ment égale a 1 — a.

3) Etant donné une variable qualitative ) & I modalités, on note y; = (Yi1,Yi2,¥i3)
I’'observation d’une variable multinomiale a 3 catégories sur un échantillon
de taille n; fixée, pour la modalité 7 de () . On suppose que les I observati-
ons Y1,Ya,--,¥r sont indépendantes et on note m; = (m;1,m;2,m;3) le parameétre
de la distribution de y;.

Déterminer I’estimateur du maximum de vraisemblance de © = (7,7m2,..,77).-

4) On considere I’hypothese
H() : \V/] = 1,2,3, T = Toj = ... = Tpj-

. Déterminer l'estimateur du maximum de vraisemblance de m;; sous
Ho.

. Calculer la statistique du rapport de vraisemblance sous Hy et préciser
la régle de décision pour un test de niveau asymptotique .



Exercice 2

Yy . ;L
On note Y; = (YM) , 1 = 1,..,n, des vecteurs aléatoires observables de R?,
2

indépendants, de méme loi. Y;; pourra représenter, par exemple, la quantité
échangée sur le marché d’un bien donné a la date i et Y5 pourra représenter
le prix de ce bien.

On suppose qu’il existe des parametres réels inconnus, a, b, 02, o3 tels que:
(1) Yii=a+uw
(2) }/QZ - vaIZ + Ug;, 1= 1a"an

U1j

u ) défini par par les équations (1) et (2) a pour loi la loi
2

ou le vecteur u; = (

0 : : : 20
normale de moyenne ( 0) et de matrice de variance-covariance ¥ = <001 02> .
2

On pose 0 = (a,b,02,02)
1. Le modele statistique pertinent est un modele d’échantillonage du type
[R?,(Py,0 € ©)]". Expliciter Py (la loi de Y;) et © I’espace des parametres.

2. Montrer que la densité de Y;, i = 1,..,n, est égale a

(yu - CL)2 (?J2z‘ - byli)2

1
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En déduire que I'estimateur du maximum de vraisemblance de 6, noté

fys;0) =

0, = (Gn,bpn,0%,,02,) est donné par:

— 1 o A LS YiuYs
an =Y = — Vig by = 2L
2 e
_ A 1 < R
(Vi —¥2)% o5, =~ (Vo — bai)?

=1 =1

3. Calculer la loi asymptotique de v/n(6, — 6).

4. Donner la statistique de Wald, notée &V, pour I’hypothese nulle Hy : b =1
et préciser la régle de décision pour un test de niveau asymptotique .

5. Quelle est la loi exacte (pour n fixé), sous Hp, de “=1& ou £ est la
statistique de Wald obtenue a la question précédente. [Indication: on pourra
d’abord calculer la loi conditionnelle de 2=1&)V sachant (V11,..,Y1,)]. En
déduire un test exact de niveau a pour I'hypothése nulle b = 1.



