Modeles Statistiques Linéaires, Maitrise MASS, année 2000/2001.

Correction Examen Décembre 2000

Exercice 1

1) On a h(p) = pip> et h(p) = p1po = L5 On sait que

v (7?1 _ pl) — N(0, K (p)T (p)*h! (p)) avec I'(p) = <p1(1 ) P )

P2 — Do —pip2 D2l — p2)
et W (p)T(p)'h (p) = p1p2(pr + p2 — 4p1p2)

2) L’intervalle de confiance est donc
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n n
avec py = 2 et pp = %,
lo le quantile d’ordre 1 — o d’une N(0,1).

3) et 4) voir td 7
régle de décision: T > x?_, <= rejet de H,,

I 3 i . I I
avec T'= 23, Zj:l yijlog Yok ol ny = 30, mi et Yoy = 305 vij et

Yini
ol x?_, est le (1 — ) quantile de la distribution de x* de degré de liberté
21 — 2.
Exercice 2
1) On a
Yii=a+ uy

}/22' = valz + U9 = ba + buli + U2 .
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O=R*x (R)?, R ={z:2 >0}

2) La loi de u; a pour densité
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La transformation: L 0) (v B + Y13} est linéaire de jacobien
-b 1 Yo; 0 U2;

1, la densité de Y; est donc:

f(yi; 0)
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La log-vraisemblance est

n n
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P N T : 4
Donc on trouve les EMV a,,, by, 0%, 03, (voir enoncé Examen).

La log densité est:

(W1i—a)® _ (y2i—by1:)?
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log f(yi,0) = —log2r — $logo? — 3 logo? —

Les dérivées secondes croisées en (a,b), (a,03), (b,0?), (07,03) sont nulles.

Les dérivées en (a,0?) et (b, 02) sont:

Dlogf _ _yii—a _ _ui;

DaDJ% 0‘11 a% )

D?log f _ _ yrily2i—byii) _ _ (atwis)us
DbDos 0‘21 0‘21

d’espérance nulle. La matrice d’information pour une observation est donc

diagonale. Les termes diagonaux sont
_E D2logf _ 1

Da?> ~ o}
_pD%logf 1 2 a’+o?
E o = abYh =
_rpD?logf 1 1 )2 — 1
E=Zgtt = =50+ wEMi—a)" = 54
Dllogf _ _ 1 4 1 - )2 — 1
E Doy 208 + ogE(}/Q’ inZ) 203

Donc la matrice de variance-covariance asymptotique de /n(6, — 6) est la

2
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matrice diagonale dont les termes diagonaux sont o7, 225, 207, 20;.
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La statistique de Wald pour Hy : b =1 est:

o= n(i)n_l)Zni

n(b —1)* 30, Vi
>y (Yai = bnYii)?
La régle de décision est: rejet de Hy <= &7 > x?_,(1).
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Conditionnellement & Y = (Yiy, .., Y1,,), la loi de b, est:

2
v(v5rm)
Zi:l }/'IQZ

pu1sque les (uq;) et les (Y3;) sont indépendants. Toujours conditionnellement
ay! L P S (Yai — b Y2i)? suit x2(n — 1) et est indépendant de b, (résultat

du modele linéaire gaussien), donc:
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U~ N(0,1), V ~ x*(n — 1) indépendamment. Donc conditionnellement
&V suit la loi fixe F/(1,n — 1) (ou la loi du carré d’une variable de Student
t(n — 1) ) et donc cette loi est aussi la loi non conditionnelle de &7

Test exact de région critique:
HT_lé-n > Fl—oz(]-a n— ]-)

ou

1/2

Y2
|b — 1‘ —()(/i:l b:,Yllz))z Z tl,a/g(n — 1)



