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Exercice 2

1 y;~E(N) et N =exp(—a— fx;).
Soit Y= (yla"'ayn)a

n

fly;a, ) = H [exp (—a — Bx;) exp (—efafﬂ‘“yi) 1r+ (yz)] )

=1
Alinsi,
log [f(y; o B)] = —an — B wi—e @Y e iy,
i=1 i=1

Les équations de vraisemblance sont alors :

-n+ i e @ i e Priy, = 0
i=1 i=1
n n
— Z x;+e ® Z e Py, = 0.
i=1 i=1

On ne peut pas résoudre ce systeme analytiquement.

2 On montre aisément que

n D i1 Ti
I(OK, ﬁ) = [ Z?:]_ z; Z?:l xZZ :| .

3 Lorsque n — oo,



4 On souhaite tester Hy : (o, 8) = (0,0) contre H; : Hy. L’hypothése Hy
est telle que g(«, 8) = (0,0) avec g(«, ) = (a, B).

Test de Wald :

Lorsque n — o0,

Vi (9(a,8) = gla, ) —e N2 [(0,0),ng'(, B)T (0, B) [¢ (e B)).

Ainsi, sous ’hypotheése Hy, v/n (éz, B) —2 N> [(0,0), nd (e, B)] -

La statistique du test de Wald est alors W = [(64, B)}Il(oz, B) (d, ,3)

Sous I’hypothese Hy, W suit asymptotiquement une loi x?(2).
Pour un niveau asymptotiquement égal a «, le test de Wald est tel que
I’hypothése Hy est rejetée si

w=n(a®+ab) + Zx?(bQ +ab) + sz (2ab + a®) > Fup (1 — ).
i—1

i=1

Test du rapport de vraisemblance :

La statistique du test du rapport de vraisemblance est

L=2 [—dn - Bixz — eé‘ieéwiyi +iyZ] )
i=1 i=1 i=1

Sous I’hypothese Hy, L suit asymptotiquement une loi x*(2).
Pour un niveau asymptotiquement égal a «, le test du rapport de vraisem-
blance est tel que ’hypothese Hj est rejetée si

=2 [—an - bixi - e‘“ie_b“yi + iyi
=1 i=1 i=1

> Fx_21(2)(1 — ).

5 Application numérique :

e w = 50.30 > 5.99 et donc, d’apres le test de Wald, I’hypothese H est
rejetée ;

o [ =47.05 > 5.99 et donc, d’apres le test du rapport de vraisemblance,
I’hypothese H| est rejetée.



Exercice 3

P(0:91|X=$) = P(X:$|9:91)IP(0:01)

P(X =20 =60)P(@=0)+P(X=x|0=0)P (0 =0)
abf exp (—6,) _
aff exp (—61) + (1 — )5 exp (—02)
(1 — )63 exp (—b,)
aff exp (—61) + (1 — )63 exp (—02)

P(0=0,X =2) =

2 L’estimateur de Bayes de 6 associé a la fonction de perte Li(a, ) est
a1(z) = argmin, Ky x—, [L1(a, 0)].

Eg x—z [L1(a,0)] =50 x 14—, P (0 = 05| X = ) +20 X 1,-,P (0 = 0,|X = 7).
Donc,

50(1 — )b exp (thetas)

Fopxe 00 0] = o (200 + (1 — ) exp (=6,)

_ 20067 exp (—61)
affexp (—01) + (1 — )b exp (—02)
On montre aisément que Egx—, [L1(01,0)] < Egx—y [L1(62,0)]
(02 — 01) +log (2a/(5(1 — a)))}
log (62/61) ’

Egx—z [L1(02,0)]

si et seulement si z < [

Par conséquent,

. (6 — 6)) + log (20/(5(1 — )))
mm—{el $$<{ log (05/6:) ]

0, sinon

_ (Bi—6:) (1 —a)5exp(=6s)
Eo|x—s [L2(61,0)] = abffexp (—01) + (1 — )% exp (—6,)

B (61 — 62)” 0% exp (—6))
Eg x=z [L1(62,0)] = ol exp (—0;) + (1 — )02 exp (—6)

On montre aisément que Egx—p [L1(01,60)] < Egx=z [L1(62,0)]
(62 — 01) +log (/ (1 — @)
IOg ((92/(91)

3

si et seulement si z <



Par conséquent,

) (02 — 61) +1og (a/(1 — )
ax(z) = 01 si < log (02/0,)

0, sinon

Exercice 1

1 Pour tout 7 € {1,...,12}, nous supposons que :
log (Vi) = B1 + Balog (Ii) + Balog (L) + E;.

La validité du postulat de Dempster peut se ramener a test sur les parametres
du modele linéaire précédent. 1l s’agit en effet de tester 'hypothese Hj :
(B1, B2, B3) = (log(n/6),2,1) (Pceuf est un ellipsoide) contre I’hypothese H; :
H,.

3 On applique le test de Fisher dont le statistique de test est

(SCRy, — SCRy,) /3
SCRz, /9

F =

Sous 'hypothese Hy, F ~ F(3,9).
Ainsi, pour un niveau exactement égal a «, ’hypothese Hj est rejetée si

f> F;(ls,g)(l - a).

4 Comme f = 0.59 < 3.86, nous ne pouvons pas rejeter 'hypothese selon
laquelle I’ceuf est un ellipsoide.



