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Exercice 1

1. Non, il n’est pas vrai que f(x|θ) > f(x|d) pour tout x ! Par contre,
comme la fonction log est concave, par l’inégalité de Jensen,

Eθ [− log h(X)] ≥ − logEθ [h(X)] ,

et

Eθ

[
log

f(X|θ)
f(X|d)

]
= Eθ

[
− log

f(X|d)

f(X|θ)
]
≥ − logEθ

[
f(X|d)

f(X|θ)
]

= − log

∫
f(x|d)

f(x|θ)f(x|θ)dx = 0

L’égalité n’a lieu que si la variable aléatoire f(X|d)/f(X|θ) est presque
sûrement constante, car log est strictement concave. Donc seulement
si f(·|θ) > f(·|d).

2. Pour la loi N (θ, 1), f(x|θ) ∝ exp−(x− θ)2/2 et

Le(θ, d) = Eθ

[
(X − d)2 − (X − θ)2

]
/2 = (θ − d)2/2 .

Pour la loi N (0, e2θ), f(x|θ) ∝ e−θ exp−x2/2e2θ, donc log f(x|θ) =
−θ − e−2θ x2/2 + c et

Le(θ, d) = Eθ

[
d− θ − (X2/2)

{
e−2θ − e−2d

}]

= d− θ − e2θ
{
e−2θ − e−2d

}
/2

= d− θ +
{
e2(θ−d) − 1

}
/2

Pour la loi P(eθ), f(x|θ) = e−eθ
exθ/x!, donc

Le(θ, d) = Eθ

[
e−d − eθ + X(θ − d)

]
= ed − eθ + eθ(θ − d)

1

3. Pour la distribution N (0, e2θ), le coût à minimiser (en d) est

Eπ
[
d− θ +

{
e2(θ−d) − 1

}
/2|x]

,

donc en dérivant par rapport à d,

1− Eπ
[
e2(θ−d)|x]

= 0

soit encore
d? = log

{
Eπ

[
e2θ|x]}

/2

4. Si µ = exp(−2θ) ∼ βα µα−1

Γ(α)
exp (−βµ), la formule du Jacobien donne

θ ∼ βα exp{−2(α− 1)θ}
Γ(α)

exp {−β exp(−2θ)} 2 exp{−2θ}

= 2βα exp{−2αθ}
Γ(α)

exp {−β exp(−2θ)}

Cette loi est conjuguée si X ∼ N (0, e2θ) puisque

π(θ|x) ∝ exp{−2αθ} exp {−β exp(−2θ)}×exp{−θ} exp
{−(x2/2) exp(−2θ)

}
;

α est donc changé en α + (1/2) et β en β + (x2/2). On retrouve
simplement le résultat connu que, si 1/µ ∼ G(α, β),

1/µ|x ∼ G(α + 1/2, β + (x2/2)) .

Alors

δπ(x) =
1

2
logEπ

[
e2θ|x]

=
1

2
logEπ

[
1

µ

∣∣∣∣x

]
=

1

2
log

α + 1/2

β + (x2/2)
=

1

2
log

2α + 1

2β + x

5. Si α = β = 0, δπ est bien défini pour x > 0, à la fois dans la formule
ci-dessus et comme estimateur associé à la loi a posteriori G(1/2, x2/2).

Exercice 2

1. La loi exponentielle est une loi sur R+, pas sur N. Et la loi de Y a
comme support {0, 1}... Il vient Yi ∼ B (p), où

p = P (Xi ≥ 2) =

∫ ∞

2

θ e−θx dx = −e−θx
∣∣∞
2

= e−2θ,

2



2. θ̂ = − log Y

2
converge p.s. vers − logE (Yi)

2
. Donc, comme la transfor-

mation est régulière,

θ̂
n→∞−→ − log p

2
= − log e−2θ

2
= θ. (p.s.)

3. Par le TCL, √
n

(
Y − p

) n→∞≈ N (0, p (1− p)) .

Posons g (x) = − log(x)/2. Alors, par le théroème de Slutsky,

√
n

(
g

(
Y

)− g (p)
) n→∞≈ N (

0, p (1− p) g′2 (p)
)

⇔ √
n

(
θ̂ − θ

)
n→∞≈ N

(
0,

p (1− p)

4p2

)

⇔ √
n

(
θ̂ − θ

)
n→∞≈ N

(
0,

e2θ − 1

4

) [
p = e−2θ

]

4. Dans le cas où l’alternative est θ = θ1, le test de Neyman-Pearson est
fondé sur le rapport des vraisemblances en θ0 et en θ1, qui ne dépend
que de

exp {(θ1 − θ0)nx} .

Donc, si θ1 > θ0, ce test rejette H0 pour x > k, tandis que, pour θ1 < θ0,
ce test rejette H0 pour x < k′. Il n’y a donc pas de test de Neyman-
Pearson pour l’ensemble des alternatives possibles. On prendra à la
place un test de la forme

ϕ(x) =

{
1 si x ∈ [k′, k]

0 sinon

Le problème étant la détermination des bornes, on simplifie en prenant
(k, k′) tel que

kn−1 e−θ0k = k′n−1
e−θ0k′ ,

avec Prθ0(X ∈ [k′, k]) = α .

5. Comme θ̃ = 1/X est l’emv dans ce cas, que l’information de Fisher est
1/θ2 pour la loi exponentielle, on a l’approximation

√
n

θ̃ − θ

θ
≈ N (0, 1)

3

et la statistique de Wald vaut

ξW
n = n

(θ̃ − θ0)
2

θ̃2
= nX

2 {
(1/X)− θ0

}2 ∼ χ2
1 sous H0 .

6. Suivant le résultat de la question 3,

√
n

√
4

e2θ − 1

(
θ̂ − θ

)
n→∞≈ N (0, 1) ,

et la statistique de Wald vaut

ξW
n =

4n

e2θ − 1
(θ̂ − θ)2 =

4n

(1/Y )− 1

{
− log Y

2
− θ0

}2

7. On accepte H0 si

nx2((1/x)− θ0)
2 = 143.143 (θ0 − 0.473)2 < 3.84

pour les Xi, et si

4n

(1/y)− 1
(θ̂ − θ0)

2 = 112.601 (θ0 − 0.380)2 < 3.84 ,

pour les Yi. Les réponses au test pourront donc différer suivant les
valeurs de θ0, comme le montre le graphe ci-dessous (où la courbe mar-
ron correspond aux Yi et celle en noir aux Xi).

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0
10

20
30

40

θ

4


