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EXERCICE 1

1. Non, il n'est pas vrai que f(x|0) > f(x|d) pour tout x ! Par contre,
comme la fonction log est concave, par I'inégalité de Jensen,

Eg [~ log h(X)] = —log By [(X)] ,
et
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L’égalité n’a lieu que si la variable aléatoire f(X|d)/f(X|0) est presque
surement constante, car log est strictement concave. Donc seulement

si f(-10) > f(:|d).
2. Pour la loi N(6,1), f(z]0) < exp—(x — 6)%/2 et
Lo(0,d) = By [(X — d)? — (X — 0)] /2= (0 — d)?/2.

Pour la loi N(0,e%), f(z]0) o« e exp—x2/2¢*, donc log f(z|0) =
—0—e222/2 4 cet

L0, d) Eg[d—0— (X?/2) {™ — e72}]

= d—0—c" {7 -} )2
= d—0+{" -1} )2

Pour la loi P(e?), f(x|f) = e~ e /x!, donc

L90,d) =Eg e — e’ + X(0 — d)] = e — e’ + (0 — d)

. Pour la distribution A/(0, €2%), le cotit & minimiser (en d) est

E™ [d— 0+ {" —1} /2|a] ,
donc en dérivant par rapport a d,
1-FE™ [eg(o’d)\x] =0

soit, encore
d* = log {E” [eze\x] }/2

. Sip=exp(—26) ~ * w exp (—fu), la formule du Jacobien donne

T(a)
exp{—2(a — 1)6}
I(a)
exp{—2a0}
['(a)
Cette loi est conjuguée si X ~ N(0, e?) puisque
m(0]z) oc exp{—2a0} exp {—Bexp(—20)}xexp{—0} exp {—(2?/2) exp(—20)} ;
a est donc changé en o + (1/2) et 8 en 8 + (22/2). On retrouve

simplement le résultat connu que, si 1/p ~ G(a, 3),

Vple ~Gla+1/2,8+ (2%/2)) .

0 ~ p° exp {—Fexp(—20)} 2exp{—26}

= 2p° exp {—F exp(—20)}

Alors
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67‘-(1‘) = 5 IOgEﬂ- [626|x} = 5 logIE"r |:7L 1{| =1 g& — a+

. Sia=p=0,d" est bien défini pour x > 0, a la fois dans la formule

ci-dessus et comme estimateur associé a la loi a posteriori G(1/2, 22/2).

EXERCICE 2

. La loi exponentielle est une loi sur Ry, pas sur N. Et la loi de' Y a

comme support {0,1}... 11 vient Y; ~ B (p), ou

p=P(X;>2)= / 0 e % dy = *6791|;O =e %
J2



~ logY logE (Y;
2. 9= % converge p.s. vers —OgT(l). Donc, comme la transfor-
mation est réguliere,
n—oo 1 1 /729
groz losp_ lose™_, )

. Par le TCL,
V(Y —p) = N(0.p(1-p).
Posons ¢ (z) = —log(x)/2. Alors, par le théroéme de Slutsky,

n—00
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. Dans le cas ou l'alternative est § = 6y, le test de Neyman-Pearson est
fondé sur le rapport des vraisemblances en 6y et en 6;, qui ne dépend
que de
exp {(01 — bo)nT} .

Donc, si 6y > 6y, ce test rejette Hy pour T > k, tandis que, pour 6; < 6,
ce test rejette Hy pour T < k’. Il n’y a donc pas de test de Neyman-
Pearson pour I’ensemble des alternatives possibles. On prendra a la
place un test de la forme

_ 1 siT e[k, k|
p(T) = { :
0 sinon
Le probleme étant la détermination des bornes, on simplifie en prenant
(k, k') tel que
kn—l 6—00k _ klnfl e—Onk’

avec Pry, (X € [k, k]) = a.

. Comme # = 1/X est emv dans ce cas, que I'information de Fisher est
1/6? pour la loi exponentielle, on a I'approximation

\/590%9 ~ N (0,1)

3

et la statistique de Wald vaut

PR B B
d‘/:n%:nXZ{(l/X)—eo}waf sous Hy.

. Suivant le résultat de la question 3,

N ‘/% (54) "EON(0,1),

et la statistique de Wald vaut

- 2
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. On accepte Hy si

nT((1/T) — 6p)? = 143.143 (6 — 0.473)* < 3.84
pour les X;, et si
4in

1) -1

pour les Y;. Les réponses au test pourront donc différer suivant les
valeurs de 6y, comme le montre le graphe ci-dessous (ol la courbe mar-
ron correspond aux Y; et celle en noir aux X;).

(6 — 6p) = 112.601 (6 — 0.380)° < 3.84,




