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Exercice 1

Soient Y1, . . . , Yn des variables aléatoires indépendantes associées à des
variables explicatives unidimensionnelles x1, . . . , xn telles que

Y |x ∼ Poi(exp{a+ bx}) .

1. La logvraisemblance étant

`(a, b|x) =
n∑
i=1

{yi(a+ bxi)− exp[a+ bxi]} ,

la matrice d’information de Fisher associée au paramètre (a, b) est
donnée par les dérivées secondes (où les yi disparaissent)

−
(

∂2

∂a2 `(a, b|x) = −∑n
i=1 exp[a+ bxi]

∂2

∂ab
`(a, b|x) = −∑n

i=1 xi exp[a+ bxi]
∂2

∂ab
`(a, b|x) = −∑n

i=1 xi exp[a+ bxi]
∂2

∂b2
`(a, b|x) = −∑n

i=1 x
2
i exp[a+ bxi]

)
.

2. Sous les hypothèses de régularité usuelles, la loi asymptotique de l’es-
timateur du maximum de vraisemblance (â, b̂) est une loi normale,

(â, b̂)T−(a, b)T ≈ N

(
0,

[ ∑n
i=1 exp[a+ bxi]

∑n
i=1 xi exp[a+ bxi]∑n

i=1 xi exp[a+ bxi]
∑n

i=1 x
2
i exp[a+ bxi]

]−1
)
.

3. Pour l’hypothèse nulle H0 : b = 0, l’estimateur du maximum de vrai-
semblance contraint est (â0, b̂0) = (ȳ, 0).

Comme l’inverse de la matrice d’information de Fisher est

I(a, b)−1 =

( ∑n
i=1 x

2
i exp[a+ bxi] −∑n

i=1 xi exp[a+ bxi]
−∑n

i=1 xi exp[a+ bxi]
∑n

i=1 exp[a+ bxi]

)

/ 



n∑
i=1

exp[a+ bxi]
n∑
i=1

x2
i exp[a+ bxi]−

(
n∑
i=1

xi exp[a+ bxi]

)2


 ,

1

la statistique de Wald est fondée sur

b̂
H0≈ N

(
0,

nȳ

nȳ
∑n

i=1 x
2
i exp[â+ b̂xi]− (

∑n
i=1 xiyi)

2

)
,

d’après les équations de vraisemblance, et elle vaut donc

ξW = b̂2


nȳ

n∑
i=1

x2
i exp[a+ bxi]−

(
n∑
i=1

xiyi

)2



/
nȳ .

La statistique du score fait intervenir ∂`(a, b|x)/∂b =
∑n

i=1 xi(yi −
exp[a + bxi]) uniquement, dont la valeur en (â0, b̂0) a une variance
donnée par l’élément (2, 2) de la matrice d’information,

∑n
i=1 x

2
i exp[a+

bxi], égal à ȳ
∑n

i=1 x
2
i pour (â0, b̂0). Elle vaut donc

ξS =

[
n∑
i=1

xi(yi − ȳ)

]2 / [
ȳ

n∑
i=1

x2
i

]
.

Enfin la statistique du rapport de vraisemblance est fournie par

ξR = 2
n∑
i=1

{
yi(â+ b̂xi − â0)

}
,

puisque
∑

i exp[a+ bxi] = nȳ dans les deux cas.

4. Evidemment, la statistique de test du score est explicite et vaut 0.39
pour les valeurs numériques fournies. Cette valeur est bien sûr accep-
table comme réalisation d’un χ2

1.

5. Comme calculé ci-dessus, on a bien

ξR = 2

[
nȳ(â− â0) + b̂

n∑
i=1

xiyi

]
= 2

[
nȳ(â− log ȳ) + b̂

n∑
i=1

xiyi

]

et sa valeur numérique est 4.56, tandis que le quantile à 95% de la loi du
χ2 à 1 degré de liberté est 3.84. On rejette donc H0 au niveau α = .05.
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Exercice 2

Soit X1, . . . , Xn un échantillon de loi de densité sur R

f(x|θ) =
1

4θ
√
|x| e

−
√
|x|/θ , θ > 0 .

1. Comme dans l’exercice correspondant du TD, on remarque que Y =√
|X| suit une loi de densité

f(y|θ) =
1

2θy
e−y/θ

∣∣∣∣
dx

dy

∣∣∣∣ = e−y/θ/θ ,

c’est à dire une loi exponentielle E xp(1/θ). Comme travailler sur les
yi est équivalent à travailler sur les xi, l’estimateur du maximum de
vraisemblance de θ est donc θ̂n = 1/ȳ et l’information de Fisher est
1/θ2.

2. De la loi asymptotique θ̂n ≈ N (θ, θ2/n), on en déduit

ξW = n(ȳ − 1)2/ȳ2

de loi asymptotique χ2
1 sousH0. Comme la vraisemblance est−n({ȳ/θ}+

log θ), la statistique du rapport de vraisemblance vaut

ξR = 2n(ȳ − 1− log ȳ) ,

aussi de loi asymptotique χ2
1 sous H0.

3. La loi a posteriori associée à (x1, . . . , xn) est la même que celle associée
à la transformation (y1, . . . , yn),

π(θ|y1, . . . , yn) = π(θ|ȳ) ∝ θ−3 exp(−2/θ)× θ−n exp(−nȳ/θ)
= θ−n−3 exp(−(2 + nȳ)/θ)

qui est donc une loi I G a(2 + n, 2 + nȳ). Ainsi

E[θ|ȳ] =

∫
θ−n−2 exp(−(2 + nȳ)/θ)dy

/ ∫
θ−n−3 exp(−(2 + nȳ)/θ)dy

= (2 + nȳ)/(n+ 1) .
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4. La loi marginale de (x1, . . . , xn), m(x1, . . . , xn), est

1

4n
√
|x1 · · · xn|

∫ ∞

0

θ−n−3

4
exp

(
−

{
2 +

∑
i

√
|xi|

}
/θ

)
dθ

=
1

4n
√
|x1 · · · xn|

∫ ∞

0

ωn+1

4
exp

(
−ω

{
2 +

∑
i

√
|xi|

})
dω

=
1

4n+1
√
|x1 · · · xn|

(n+ 1)!

(∑
i

√
|xi|

)−n−1

.

Par conséquent, le facteur de Bayes associée pour le test de H0 : θ = 1
est

Bπ
01 =

1

4n
√
|x1···xn|

exp
(
−∑

i

√
|xi|

)

1

4n+1
√
|x1···xn|

(n+ 1)!
(∑

i

√
|xi|

)−n−1

=
4

(n+ 1)!
exp

(
−

∑
i

√
|xi|

)(∑
i

√
|xi|

)n+1

Exercice 3

On considère deux échantillons normaux de taille n,

x11, . . . , x1n ∼ N (µ1, σ
2), x21, . . . , x2n ∼ N (µ2, σ

2) .

a. Sous la loi π(µ1, µ2, σ) = σ−p, la loi a posteriori est

π(µ1, µ2, σ|x̄1, x̄2, s) ∝ σ−n−p exp
{−n(x̄1 − µ1)2 − n(x̄2 − µ2)2 − s2

}
/2σ2

et, en utilisant le changement de variable ξ = (ξ1, ξ2) = (µ1/σ, µ2/σ),

π(ξ, σ|x̄1, x̄2, s) ∝ σ−n−p+2 exp
{−n(x̄1 − σξ1)2 − n(x̄2 − σξ2)2 − s2

}
/2σ2 .
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La loi a posteriori marginale sur ξ est donc

∫ ∞

0

σ−n−p+2 exp
[−{

σ−2 [nx̄2
1 + nx̄2

2 + s2]

−2σ−1 [nx̄1ξ1 + nx̄2ξ1] + n[ξ2
1 + ξ2

2 ]
}
/2

]
dσ

=

∫ ∞

0

σ−n−p+2 exp
[−{

s2σ−2 [nx̄2
1/s

2 + nx̄2
2/s

2 + 1]

−2sσ−1 [nx̄1ξ1/s+ nx̄2ξ1/s] + n[ξ2
1 + ξ2

2 ]
}
/2

]
dσ

∝
∫ ∞

0

ωn+p−4 exp
[−{

ω2 [nx̄2
1/s

2 + nx̄2
2/s

2 + 1]

−2ω [nx̄1ξ1/s+ nx̄2ξ1/s] + n[ξ2
1 + ξ2

2 ]
}
/2

]
dω

qui ne dépend que de z = (z1, z2) = (x̄1/s, x̄2/s).

b. La loi jointe de (z, s) est la transformée de la loi de (x̄1, x̄2, s
2), soit

N (µ1, σ
2/n)×N (µ1, σ

2/n)× G a(n− 1, 1/2σ2) :

g(x̄1, x̄2, s
2) ∝ (s2)n−2σ−2n+2 e−s

2/2σ2

σ−2 e−{n(x̄1−µ1)2+n(x̄2−µ2)2}/2σ2

.

Donc

f(z, s2) ∝ (s2)n−2+1σ−2n exp
[−{

s2 + n(sz1 − σξ1)2 + n(sz2 − σξ2)2
}
/2

]
σ2

= (s2/σ2)n−1σ−2 exp
[−{

(s/σ)2 + n(z1(s/σ)− ξ1)2 + n(z2(s/σ)− ξ1)2
}
/2

]

et l’intégrale en s fait disparâıtre σ qui n’est alors qu’un facteur d’échelle
pour s.
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