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EXERCICE 1
Soient Yi,...,Y, des variables aléatoires indépendantes associées a des
variables explicatives unidimensionnelles x1, ..., x, telles que

Y|x ~ Poi(exp{a + bz}).

1. La logvraisemblance étant
l(a,blx) = Z {yi(a + bzx;) — expla + bx;]} ,
i=1

la matrice d’information de Fisher associée au parameétre (a,b) est
donnée par les dérivées secondes (ou les y; disparaissent)

(aQQQ (a,b]x) = — S0 expla +bx;]  2Zl(a,bx) = — " @; expla + bxl]) 4

20(a,blx) = — D77, =; expla + bx; gbZ /(a,blx) = — > "1, 27 expla + by

2. Sous les hypotheses de régularité usuelles, la loi asymptotique de les-
timateur du maximum de vraisemblance (G, b) est une loi normale,

n n -1
N T Yo expla+bz) YU x; expla+ ba]
(a7 b) ((L, b) ~ </V <07 |:Z;7,:1 ’E, exp[a + be Z;‘L:l 1;1 exp[a + b’E,] .

3. Pour I'hypothese nulle Hp : b = 0, l'estimateur du maximum de vrai-
semblance contraint est (ao, by) = (7, 0).
Comme l'inverse de la matrice d’information de Fisher est

Ha,b)) = > 1% z? expla + bx;] — 2%1 x; expla + bx;]
’ — >0 x; expla + bxy) > expla + by

2
/ Zexp(z+b1 ZI, expla + bx;] — (Z“ expa+b11]>

la statistique de Wald est fondée sur

ny
ny i, ap expla+ Exl] -k xiyi)Q ’
d’apres les équations de vraisemblance, et elle vaut donc

V= ny Z x; expla + by (Z :pLyz> /ng .

i=1

B%’/(o,

La statistique du score fait intervenir 9¢(a,bx)/0b = Y©  zi(y; —
expla + bz;]) uniquement, dont la valeur en (dg,b) a une variance
donnée par I’élément (2, 2) de la matrice d’information, Y., 7 exp[a+
ba;), égal & § Y1, 22 pour (dg, by). Elle vaut donc

€5 = |:le(!/@;7) /|:!727121| .

i=1
Enfin la statistique du rapport de vraisemblance est fournie par

R _ Qi{yi(&-i-éxi - &0)} )
i=1

puisque Y, exp[a + bz;] = ng dans les deux cas.

. Evidemment, la statistique de test du score est explicite et vaut 0.39

pour les valeurs numériques fournies. Cette valeur est bien sir accep-
table comme réalisation d’un x?3.

. Comme calculé ci-dessus, on a bien

8 =2 |ng(a — ao) +b2xyl:| —Q[Hy(a—logy +bZILyL

i=1 i=1

et sa valeur numérique est 4.56, tandis que le quantile & 95% de la loi du
x? & 1 degré de liberté est 3.84. On rejette donc Hy au niveau o = .05.



EXERCICE 2

Soit X7, ..., X, un échantillon de loi de densité sur R

e\/‘?/e 0>0.

|0
f(z]0) = \/m

1. Comme dans l'exercice correspondant du TD, on remarque que Y =

/| X| suit une loi de densité

da

"
dy € / b

1
— —y/0
f(ylo) 50 ¢

c’est & dire une loi exponentielle &xp(1/6). Comme travailler sur les
y; est équivalent & travailler sur les x;, l'estimateur du maximum de
vraisemblance de 6 est donc 6, = 1/y et l'information de Fisher est
1/6°.
2. De la loi asymptotique 6, ~ .4 (6,62/n), on en déduit
&V =n(y-1)?*5

de loi asymptotique x? sous Hp. Comme la vraisemblance est —n({g/60}+
log #), la statistique du rapport de vraisemblance vaut

¢ =2n(y—1—logy),

aussi de loi asymptotique x? sous H.
3. Laloi a posteriori associée & (z1, ..., z,) est la méme que celle associée
a la transformation (yy,...,yn),

7(Olyss. . ya) = (6]7) o 67 exp(~2/6) x 0" exp(—ng/9)
= 67" S exp(— (2 + nj) /6)

qui est donc une loi #¥a(2+ n,2+ ny). Ainsi

E[f|y] = /(—)’"’2 exp(—(2 + 'rng)/Q)dy/ /9’”’3 exp(—(2 + ny)/0)dy
=2+ny)/(n+1).

4. La loi marginale de (z1,...,2,), m(z1,...,2,), est

i [ )
I
:ﬁ (n+1)! (Zﬂ?) o

Tn

Par conséquent, le facteur de Bayes associée pour le test de Hy: 0 = 1
est

4ﬂ\/$exp( > \/|T)
s 0 0 (S

() (5)

EXERCICE 3

T
BOlf

On considere deux échantillons normaux de taille n,

Z115 -+ L1 NN(H17U2)7 L1y ... T2 NN(HLUQ).

a. Sous la loi 7(p, o, 0) = 077, la loi a posteriori est
(1, pia, 0| %1, o, 8) 0 0P exp {—n(Zy — )* — n(Ty — p2)* — 87} /207
et, en utilisant le changement de variable £ = (&1, &) = (u1/0, p2/0),

m(&,0)%1, Ta,5) o P exp {—n(T1 — 06) — (T2 — 0&)? — 7} /207



La loi a posteriori marginale sur £ est donc

/OO o P2 exp [— {o7% [nZ} + nj + 57
0
=207 [ni1&y + nEoba] + nlEf + 5%]} /2] do
= /°° o7 P exp [— {s%07? [n@}/s® + nT3 /8% + 1]
0
—92s07 ! [nz1&1 /s + nxai/s| + 71,[512 + 53}} /2] do
o /OO WP exp [f {w2 [nz3)s* 4+ nz2/s* + 1]
0
—2w [nZ1&1/s + nE2€1 /5] + n[E] + fg]} /2] dw

qui ne dépend que de z = (21, 22) = (T1/5, T2/5).
. La loi jointe de (z,s) est la transformée de la loi de (7, %9, 5%), soit

N (pa,0%/n) x N (p1,02/n) x Ga(n — 1,1/20?%)

o _ _$2/952
2\n 20, 27z+26 s? /20

9(F1, T2, %) o (52) —{n@1 =) n(@2—p2)? } /202

o %e
Donc

flz,8%) o (82"l M exp [— {82 +n(sz — &) +n(sz — 052)2} /2] o?
= (s%/a*)" o exp [- {(s/0)* + n(z1(s/0) — &)* + n(za(s/o) — &)} /2]

et I'intégrale en s fait disparaitre o qui n’est alors qu’'un facteur d’échelle
pour s.



