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Partiel du 12 novembre 2003

Sans documents, durée deux heures. Trois exercices indépendants.

EXERCICE 1

Nous considérons un échantillon Y7, ..., Y, iid d’une loi normale N (6, 1)
ol # € R est un parametre inconnu.

1. Nous souhaitons tester 'hypothese Hy : 6 = 0 contre ’hypothese H; :
0 > 0. Déterminer le test UPP de Hy contre H;. Pour un risque de
premiere espece égal a 5%, conclure lorsque T = 1.12 et n = 23 (nous
rappellons que FA72071)(0.95) = 1.645).

Nous souhaitons maintenant tester I'hypothese Hy : # = 0 contre I’hypothese
H1 . 9 # 0

2. Sous la loi a priori (sous Hy) 6 ~ N(0,7%) (et la masse de Dirac en 0
sous Hy), montrer que le facteur de Bayes vaut

F n?r2z?
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et en déduire le minimum en 7. Donner la probabilité minimale corres-
pondante lorsque 7 = 1.12 et n = 23.

3. Que se passe-t-il lorsque, dans la question précédente, 7 tend vers 17

Nous considérons a présent I’hypothese nulle Hy : 8 < 1 et 'hypothese alter-
native H; : 6 > 1.

4. Donner la procédure de test UPP de Neyman-Pearson au niveau 5%
dans ce cas, ainsi que la réponse numérique associée a T = 1.12 et
n = 23.

5. Que vaut la probabilité a posteriori dans ce cas si la loi a priori est 6 ~
N (1,7)? Indiquer sa valeur pour T = 1.12, n = 23 et pour 7 = 1, 10.



EXERCICE 2

Nous considérons n variables aléatoires indépendantes Y7,...,Y, telles
que Y; ~ N (p(z;),0?) ot z; € R et o € R* sont supposés connus. Nous
supposons que u(x) = exp(a + fz) on a € R et 8 € R sont des paramétres
inconnus.

1. Donner la log-vraisemblance et la matrice d’information de Fisher ap-
portée par (Y1,...,Y,) notée I,,(a, 3).

2. Donner les équations de vraisemblance et montrer que l'estimateur du
maximum de vraisemblance de § = («, 3) n’est pas disponible sous
forme explicite.

3. Nous cherchons a tester I'influence de x sur Y, nous considérons alors
le test de I’hypothese Hy : § = 0 contre H; : § # 0. Etudier les formes
des tests de Wald et du rapport de vraisemblance.

4. Nous souhaitons maintenant tester Hy : o = § = 1 contre Hy : H,.
Expliciter la forme du test de Wald.

EXERCICE 3
Soient X ~ C(0,1), loi de Cauchy de densité 1/{r[l + (z — 0)*]}, et 0
muni d’une loi a priori 7(6) = exp(—|60])/2.

1. Montrer que le maximum de la fonction f(u) = 2u/(1 + u?) est atteint
en v =1 et le minimum en v = —1.

2. Déduire que le maximum de la loi a posteriori ne dépend pas de x.

3. Sila loi a priori est w(0) = aexp(—«a|d])/2, discuter de 'influence de «
Sur ce maximum.

On considere a présent le cas opposé ou X ~ exp(—|z —6]) et 6 ~ C(p, 1).

4. Montrer que le maximum de la loi a posteriori ne dépend pas de pu.



