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Statistique bayésienne

Exercice 1

1 Notons Ix(p) I'information de Fisher apportée par X sur le paramétre p.
La loi non informative de Jeffreys de p est telle que la densité de probabilité

71(p) qui lui est associée est proportionnelle & /Ix(p).
n

p(l—p)
p 'Pl—p '~
De ce fait 1 (p) = Ljo,q1y(p) et p ~ Beta(1/2,1/2).
7

Nous en déduisons que p|X =z ~ Beta(z +1/2,n —x + 1/2).
Notons fi(p|z) la densité de probabilité de p|X = z. Nous avons

Nous avons Ix(p) =

pw—1/2(1 _p)n—z—l/Q
Bz +1/2,n—2+1/2)

fi(plz) = Lio,1(p)-

Afin de déterminer estimateur MAP | nous maximisons f;(p|z) par rapport
a p. Nous obtenons :

0 si X=0
ﬁl— 1 Si X:n
o X—-1/2 '
(7/) si X#0,n
n—1

L’estimateur bayésien de p basé sur la moyenne de la loi a posteriori noté p
est tel que :
X +1/2

5t = E(p|X
p (p|X) ———



2 Nous avons my(p) = 1 et p|X = = ~ Beta(z+1,n—x+1). Notons fo(p|z)
la nouvelle densité de probabilité de p|X =z :

Bz+1,n—2+1)

fi(plz) = Lpo,(p)-
Afin de déterminer estimateur MAP | nous maximisons f,(p|z) par rapport
a p. Nous obtenons :

L’estimateur bayésien de p basé sur la moyenne de la loi a posteriori noté p?

est tel que :
X +1
~2
=E(plX) =—.
p=EpX)=——+

Exercice 2

X0 ~ Pxjg, 0 ~ Py. Nous considérons la fonction de perte suivante :

]{52(0 - a) si 0>a
ki(a — @) sinon '

L(8,q) = {

Pour détermioner la regle de Bayes, nous minimisons par rapport a a :

/ L0, a)dPy x—s.
S}

Py x—z est la loi conditionnelle de ¢ sachant X = x et nous supposons que
cette loi de probabilité admet une densité notée w(f|x) par rapport a la
mesure de Lebesgue.

Nous avons :
0
% L(G, a,)deX:w =0
0 +°° a
— % / —a dIP9|X T +/ kl(a — G)dP9|X—w:| =0
o[, .
= % / — a)dPgx—¢ +/ (k1 + ko) (a — 9)dPaxzw} —0
0
— % / (k1 + k2)(a — 0)dPy sz] = ky

2



0 ¢ ko
Y — OdPpy_.| = —2
— da [/ (G, H)d 9|X:c:| ki + ko

—0oQ

= Pyx—s(0 < a) —l—aﬁ/ 7(6|z)do — %/ O (0|z)do i

Tkt Ky

da

a
Nous supposons que / O (0|z)df est convergente.
—0o0

Nous avons alors :

ko
Py x—o(0 < a) + - =
0 x=a( a) + an(a|z) — ar(a|z) P
= Pyx_n(0 <a)= k2
X =e T kit ko

Exercice 3

1 X|0~ N(,1),0~ N(0,0?). Nous avons alors

()= ((0) (% 20))
ox =a o ( I )

1+021+40%

Pour détermnier la régle de Bayes, nous minimisons par rapport a a

/ Ly (9, a)d]Pﬂ\X:z-
S}

Py x—s est la loi de probabilité conditionnelle de f sachant X = x admettant
pour densité 7(f|z) par rapport a la mesure de Lebesgue.

CN1 :

(% /@ L0, a)dPyxmy =0 = % [ /@ (0—a)27rw(0)d0] —0
= e(0 —a)m(f|x)dd =0



/ 0 (6])d0
= aqg=*°
/ (0]2)d0
(C]
0_2
<~ a(z)= T+ 52%

CN2 : Vérifiée.
2 Pour déterminer la regle de Bayes, nous minimisons par rapport a a :

/ L2(0, a)dPg‘X:m.
S}

CN1:
9 / Lo(,a)dPyxmy =0 = - [ / 110 — 0)2n(0]2)d0| = 0
aa, o a o)

— /@ 40 — o) (0]z)d0 = 0
/ 0e>” /47 (60|)do
[S]

/ e (0]2)d0
©

— a=

1

Nous vérifierons que si Y ~ N (u, d?) et a < nous avons alors

242>
H y?
E(ver) = —L _E(e).
‘ 1—2ad® \°
20
. . . . 2 _
Ce qui donne ici si 0% < 2, a(z) = Pyl

CN2 : Vérifiée.



Exercice 4

1 Nous avons X |0 ~ N(0,1) et 6 ~ w(0) = 1.
Notons f(f|z) la densité de probabilité de §|X = x :

1/(2m) exp (—(z — 6)*/2)
J251/@m) exp (—(x — 0)2/2)

De ce fait, 8| X =z ~ N(z,1)

F(0l2) = — = 1/n)exp (~(z = 07/2).

2 Le facteur bayésien noté B est :

_PO<LOX=2)PO<0) &(-x)

S PO>0X=2)PO>0 &)
ou @ est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.
Aussi, P(# < 0]z) = ®&(—=x). Ainsi, la probabilité a posteriori de 'hypothese
nulle Hy tend vers oo lorsque z tend vers —oo.

3 Nous avons 7(#) = £ x 19(6) + 5 x 1.
Alinsi,

P8 = 0]) = exp (—z%/2) 1

exp (—22/2) + [ exp (—(z — 6)2/2) df 1+ V21 exp (2/2)



