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Tests Asymptotiques

Exercice 1

1 Nous calculons tout d’abord la densité de Y; = (V;', V2 V?) pour i =

1,...,n. Soit y; = (y}, y2,y2) une observation de V;, et 6 = (’y, A, p).
Pour tout 7 :
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Notant y = (y1, -.-, Yn), la log-vraisemblance est alors :

Lo(y,0) = Y _log f(y:,9)
=1
= nlogv—(7+A)Zy3+nylog(Ay3)+Zy?logp

+Z ? — ;) log(1 — Zlog yi =)

Nous calculons ensuite les dérivées partielles de L,, par rapport a A, v, p, soit
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D’ofl, en remarquant E(Y;?) = E(E(Y?|Y}!) = E(\Y;') = 2 et E(Y;?) = pA/y
(méme calcul).
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Ceci donne le résultat.

2 Pour obtenir les estimateurs de maximum de vraisemblance, nous annu-
n
. . . > 1 ;
lons les dérivées partielles ce qui donne : notant Y7 = — E Y/, la moyenne
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Nous calculons maintenant la matrice des dérivées secondes, soit

—;l—z 0 0
>hy?
#L.y,0) | O —T 0
o St Do)
i=1 i=1
0 0 T (1-p)2
et donc
20 0
9%L, (Y, 0 72
r,(0)=-E <%) = 0 /\% 0
0 0 224 _nA
v  (1-p)
et
L0 0
1 v 1
PO =-Ta@)=| 0 % 0
0 0 D42
7o y(1-p)

Nous savons de plus que
V(0 = 8) = N3(0,17(6))
avec
¥ 0 0

rte)=( 0 x 0
0 0 w(i\—p)

A A

Ce qui signifie notamment que pour n grand, nous avons /n(y — 4)/4 ~

N(0,1).

Si u, est le quantile d’ordre 1 — /2 d’une loi normale centrée réduite, alors
P(—uq <N(0,1) <up)=1-a.

Nous trouvons ainsi pour les intervalles de confiance :
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3 Test de Wald
Il s’agit ici de h(f) =y — X et Hy: {0 : h(6) = 0}.
Nous avons A'(#) = (1,—1,0), d’ou
V(5 =X) = (y =) = N (0, K (O)L 1 (0)'H(0)) ~ N (0,4° + Ny)

ce qui donne la statistique de Wald :

2 Y)\2
w = "=
¥ 4+ My

pos

Sous I’hypothese Hy, nous avons W — x%(1). Pour un risque de premiére
espece asymptotiquement égal & «, nous rejetons Hy si w > Fx_gl(l)(l — ) on
w est la réalisation de la variable aléatoire W.

Test du rapport de vraisemblance

Soit LY la vraisemblance de y sous I'hypotheése Hy. Soit &b et 11)\0 les estima-
teurs du maximum de vraisemblance de 7y et p sous I'hypothese Hj.

n
2

oL? —
Nous avons 2Ln@:1:P) _ 1 _ 23yt +
7 i=1

vy gl
n n
3 2 3
8L0( ) Zyi Z(yz — ;)
et n yaf)/ap — 1=1 . 1=1
oo P 1—p
~ T 4 ~ .
Ainsi, 4y = % = A’;’—A et po = p.

La statistique du rapport de vraisemblance est alors :
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Sous I’hypothése Hy, nous avons R — x?(1). Pour un risque de premiére
espeéce asymptotiquement égal & a, nous rejetons Hy si r > Fx_zl(l)(l — ) ol
r est la réalisation de la variable aléatoire R.

Exercice 2

1 Soit Ix, . x, (p,0?) la matrice d’information de Fisher apporté par
I’échantillon X, ..., X — n sur les parameétres p et o2.
Nous avons

1/6% 0 ]

Ixy,ox, (:0%) =n [ 0 1/(20%

2 Nous avons

S|

=

ixz:f, &2:%i(Xi—ﬂ)2.
=1 i

Sous I’hypothése Hy, o = p?.
Apres calculs nous obtenons,

\/(Z?:l Xz')2 +4and L X?P X

2n 2

o=

En outre, sous '’hypothese Hy, nous avons
n 2
E (aZX,- — ,u) = na’p® + p?(an — 1)%
i=1

Par conséquent sous I’hypothese Hj, le meilleur estimateur de i au sens de
erreur quadratique moyenne de la forme a )" | X; est n%l Yoo X



3 Hy:{o*>=p’}:{h(p,0%)=p*-0>=0
Sous I’hypotheése Hy, v/n (g2 — 6%) — N (0, 4p20? + 20%).
Ainsi

Q

Pour un risque de premiere espece asymptotiquement égal a «, le test de
Wald consiste a rejeter Hy si w > sz,l(l)(l — ) ou w est la réalisation de la
variable aléatoire W.

Exercice 3
Soit f la densité de y = (y1,...,Yn)-
n A \Yi A )\22;1 Yi

Nous avons f(y; \) = He —=c

| n
P I
yi!

i=1

Soit L, la log-vraisemblance.
Nous avons L, (y; A) = — Z log (y;!) — nA + Z y; log(A)
i=1 i=1
OLn(y; A) 1\
t D - i
e N n -+ ( A) Zzzl Y

Soit A I'estimateur du maximum de vraisemblance de \. A est tel que :
1\ © ~ [(1\ ¢ —
CN1l: —n+ (i) E Y,=0<= )= (—) E Y, =Y.
n
i=1 i=1
CN2 : Vérifiée.

Soit I,,(A) l'information de Fisher.

Ln (Y
Nous avons I,(\) =V (M>

n
B\ A

Test de Wald Hy : A = A

Nous avons y/n (/): - A) — N (0, %(A)) Ainsi, \/n (X - )\) — N(0, A).



n (X— /\0>2

Par conséquent, sous Hy, 3 — x2(1).
0
Pour un risque de premiere espece asymptotiquement égal a o, nous rejetons
. n(y— )\0)
H() Sl T > P, (1)(1 O[)

Test du rapport de vraisemblance Hy : A = )
Sous Hy, nous avons 2 (Ln (Y;X) — L, (Y; )\0)) — x2(1).

Ainsi, 2 (nY [log (Y) —log (Xo)] + 1 [Ao = Y]) = x*(1).

Pour un risque de premiere espece asymptotiquement égal a o, nous rejetons
Hj si 2 (ny [log (g) —log (Ao)] +n [N —7]) > F 2(1)(1 Q).

Test du score Hy: A = )\

Nous maximisons L, par rapport a A sous la contrainte A = Ay. Soit « le
multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte A = \,.

Le lagrangien K est
Zlog ;! —n/\+Zy,10g + a (A= A).

1
CKT : —n—i—(/\)ZY-i—oz—Oet)\ Xo.

=1

~ N 1 n
Dou, \=Xpeta=n— ()\_> ZY;.
0/ =1

CN2 : Vérifiée.

N2
Sous Ho, nous avons -5 (n — ﬂ) — x2(1).

— 2
D’ot, sous Hy, @ — x2(1).

Pour un rlsque de premiere espece asymptotiquement égal a o, nous rejetons
Hy si ”(y )‘0) > F 2(1)( — ).

Le test du score est, dans ce cas, équivalent au test de Wald.
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Exercice 4
Posons z = (z1,...,2,) et y = (Y1, -+, Yn)-

Soit f la densité de (z,y).

AT @i T i

n
[[=%!
=1

—n(A+u)

Nous avons f(z,y; A\, u) =e

Soit L,, la log-vraisemblance.

Nous avons :

L, (z,y; A\, 1) = —n(A + p) + log(N) Z x; + log(u) Z Yi — Z log (z;!y;!)
i=1 i=1 i=1

Soit (X, ]I) I'estimateur du maximum de vraisemblance de (A, p).

(l)\\, ﬁ) est tel que :

X v Y
CN1:—n+ Z’T)\\l =0et —n+ Zzil =0
1

CN2 : Vérifiée.

Soit I, (A, 1) la matrice d’information de Fisher.

|

Test de Wald Hy : {\ = u} : {h(A\,u) = A — p =0}

O3

Nous avons I,(\, u) = [

=TI O

Nous avons y/n [(X —n) - (A= ,u)} — N(0, A+ p).
- 2
n(X-Y) )
- = — _) 1 -
xiy XW
Pour un risque de premiere espece asymptotiquement égal a a, nous rejetons

.n@—mQ

D’ot, sous Hy,

H, si > Fx_zl(l)(l —a).



Exercice 5

1 Calcul de I'espérance

b (a+1)z® a+1
By (X;) = dz = .
y(%) = [ = s

a+1 n

. a+2 e~ X; e e ) .
d’ou E Z —l> = [, et on en déduit ainsi ’estimateur empirique
i=1

sans biais de 3

2 On utilise le théoreme de factorisation de Neyman-Fisher : une CNS
pour que la statistique S soit exhaustive est que la densité s’écrive fz(z) =
95(S(z)) h(z) avec gs et h deux fonctions mesurables.

Dans notre cas, notant © = (x1, ..., Z,,)

fe) = TOEDy )

7/371(0[4—1) 23 Lo <rming(zs) Lmaxi (z:)< 8

maxl (wl)<ﬂ

= H$ Lo<min; (z;) 5n(a+1)
)\

h(w) 95(S(x))

d’ott Y = max(Xj, ..., X;,) est une statistique exhaustive pour £.

3 Calculons tout d’abord la loi de Y,

P(Y <y) = P(max(Xy,...,X,) <vy)
= P(Xi<y,..X, <y)
P(X; <y)™ siy€]0,]
=430 siy<0
1 si <y>p



or pour y €]0, 5[

z e ya—|—1
P(X; <y) :/0 (a + 1)5a+1dx = gai

d’ou i
S s1y €]0, 8]
PY <y)=1< 0 siy<0
1 si<y>p
ce qui permet de calculer la densité de Y
i) = Sty " (0.

On peut ainsi calculer I'espérance de Y

noe—+n

Eﬁ(y):na+n+1

p
et on déduit donc I'estimateur sans biais de § basé sur la statistique exhaus-

tive Y nt1
~ no n
= — max(Xy, ..., X,).
/8 noa+n mX( 1y -0y n)

4 Comparons les variances de ces deux estimateurs.

n

~ a+ 2 X;
vig) = V(ail??)

 (a+2\? V(X))

B <a+1) n

_ (a+2 282 [a+1 a+1)\°

B (a—!—l) n a+3_<a+2>
1 52

(a+1)(a+3)n

V(G) = (M)va

no—+n
_ (na+n+1 ? no+n no+n \’ 3
N no+n noa—+n-+ 2 na+n+1
= ! B2

(na+n)(na+n + 2)
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ce qui permet ainsi de vérifier que

A ~

V(B) > V(B).

5 On dit que S est complete si et seulement si Eg(f(S)) =0 V6 € © =
f=0Ps—ps. VBeO.

B
Ea(f(V) =0 = [ )y =0
0
ce qui implique en dérivant des deux cotés que V5 > 0

Fretnf(8) =0 <= f(8) =0

et donc Y est une statistique complete. Par le théoréme de Lehmann-Schefté,
on a alors que 3 est optimal sans biais.
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