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Modeles de régression linéaire

Exercice 1

1 B\ est I'estimateur MCO de B. En effet, nous avons Y = X3 + E avec
Y=W,...,Y,), X =(z1,...,2,) et E=(E1,...,E,).

n -1 n
Ainsi, 8= (X'X) ' X'Y = (Z x?) > Y.
=1 1=1

Z, la réalisation de ,Bv, est la pente de la droite qui passe par l’origine et par
n

le point moyen (Z,7). En effet, Y = BT = B = % =1

> zE(Y) > E(Y)

2 Nous avons]E(E) =%:5etE(§> ==L 4

n
2
P >
B i=1 i=1
Par conséquent, 5 et 8 sont des estimateurs non biaisés de 3.

2

3 Nous avons V (3) = % Xn:x?V(YZ) —

n
i=1 2
i=1 =1

etV(5)=;Zn:V(Yi)= :02



n n

2
n 1 n

Par ailleurs, fo - (Z :EZ> = fo —n (@)’ = Z (z; —T)* > 0.
i=1 i=1

De ce fait, V(ﬁ) gV(B) et V(E) =V(B) — g =... =,
Dans la mesure ou E est un estimateur non biaisé de [ linéaire en Y, le
résultat précédent était prévisible d’apres le théoreme de Gauss-Markov.

Exercice 2

1 Nous avons 8, = (W'W) ' W'Y.
Par conséquent,
E (93) = (W'W) ' WEY)
(W'W) "W (W8, + Z6,)
= 0+ (WW) 'W'Z0,

De ce fait, évl est un estimateur biaisé de £.

2 Le modeéle estimé est le modele sous contrainte suivant :

Y=Wb+20,+F

Y=Wb,+70,+F
{02 =1n(%)-n
2

avec R = (0p,xp; [ 1p,) -

a) Les conditions de Kuhn et Tucker permettent d’obtenir le minimum.
Nous savons que ces conditions s’obtiennent en égalant a 0 les dérivées
par rapport a chacune des composantes de 5 et A du Lagrangien L =

(Y = XB) (Y — XB) + N(RB — ).
Nous obtenons alors :

—2X'Y +2X'XB°+RX = 0 (1)
RBC—7 = 0 (2)

En prémultipliant (1) par R (X'X) ", nous obtenons :

—2R(X'X)' X'Y + 2R+ R(X'X) " R'A = 0.



Soit, en utilisant (2),

~

A=2(R(XN)'R) (R (X'X)XY - 1),

En substituant dans (1), nous obtenons :

-1

XY + X'XF+ R [R (X'X)™" R’} [R (X'X) XY — r] —0.

De ce fait,

~

=3+ (XX)'R [R (xX'x)"! R’} - [r - Rﬁ] .

]E(BC) - ]E(B)—(X’X)‘lR' [R(X'X)*R'}_ [RE(E)—r]

-1

= 8- (X'X)"'R [R (x'x)"! R’]_l [RGB — 7]

Posons M = (X'X)"'R'[R(X'X)"'R] R.
Par conséquent,

v(F) = V(- M(B ))
= (I,-M ()]_

= o?(I,— M) (X'X) ' (I, - M)

Par ailleurs, M2 = M et (X'X) "' M' = M (X'X) "



V(F) = o (= M) (L, - M) (x'X)
= o2(I,— M) (X'X)""

d) Nous avons :
-1

V(B) —V(BC) — o (X'X) 'R [R (X'X)*R'} R(X'X)™L.

(X'X) est une matrice définie positive (X est de plein rang).

Donc R (X'X) " R’ est une matrice définie positive.

Par conséquent, (X'X) " R’ [R (xX'x)"! R'] 'R (X'X)"" est une matrice
semi-définie positive.

De ce fait, V ( E) -V ( B\C) est une matrice semi-définie positive et, pour tout

reRP, x’V(B) x>V (BC> x.
4 Dans notre cas, 8 = (01, 6,), /ﬂ\c = (0~1,0p2) et B: (9:,5;)

V(@) -9(5) = v((5009) V({105
= (Ipl |0p2) [V (B) _V<Bc>] (Ipl ‘0p2)l

Par conséquent, V (é\l) -V (9~1> est une matrice semi-définie positive. Ainsi,
I'estimateur MCO du faux modele a une variance inférieure a celle de D’esti-
mateur MCO du vrai modele contenant des variables explicatives supplémen-
taires, cependant il est biaisé.



Exercice 3

1 Le modele peut s’écrire sous la forme
Y=X8+F

1 logL; logK;

1 logLs logKs

avec Y = (logVA;,...,logVA,), X = , B = (o, \,)

1 logL, logK,
et E=(Ey,..., E).
L’estimateur MCO de 3 est B: (&, Xﬁ) = (X'X)_1 XY
Nous avons V (E) =02 (X’X)_l.

Un estimateur non biaisé de o2 est

R 1 n N - . 2
5 o ()55 (i Rvmte o).
n—

i=1

= -1

Un estimateur non biaisé de V (3) est V (E) =o0? (X'X)

2 Notons s? la réalisation de o2.

Nous avons SCR = Z (log VA; — a — llogL; — glogK;)* ot a, | et g sont
i=1

respectivement les réalisations de @, A et 7.

SCR _ 148.27

= ~ 8.959 x 1072
n—3 1655

Par conséquent, s> =

—_—

Notons v la réalisation de V ( 3)

25.8 1.1 -3
Nous avons v = (10)™* | 1.1 1.4 —0.9
-3 —0.9 08



La formule d’analyse de la variance d’une régression est la suivante :

n n n

Z(%-?)Q=Z(@—?)2+Z(yi—ffi)2-

i=1 i=1

1« .
avecyz—g y; et y; = a+ llogL; — glogK,.
n
i=1
n

Z (yi — 7;)* = SCR : Somme des Carrés Résiduelle;

=1

n

Z (yi —7)> = SCT : Somme des Carrés Totale ;

=1

n

Z (7; — y)z = SCEM : Somme de Carrés Expliquée par le Modele.

=1

Le R? est le coefficient d’ajustement du modele. Il s’agit du pourcentage de
somme de carrés expliquée par le modele dans la somme des carrés totale :

SCEM SCR
2 _ — -
F==et = '~ som (3)

La variance empirique de la variable log VA est égale a :

1 _2 SCT
;;(yz_y) - :

n

s 1A i 4 SCR 148.27
D’apres 'égalité (3), nous avons SCT = TR - 109 = 2695.8.

Par conséquent, la variance empirique de la variable log VA est égale a :

2695.8
~ 1.6.
1658




3 Nous avons

Par conséquent,

~ T(n - 3).

Vn—3(@ - a)
Zn: <Y" - 2’)2 (X))

=1

A T'aide de cette variable pivotale, nous construisons un intervalle de confian-
ce de niveau 95 % pour le parametre a. La densité de la loi de student étant
symétrique par rapport a I’axe des ordonnées, nous choisissons un intervalle
de confiance a risque symétrique. Nous obtenons :

ICg5% (CY) =
1/0.0288 x SCR 1/0.0288 x SCR

V1655 V1655

Nous avons F’I_‘(11655) (0.025) = —F;(11655)(0.975) ~ —1.6, a = 3.136 et SCR =
148.27.

a -+ F'IT(11655)(0'025) ;a+ Fq?(11655)(0.975)

Par conséquent,
1095%(06) = [305, 322] .
De la méme maniére, nous obtenons

TCgs%(\) = [0.72;0.76] .

Nous souhaitons maintenant tester I’hypothése Hy selon laquelle v = 0 contre
I’hypothese H; selon laquelle v > 0.
Sous I’hypotheése Hy, nous avons :




La région critique (région de rejet de 'hypotheése Hy) est telle que 77 > k.

Pour un risque de premiere espece égal a 5%, nous obtenons
— -1 ~
k= FT(1655) (0.95) ~ 1.645.
Par conséquent, le test est tel que nous rejetons I’hypothese Hy si t; > 1.645
ou t; est la réalisation de la variable aléatoire 73.

V1655 x 0.282

Nous avons t; = ~ 31.40 > 1.645.
v/148.27 x 0.0009

Ainsi, nous rejetons '’hypothese selon laquelle v = 0 au seuil de 5%.

4
a(pL)M(uK)? = pa(LNK)",  Vu

=M =p, Yy
= A+y=1

Par conséquent, les rendements d’échelle sont constants si et seulement si
A+ v = 1.1l sont croissants si A + v > 1.

Ainsi, nous testons I’hypothese Hj selon laquelle A4+ = 1 contre '’hypothese
H, selon laquelle A +v > 1.

Sous I’hypotheése Hy, nous avons :

bt o (), + (@0), s, )

Par ailleurs,




La région critique est telle que 75 > k. Pour un risque de premiere espece
égal & 5%, nous obtenons k = Ff(11655) (0.95) ~ 1.645. Par conséquent, le test
est tel que nous rejetons ’hypothese Hy si t5 > 1.645 ol 5 est la réalisation

de la variable aléatoire T5.
Vv/1655(0.738 + 0.282 — 1)

~ 2.99
/148.27 % (0.0016 + 0.0009 — 2 x 0.001)

Nous avons t, =

Ainsi, nous rejetons I’hypothese selon laquelle les rendements d’échelle sont
constants au seuil de 5%.

5 Nous souhaitons tester Hy selon laquelle les trois secteurs sont régis par
la méme fonction de production contre I’hypothese H; selon laquelle les trois
secteurs ne sont pas régis par la méme fonction de production.

Le modéle s’écrit :

logVA; = a;+ Alogl; +vlogK;, i=1,...,40
logVA; = ag+ AlogL; + ylogK,;, i=41,...,64
logVA; = az+ Azlogl; +v3logK;, ¢=65,...,302

Nous souhaitons tester :

Hoza_1:a2=a3 et )\1:)\2:)\3 et Y1 = Y2 = V3,
H12H0.

Nous avons :

302 R )
SCRy, = > (log VA; — @ — MogL; — 7 log K)

i=1
ol @, A et 7 sont respectivement les estimateurs MCO des parametres aq, Ay
et 7y, sous ’hypothese Hy.

40
~ 2
SCRyy, = Y (log VA, — @7 — A log L, — i log K;)

i=1
64

- R 2

+ Z (log VA; —as — A2 logL; — A2 log KZ>
Z;)421 ) ,

+ Z (logVAi — a3 — M3logL; — 3log KZ>
=65



ou, pour tout 7 € {1,2,3}, a;, )/\\Z et 4; sont respectivement les estimateurs
MCO des parametres «;, A; et y; sous I’hypothese Hj.

Nous allons appliquer le test de Fisher d’une hypothese linéaire. Sous Hy,
293\ SCRy, — SCRpy,

— ~ F(6,293).

6 ) SCR g, (6,293)

nous avons F' = (

La région critique est telle que F' > k'. Pour un risque de premiere espece
égal & 5%, nous obtenons k' = FF_(}). 293) (0.95) ~ 2.1. Par conséquent, le test
est tel que nous rejetons I’hypotheése Hy si f > 2.1 ou f est la réalisation de

la variable aléatoire F'. Nous avons f ~ 44.39 > 2.1.

Ainsi, nous rejetons '’hypothese selon laquelle les trois secteurs sont régis par
la méme fonction de production au seuil de 5%.

Exercice 5

1 Nous avons :
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2 Soit @ et B les estimateurs MCO des parametres o et [3.

15
> ;- 157
1

Nous avons B\ = i; et =Y — fT.

> al-15(z)

i=1

Ainsi, a ~ 31.67 et b ~ 1.28.

3 La droite de régression est telle que :

y = 31.67+ 1.28z.

100 120
1 1

80
1

Cout annuel (centaines de francs)

T T T T T T T
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4 Un prédicteur }/;; de Y; est }7; =a+ sz

15
Nous déterminons aisément que SCR = Z (y; — ;)° = 132.015.
i=1

11



15
~ 1 N2
5 Un estimateur non biaisé de o2 est 02 = (E) Z (Y;‘ - Yz') . Soit 52 la
i—1
réalisation de o2.

SCR
Nous avons s = ETH = 10.155.

6 Nous avons SCT = SCEM + SCR.

Par conséquent, SCEM = 6137.719 — 132.015 = 6005.704.

7 Le cout de maintenance pour un véhicule utilitaire de 4 ans est estimé a
9311 francs.

12



