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Modeles linéaires généralisés

Exercice 1

1 Pour tout i € {1,2,3}, nous avons
Y, =pi + E,

avec

p1 = 5081 + 508,
p2 = 4081 + 608,
p3 = 6081 + 405,

ou B et (5 sont des parametres réels inconnus.

50 50
Posons Y = (}/17}/271/2‘5)7 X = 40 60 3 /B = (/817ﬁ2) et £ = (El’EQ’EEi)'

60 40
Nous avons alors

Y =XB+E.
7700 7300
! —
2 Nous avons X'X = [ 7300 7700 }
. 77 =73

et donc (X'X)™" = (5:55=1) [ -73 77 ]

Soit B I’estimateur des moindres carrés de f3.

R ) 1\ [ 2v; — 13 + 17V2
— ! Uy [ 2 1 2 3
f=(XX) XY_(6(]0)[2Y1+17Y2—13Y3 '
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Exercice 2

1 Pour tout i€ {1,...,n}, Y; ~ N (u;,0?).
Nous avons

f (i) = ! exp <_M>

202

1 y; In(2mo?) i
= e gz ) e (g - =5 ) e (ua):

La parameétre de dispersion est ¢ = o2 et le parameétre naturel est §; = j; =
E(Y).

Par conséquent, la fonction de lien canonique est donc la fonction identité.

Pour tout 7 € {1,...,n}, Y; ~ B(m).
Nous avons

flym) = (L= m) ™ = (1 - m) exp (yi . (1 Z)) |

La parametre naturel est §; = In (lf”‘ﬂ)

Cette relation définit la fonction “logit” pour fonction de lien canonique
associée a ce modele.

Pour tout 7 € {1,...,n}, Vi ~P(\).
Nous avons

Pl n) = EREA) o (0 exp (5l (1)),

7-

Le parametre naturel est 6; = In(});) définissant comme lien canonique le
“logarithme”.



2 Notons /; la contribution de la n ieme observation a la log-vraisemblance.
_ yibs — v (0;)

Nous avons ; (y;; 6;, ¢) = — 5 + w (y;, 9) et
Sl [y — o' (6:)]
40 B u(¢)
52lz’ _ —’U” ((9,)
667 u(g)

Par ailleurs, E (%) =0 et donc E(Y;) = ' (6;).

Aussi, —E <&> = []E (ﬂ)} 2 et donc V(Y;) = v" (6;) u(9)
=\ Bez ) T |F\ s, : i) Ue)-

3 Pour n observations indépendantes, en tenant compte que 6 dépend de
B, la log-vraisemblance s’écrit

L(B) = Zli (yi; 63, ) -

Nous avons
6B; 00 5y 5mi 685

Aussi,

Ol _ (yi — i)

40; u(@)

opi  V(Y5)

50, u(g)’

on

5/3]' = T,

Opi

dépend de la fonction de lien.
on;
Les équations de vraisemblance sont alors :

n

(yz' - Mz’)l"z'j Ot .
- = 1,... .



Lorsque la fonction de lien est la fonction de lien canonique, nous avons
5/%' "
— =" (6;).
on; ( Z)
Les équations de vraisemblances sont alors :

n

(yi — 1) o :
;T@xm—o, Vie{l,...,p}.

exp ()

4 N osons que Y; ~ B (m;). Nous avons y; = m = — 4.
ous supp q f (;) v Wi = T T+ exp (2.9)

Les équations de vraisemblances sont alors :

- exp () B .
Z(yi_l—}—ex—p(ﬁ)) =0, Vjed{l,...,p}

=1

Exercice 3

1 Nous avons
L(yl,...;?JS;,BO:ﬁl) =

8 8 5
> i (fo+ Biz) = > miln (1 +exp (o + frzs) + 3 In (CY) .
i=1

=1 =1

2 Les équations de vraisemblance sont :

B exp (Bo + i)
550 ;yl Z “1+exp (Bo + fizs) 0

exp (Bo + fiz;
B
"1+ exp (Bo + Brzi)
Elles sont tres dn‘ﬁcﬂes a manlpuler et nous ne pouvons pas mettre en évi-

dence les expressions analytiques des estimateurs du maximum de vraisem-
blance.
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Nous avons :

_ 28: n, P (Bo + B

) (1 + exp (Bo + Bi7i))

— (exp (Bo + 511'1'))2

(1 +exp (Bo + Brzi))?

_ Z exp (8o + Bizi)

= (L+exp (Bo + frm)’

— Z n;m; (1
i=1
8
i=1
8
— Z nzxfﬁ, (1
i=1

_ﬂ-i)v



