Chapitre 4 :
Statistique non—paramétrique :
Rudiments

< Introduction
< Estimation de la densité
o Tests non-paramétriques

Comment conduire une inférence statistique quand on ne connait
pas la loi des observations X7,..., X, ?

idd.

X X A

avec F' inconnu

Probléme non-paramétrique par opposition au contexte
paramétrique ol F'(-) = Gy(-) et seul 0 est inconnu.

Inférence statistique non—paramétrique
o Estimation d’une quantité dépendant de F'

o(F) = / h(z) dF(z)

o Décision a propos d'une hypothése sur F'

FeFy? F==F"7 O(F)e©9?

o Estimation de fonctions dépendant de F'

Foo@="Tw e =2

Estimation de la densité

Pour estimer aF
J@) = @)
[densité de X]
on peut songer a prendre
N dF,
Jalx) = ()

mais
F,, n'est pas dérivable !



Estimation par histogramme Estimation par histogramme (cont’d)

Une premiere solution est de reproduire la représentation en

escalier de £, pour [ Par exemple,
~ k 1 n
Fa(@) =Y el @) a1 <. <apn wilaiy —ai) = D Tasanat(X)
4 =1
i=1

i
B = ﬁn(aﬁ»l) - ﬁ‘,,(al)
en choisissant les w; tels que
[bootstrap]
— t un estimateur convergent de Pp(X € [a;, ait1])
(X € [0 a, es Tis Bit
7 ( [ai, aial) [Attention aux effets de bord ]

et wi(aiy1—a

hist(x)$density Interprétation probabiliste

En R, hist(x)$density donne les valeurs des w; et hist(x)$breaks les . . . i
valeurs des a; Partant de fonctions en escalier, on aboutit a une représentation de

la loi approchée comme somme pondérée d'uniformes

k
> mid(fai, aia))
Il est préférable d'utiliser les valeurs i=1
produites par hist(x)$density pour
contruire une fonction linéaire par
morceaux par plot(hist(x)$density)
plutét qu’une fonction par escalier. ¢

Equivalent a une approximation linéaire par morceaux de la
fonction de répartition

n
7 xT

o Fa@) = 3 omi—— Tl (@)

Estimateur par histogramme i=1

pour k = 45 et 450

observations normales




Défauts

© Dépend du choix de la partition (a;);, souvent construite en
fonction des données (comme dans R)

o Probleme des extrémités ay et aj4; : ils ne peuvent pas étre
infinis (pourquoi?) mais doivent suffisamment approcher le
support de f

o k et (a;); doivent dépendre de n pour permettre la
convergence de f, vers f

& mais... a;41 — a; ne doit pas décroitre trop vite vers 0 pour
que I'estimation mr; soit convergente : il faut suffisamment
d’observations par intervalle [a;, a; 1]

Fenétres de Scott

Choix “optimal” de la largeur des classes :
hy=356n"° et h,=2156n""/°

donnent les bonnes largeurs a;1 — a; (nclass = range(x) / h) pour
fn en escalier et linéaire par morceaux, respectivement. (Et
assurent la convergence de f, vers f quand n tend vers cc.)

[nclass=9 et nclass=12 dans I'exemple suivant]

Variation des esti par histog; en fonction de k
pour un échantillon normal de 450 observations

Estimateur du noyau

Partant de la définition
dF
fa) = @),
on peut utiliser I'approximation
2 Bz +0) — Fy(z 4§
Foy = Fulortd) - Fua =)

Lo
= > AIxicots — Ixico-s}
i=1

2om
1 &
= %n Z H[—s,&](z -X;)
i=1

pour & assez petit.
[Bon point : f est une densité]



Interprétation analytique et probabiliste

Ona Nb. observati hes d
N . observations proches de x
fa@) = ———
26n
Cas particulier de I'estimateur par histogramme ou les a; sont de la
forme X; +4

Représentation de f,, comme somme pondérée d’uniformes

Lo
;;u(lx,- — 8, X; +4])

[Cf. lien avec bootstrap]

Variation des estimateurs du noyau uniforme ‘en fonction de §
pour un échantillon non-normal de 200 observations

Extension

Au lieu de considérer une approximation uniforme autour de
chaque X;, on peut utiliser une distribution plus lisse :

o =£3r(552)

i=1

oli K est une densité de probabilité (noyau) et 4 un facteur

d'échelle “assez” petit.
En R, density(x)

Choix de noyaux

Toutes les densités sont en théorie acceptables. On utilise en
pratique (et dans R)

< le noyau normal [kernel="gaussian” ou "g"]

o le noyau d’Epanechnikov [kernel="epanechnikov"
K(y) = C{1- 9P Ii1y()

o le noyau triangulaire [kernel="triangular" ou "t"

K(y) = 1+ 9)10) + (1= y)lpoyy)

Conclusion : Peu d'influence sur I'estimation de f (a I'exception
du noyau uniforme [kernel="rectangular” ou "r"]).

oue’]



Variation des estimateurs du noyau en fonction du noyau

Noyau aEpanschiikor

pour un échantillon non-normal de 200 observations

Variation de fn en fonction de § pour un échantillon

non-normal de 200 observations

Convergence vers [

Choix de la fenétre § crucial, par contre !
< Si d grand, beaucoup de X; contribuent a I'estimation de f(z)
[Over-smoothing]
o Si 4 petit, peu de X; contribuent a I'estimation de f(z)
[Under-smoothing]

Fenétre optimale

En étudiant I'erreur moyenne intégrée
a4 = [ [0 - h)as]

on peut trouver un choix optimal pour la fenétre 4, notée h,, pour
souligner sa dépendence a n.



Fenétre optimale (bis) Fenétre optimale (ter)

De la décomposition
/{f(z) ~E[f@]} ¢ +/var{f(z)}dz, :
[Biais?+variance] / { # }2 dak,

et que le terme de variance est approximativement

on en déduit que le biais est de I'ordre de

et des approximations

7 ) 2
@) ~E [f)] ~ 570 1 -t
[ 3 . o [ 108 =
E {W] ~ f(x). [Exercice]
[Exercice]
Fen&tre optimale (fin) Fenétre empirique

Comme la fenétre optimale dépend de f inconnu, on utilise une

Par conséquent, I'erreur tend vers 0 quand n tend vers oo si approximation de la forme

@ hy, tend vers 0 et

@ nhy, tend vers I'infini. f = 0.9 min(4, 4rs — gos) :
' (1.34n)1/3
La fenétre optimale est donnée par

b = (\/2?/{]‘”(1:)}2 dzn>_1/5

oll & est |'écart-type estimé et g5 et 75 sont les quantiles & 25%
et 3 75% estimés.

Note : Les constantes 0.9 et 1.34 correspondent au noyau normal.

Warning!  Cette formule n'est pas celle utilisée par défaut dans R



La problématique des tests statistiques La problématique des tests statistiques (bis)

Face a une question sur F, comme Une procédure de test (ou test statistique) (a1, ..., ;) est 3

Est ce que F est égale a Fy, connue ? valeurs dans {0,1} (pour oui/non)
la réponse statistique se fonde sur les données En prenant une décision sur la question sur F, on peut faire deux
X1 Xy~ F erreurs :
@ refuser I'hypothese a tort (Type |)
pour décider si oui ou non la question [I’hypothese] est @ accepter I'hypothese a tort (Type I1)
compatible avec ces données. Il faudrait donc balancer ces deux types d'erreur.

La problématique des tests statistiques (ter) Comparaison de distributions

En pratique, on se concentre sur le type Il et on décide de rejeter

I'hypothése seulement si les données semblent significativement

incompatibles avec cette hypothese.

Example (Deux distributions égales ?)

Soient deux échantillons X1,..., X, et Y1,...,Y;,, de
distributions respectives F' et G, inconnues.

Comment répondre a la question

F==G?

=

Accepter une hypotheése aprés un test signifie seulement que
les données n’ont pas rejeté cette hypothese !!!



Comparer les estimateurs de F et G,

1 1
Br)=— 3 Ixse et Gu()=—3 v
i=1 i=1

Statistique de Kolmogorov—Smirnov

VD

Evaluation via la différence

K(m,n)= max ‘ﬁ‘n(z) - @m(z)| = max |ﬁ‘n(z) - Gm(z)‘

Meme distribution
aitorance m:

eu distrbutions
amale .05 diforance mavmale 0.14

o em e om om 0w 0w o

Evoll;‘tioﬁzde ;a di;fére;-ce Eﬁ‘n(z) - é:n(zjz pm:r dezux situat-ions

Statistique de Kolmogorov-Smirnov (suite)

Si K(m,n) “grand”, les distributions F" et G sont
significativement différentes.
Si K(m,n) “petit”, on ne peut pas les distinguer au vu des
échantillons X7,...,X,, et Y1,...,Y,,, donc on “accepte” que
1= (€L

[Test de Kolmogorov—-Smirnov]

En R, ks.test(x,y)




Calibration du test Calibration du test (suite)

A m et n donnés, si F' =G, K(m,n) a la méme distribution pour
tout F.

On peut se ramener a la comparaison de deux échantillons
uniformes et utiliser la simulation pour approcher la distribution de

K (m, n) et ses quantiles. Si K(m,n) observé dépasse le quantile de K (m,n) sous Hq a 90

ou 95 %, la valeur est trés improbable

si =G

et on rejette I'hypothese d'égalité des deux distributions.

Calibration du test (suite) Test d'indépendence

Exemple de sortie R :
Two-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: z[, 1] and z[, 2]
D = 0.05, p-value = 0.964 On cherche a tester I'indépendence entre deux v.a. X et Y en

alternative hypothesis: two.sided observant les couples (X1,Y1),. .., (Xn, Yn)
p-value = 0.964 signifie que la probabilité que K (m,n) dépasse la Question
valeur observée D = 0.05 est de 0.964, donc la valeur observée est
petite pour la distribution de K(m,n) : on accepte I'hypothese
d'égalité.

Example (Indépendence)

X1Y?




Test de rang

Idée :
Si on range les X; par ordre croissant

Ky = 00020

les rangs R; (ordres aprés ) des Y; correspond
Yips-- - Yjn)s

doivent &tre complétement aléatoires.

En R, rank(y[order(x)])

Test de rang (suite)

Rang : On appelle
R=(Ry,...,Ry)

la statistique de rang de I'échantillon (Y{y},. .. Y{))
La statistique de Spearman est

Sup=3) iR

i=1
[Corrélation entre i et R;]
On montre que, si X LY,
_n(n+1)7? _ n?(n+1)>2(n —1)
E[Sn] = 7 var(Sy) = 1

Statistique de Spearman

Distribution de S,, disponible par simulation [uniforme] ou

approximation normale

Version recentrée de la statistique de Spearman et
approximation normale

Statistique de Spearman (suite)

On peut donc déterminer les quantiles 3 5% et 95% de S, par
simulation et décider si la valeur observée de S, est a l'intérieur de
ces quantiles ( — on accepte |'indépendence) ou a I'extérieur ( —
on rejette I'indépendence)



Tests multinomiaux Principe

Une approche par histogramme permet d'apporter une réponse
robuste aux problemes de test, comme par exemple a la question
L’échantillon X, ..., X, est il normal N(0,1) ?

On se ramene toujours a un probléme d’adéquation a une loi

e e
. o My (1, 0)
On remplace le probléme par sa forme discrétisée a des intervalles ) . . X
o ou a une famille de lois multinomiales
[ai, ait1]
Est ce que

My (p1(0),---ps(0))  0€©

@41 exp(—22/2) | def
P(X; € [, aia]) :/ or/2) ;, de pi?

a;

Exemples Exemples (suite)

 Dans le cas de I'adéquation 3 la loi normale standard, ° Da;s le cas d'un test d'indépendence entre deux variables, X

N(0,1), k est determiné par le nombre d'intervalles [a;, a;+1] ety, ,

et Iesp:v7 par X Ly?

0_ / ot exp(—2?/2) J est le nombre de cubes [a;, a;11] % [bi, bis1], 6 est défini
P a; Var comme

© Dans le cas de I'adéquation 3 une loi normale, (6, 1), les 01 = P(X € [ai,ai1]) 02 = P(Y € [bi,bisa])

pi(0) sont donnés par ot

1 exp(—(a — 0)2/2) def
»ilf)= ~/ai V2r o pij(0) = P(X € [aiaia],Y € [bi, biga])

= 01 x b



Test du chi-deux
L'estimateur naturel des p; est

i = P(X € ai,ai]) = Fu(aisa) — Falai)

[Cf. bootstrap]
La statistique du chi-deux est

Su = ay H

si on teste |'adéquation a une loi multinomiale

M (12....p)

Loi approchée

Pour I'adéquation a une loi multinomiale, la loi de S,, est
approximativement (pour n grand)
Sy~ Xi—1

et pour 'adéquation a une famille de lois multinomiales, avec
dim(0) = p,
2
S~ Xi—p-1

Test du chi-deux (suite)

o~ (= ()7
i=1 pi(0)
k(i = npi(0))?
i=1 "Pi(é)

S, = n

si on teste |'adéquation a une famille de lois multinomiales

My, (p1(6),-...p(0))  6€©

Otons 15,

Distribution de S,, pour 200 échantillons normaux de 100
points et un test d’adéquation a N'(0,1) avec k =4



Utilisation et limitations

On rejette I'hypothese testée si .S,, est trop grande pour une loi
2 2

Xk—1 OU Xj—p-1

[En R, pchisq(S)]
La convergence (en 1) vers une loi x3_; (ou X%—p—l) n'est établie
que pour k et (a;) fixes. En pratique, on choisit k et (a;) en
fonction des observations, ce qui diminue la validité de
I"approximation.

Normal G- Pt

Qs

QQ-plot d’un échantillon non-normal et évolution de S, en
fonction de n pour cet échantillon



