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Exercice 1
Soit X ~ B(n,p), p € (0,1).
On considére la famille de lois a priori sur (0, 1) définie par leur densité par rapport a la

mesure de Lebesgue:

a—1 1— b—-1
Tap(p) = Z é(a ;;) Ioi(p), a>0,b>0 (1)

ou B(a,b) est le facteur de renormalisation et est égale a

['(a)T'(b)

B(CL, b) = m

['(z) étant la fonction Gamma. On rappelle que pour tout z > 0, I'(z + 1) = z['(x) et
['(1) = 1. On dit que p suit une loi Béta de parametre (a, b), notée Be(a,b).

1. Montrer que la famille définie par (1) est une famille conjuguée et déterminer d, ()

'estimateur de Bayes associé & m, 4 et & la fonction de perte quadratique: L(p,d) = (p— §)%.

2. Pour quelle(s) valeur(s) de (a,b) R(p,d,p) est-il constant en p?

On notera 0* 'estimateur associé. Montrer que ¢* est minimax.

3. L’estimateur d(x) = X/n est-il minimax? Montrer qu’il est admissible.

Exercice 2 On considere le modele suivant: Xi, ..., X,, sont n variables indépendantes de
lois respectives N (u;,1). On suppose que

7T(,U,1, seeey ,u’n‘é-a T) = H 90(/%; ga 7—2),
=1

oll p(z;&,7%) désigne la densité d’une loi normale d’espérance £ et de variance 72.

1. Si la densité des hyperparametres (£, 7) par rapport a la mesure de Lebesgue est

1
g(fa T) = ;]['r>07



montrer que le loi a posteriori 7(u1, ..., fin| X1, -.-, Xp) n’est pas définie.
2. Si

g(§, 1) ox 1

Calculer 7(&, 7| X) et en déduire que la loi a posteriori de (u1, ..., ) est définie.

3. On veut tester I’hypothese :

Hy:py = po = ... = iy

contre son complémentaire.
On pose pg > 0 la probabilité a priori de Hy et on met sur ’alternative la densité a priori
n

71'(/1,1, ceeey ,Uln‘é-a 7_) = (1 - Po) H (p(uz, 6) T2)a

i=1
Calculer le facteur de Bayes en fonction de & et 72.

4. Si on considére comme loi a priori pour les hyparametres :
ﬂ-(é.’ 7-) (0,8 17

Proposer une méthode numérique de construction de la région a plus haute densité a poste-

riori pour (1, ... ainsi qu’une méthode basée sur ’approche empirique.
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