
Université Paris DauphineDU MI2EAlgèbre linéaire 3 Contr�le 
ontinu, lundi 3 janvier 2011.Durée : 1h30.Tous les appareils éle
troniques et les do
uments sont interdits. Les solutions devrontêtre rédigées de manière rigoureuse. Lorsque des résultats du 
ours seront invoqués,ils devront 
lairement être énon
és.1. Questions de 
ours.1. Dé�nir le groupe orthogonal.2. Donner l'expression analytique de la proje
tion sur un sous-espa
e ve
toriel dont on 
onnaîtune base orthonormée B = {f1, . . . , fk}.3. Montrer que si 〈·, ·〉 est un produit s
alaire sur l'espa
e ve
toriel réel E, alors N : x 7→
√

〈x, x〉 dé�nit une norme sur E.4. Montrer qu'étant donnée une forme quadratique q sur un R-espa
e ve
toriel E, il existe uneunique forme bilinéaire symétrique s sur E telle que q soit la forme quadratique asso
iéeà s.2. Exer
i
e.On se pla
e dans un espa
e eu
lidien E muni d'une base orthonormée {e1, . . . , en}. Soient
u1, . . . , up de E. Soit G ∈ Mp(R) la matri
e 
arrée dé�nie par

Gij = 〈ui, uj〉.Soit vi :=
∑p

j=1
〈ui, uj〉ej .1. Montrer que quels que soient les réels α1, . . . , αp, on a :
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αivi =

p
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〈
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∑

i=1

αiui, uj

〉

ej ,2. On suppose que la famille {v1, . . . , vp} est libre. Montrer que la famille {u1, . . . , up} aussiest libre.3. Montrer que ré
iproquement si la famille {u1, . . . , up} est libre, alors la famille {v1, . . . , vp}aussi est libre.4. Montrer que G est une matri
e symétrique ; soit q la forme quadratique de matri
e G.Montrer que pour x1, . . . , xp ∈ R etpour X =







x1...
xp






, on a tX · G · X =

〈
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xiui,

p
∑
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〉

.En déduire que la forme quadratique q est positive.1



3. Exer
i
e.Soit la forme quadratique sur R
3 :

Q(X,Y,Z) = X2 + 2Y 2 − 7Z2 − 4XY + 8XZ.1. E
rire la matri
e de Q dans la base 
anonique de R
3.2. E�e
tuer la rédu
tion de Gauss sur Q. La forme Q est-elle positive ? Négative ?4. Exer
i
e.Soit E un espa
e eu
lidien, F un sous-espa
e de E, et {e1, . . . , en} une base orthonormée de E.Soit en�n p la proje
tion orthogonale sur F .1. Montrer que pour tous x, y ∈ E, on a :

〈x − p(x), p(y)〉 = 〈y − p(y), p(x)〉 = 0.2. Soit P la matri
e de p dans la base {e1, . . . , en}. Montrer que pour tous ve
teurs 
olonnes
X et Y on a tY · P · X = tX · P · Y . En déduire que la matri
e P est symétrique.5. Exer
i
e.François souhaite avoir une idée de l'évolution de sa 
onsommation de 
afé au 
ours du temps. Il
ompte don
 sa 
onsommation annuelle pendant 4 ans (de 2007 à 2010), et 
her
he à employerle 
ritère des moindres 
arrés pour obtenir une relation mathématique appro
hée du typeNombre de 
afés ≃ a + b ∗ numéro de l'année,le numéro de l'année étant �année − 2006�.Numéro de l'année 1 2 3 4Nombre de 
afés 360 370 490 460(Soit au total 1680 
afés en quatre ans.)En partant du 
ritère des moindres 
arrés, déterminer a et b. Combien François doit-il prévoirde 
afés pour 2011 ?Barême indi
atif : 1 : 6 points,2 : 5 points,3 : 3 points,4 : 3 points,5 : 3 points.
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