Université Paris Dauphine
DEMI2E 2e année
Calcul différentiel

TD 6. Optimisation sans contrainte

Exercice 1. Déterminer les extrema locaux des fonctions suivantes sur R2 :
filzy) = 2 +3zy? =150 — 12y,  folz,y) = 32°+a2y® —ay,
fs(y) = at+ 3P — 4y -2, falzyy) = o® +ay? — 2Py —y>

Pour chaque fonction, montrer que les extrema locaux ne sont pas globaux.

Exercice 2. Déterminer les extrema locaux des fonctions suivantes sur leur domaine de définition:
2 2
z 2
f(zyy,2) =x+ i_a: + m + pt glx,y,z) = 8z + 4% — 12zyz + 1023 — 62.

Exercice 3. Optimiser les fonctions suivantes sur leur domaine de définition:

flr,y,2) = a*+2y2+322 —yz—23y+4x -5

n
1
g(x1,...,xy) = Za:, In (—)
i=1 i
h(xy,...,xy) = H z;" (on pourra utiliser la fonction In)

1=1

Exercice 4. Soit f la fonction définie sur R? par f(x,y) = 2* +y* — (z — y)2.
a) Déterminer les extremums locaux de f sur R

b) Montrer que f admet un minimum global sur R? (on pourra montrer que f est coercive).

Exercice 5. Soit f la fonction définie sur R3 par f(x,vy, 2) = o* — 222y +2y? — 2yz+22% — 42 +5.
a) Déterminer les points critiques de f sur R3.
b) Montrer que 'expression f(z,y, z) peut s’écrire sous forme d’une somme de carrés.

c¢) En déduire les extrema de f sur R3.

Exercice 6. Droite des moindres carrés. Soit n un entier, n > 2. On considére n points
(z5,1;) de R?, pour i = 1,...,n, non tous égaux, et la fonction f définie sur R? par

n

fla,b) = (yi — az; — b)*.
i=1
a) Vérifier que f n’admet qu’'un seul point critique (a, l;) sur R2. Exprimer b en fonction de a.

b) Montrer que f admet un minimum global sur R2.

1 1
Exercice 7. Soient f et g les fonctions définies par f(z,y) = xy et g(z,y) = — + —- En se
r oy

ramenant & I'optimisation de fonctions d’une variable, déterminer

2
a) les extrema de f sur R? puis sous la contrainte g(x,y) = 3
b) les extrema de g sur son domaine de définition puis sous la contrainte f(z,y) =9.



TD 7. Optimisation sous contrainte

Exercice 1.

Déterminer les extrema locaux et globaux de la fonction f sous la contrainte g = 0 avec
a) flz,y) = -y, g(z,y) = 22+ y?—1;
b) fl@y) = w+y,  gley) = ep(eP+y-d) -1

Exercice 2.

Déterminer les extrema locaux et globaux de la fonction f sous la contrainte g = 0 avec

13
a) flz,y) = z+2y, g(z,y) = w2+wy+y2+y—§;
b) f(z,y) = 22+42, g(z,y) = 42°—y® —16;

¢) flz,y) = In(z—y), g(z,y) = 2*+y*-2;

Exercice 3.

Reprendre 'exercice 7 de la feuille de TD 6 en utilisant la notion de lagrangien.

Exercice 4.

Déterminer les extrema locaux et globaux de la fonction f sous la contrainte g = 0 avec

a) flz,y) = ay, g(z,y) = "E12+yi_$1_y;
b _ 24t _ 111
) f(z,y) x+y’ g(x,y) :E2+y2 5
o) flay) = 2> +y°, gla,y) = a*+y?—1.

Exercice 5.

Déterminer les extrema locaux et globaux de la fonction f sous la contrainte g = 0 avec

n

A Snem) = Yz, glen.m) = Ym-ls
=1

i=1
n

b) fl@n..m) = 3 a?, (o, mn) = Y @i 1
=1

C) f(:Ela---)xn) = Zmi7 g(flfl,...,l'n) = Zx?—l
i=1 '

Donner le lien entre 'inégalité de Cauchy-Schwarz et le résultat des questions b) et c).

Exercice 6.
a) Soit E le sous-ensemble {(z,y) € R%;x > 0,y > 0,z +y < 1} de R2.
Déterminer les extrema globaux sur E de la fonction f définie par
fa,y) = a® — 2y — Say.
b) Méme question avec f(x,y) = 4a% + 5y + 62y — 62 — 6y + 3.
c¢) Méme question avec E = {(z,y) € R% 22 + 9% — 2 <0} et f(x,y) = zy.
Exercice 7. Déterminer les extrema locaux et globaux de la fonction f : R3 — R sous les
contraintes g1(x,y, z) = g2(z,y, 2) = 0 avec

a) flz,y,2) = =z, g(z,y,2) = 2*+y* -2, 9(@,y,2) = z4+y+z
b) flz,y,2) = 22+y*+2%,  gl@y,2) = 22+ 4226, @ry2) = z—y+z;



