
Université Paris DauphineDU MI2EAlgèbre linéaire 3 Examen, lundi 25 janvier 2010.Durée : 2 heures.Tous les appareils éle
troniques et les do
uments sont interdits. Les solutions devrontêtre rédigées de manière rigoureuse. Lorsque des résultats du 
ours seront invoqués,ils devront 
lairement être énon
és.1. Questions de 
ours.1. Donner la dé�nition d'un espa
e eu
lidien.2. Donner la dé�nition de la matri
e d'une forme bilinéaire dans une base.3. Énon
er le théorème de diagonalisation d'une matri
e symétrique réelle.4. Montrer qu'une forme bilinéaire est symétrique si et seulement si sa matri
e dans une baseest symétrique.2. Exer
i
e.On se pla
e dans l'espa
e eu
lidien E = R
3, et on introduit les ve
teurs v1, v2 par :

v1 :=





1
2
−1



 et v2 :=





3
1
−1



 .Soit F le sous-espa
e engendré par {v1, v2}.1. Donner une base orthonormée de F .2. Donner une base orthonormée de F⊥. En déduire une base orthonormée de E, qui 
ontientune base orthonormée de F .3. Déterminer le projeté orthogonal sur F du ve
teur
v1 :=





1
3
1



 .3. Exer
i
e.1. Soit A la matri
e suivante :
A :=





2 1 2
1 2 2
2 2 1



1



(a) Montrer que le polyn�me 
ara
téristique de A est
χA(X) = −X3 + 5X2 + X − 5.(b) Déterminer les ra
ines de 
e polyn�me 
ara
téristique (on pourra trouver deux ra
inesparti
ulières d'é
riture simple).(
) Diagonaliser la matri
e A.2. Soit B la matri
e suivante :

B :=





2 1 0
0 2 1
0 0 2



(a) Déterminer le polyn�me 
ara
téristique de B ainsi que les ra
ines de 
elui-
i.(b) Si B était diagonalisable, quelle serait la matri
e diagonale en question ? En déduireque B n'est pas diagonalisable.4. Exer
i
e.E�e
tuer la rédu
tion de Gauss puis donner la signature des formes quadratiques suivantes :
Q1(X,Y,Z) = X2 + 2Y 2 + 3Z2 − 2XY − 4XZ − 2Y Z,

Q2(X,Y,Z) = X2 + 5Y 2 + 3Z2 + 4XY + 2XZ,

Q3(X,Y,Z,W ) = X2 + Y 2 + 2XY + 2Y Z.On pré
isera à 
haque fois si la forme quadratique est positive, dé�nie positive, négative oudé�nie négative.5. Exer
i
e.Soient
X =







x1...
xn






et Y =







y1...
yn





des ve
teurs 
olonnes de R
n, qu'on munira du produit s
alaire usuel. On 
her
he à é
rire unerelation approximative

yi ≃ axi + b,pour des 
oe�
ients réels a et b, en utilisant la méthode des moindres 
arrés. Soit
U =







1...
1






.On suppose que U et X ne sont pas 
olinéaires.
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1. Montrer que a et b minimisent
J(a, b) :=

n
∑

i=1

|axi + b − yi|
2,si et seulement si, le ve
teur aX + bU est le projeté orthogonal de Y sur le sous-espa
e Fengendré par X et U . En déduire l'existen
e et l'uni
ité d'un 
ouple, que l'on notera (a, b),qui minimise J .2. On note X et Y les réels suivants

X =
1

n
〈X,U〉 et Y =

1

n
〈Y,U〉.Montrer que a et b véri�ent

b = Y − aX et 〈(Y − Y U) − a(X − XU), (X − XU)〉 = 0.3. En déduire une formule pour a et b.4. Un méde
in imagine que le poids des enfants à un âge donné doit 
roître, grossièrement,proportionnellement à leur taille. Il 
her
he don
 une relation mathématique approximativedu type
Poids en kg ≃ a + b × Taille en cm,obtenue par moindres 
arrés. A�n de 
al
uler a et b, le méde
in mesure 4 enfants (
e quiest peu, mais le méde
in ne dispose pas de 
al
ulatri
e et ne souhaite pas faire de 
al
ulstrop longs), tous volontaires et âgés de 6 ans. Il obtient le tableau suivant :Enfant 1 2 3 4Poids (en kg) 25 22 17 24Taille (en 
m) 121 123 110 118Quelles valeurs de a et b trouve-t-il ?

⋆Barême indi
atif : 1 : 4 points,2 : 4 points,3 : 4,5 points,4 : 3 points,5 : 4,5 points.
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