
Université Paris-DauphineDU MI2EAlgèbre linéaire 3Examen 2009-2010, deuxième session. Durée : 2 heures.Tous les appareils éle
troniques et les do
uments sont interdits. Les solutions devrontêtre rédigées de manière rigoureuse. Lorsque des résultats du 
ours seront invoqués,ils devront être expli
itement 
ités.1. Questions de 
ours.1. Donner la dé�nition d'un produit s
alaire (réel).2. Dé�nir la matri
e d'une forme quadratique.3. Montrer que dans un espa
e eu
lidien, si p est un endomorphisme véri�ant p ◦ p = p et sien plus Im(p) ⊥ Ker(p) alors p est la proje
tion orthogonale sur Im(p).4. Montrer que dans un espa
e eu
lidien E, lorsque F est un sous-espa
e ve
toriel, on a
E = F ⊕ F⊥.2. Exer
i
e.Appliquer le pro
édé de Gram-S
hmidt au triplet de ve
teurs suivant :

v1 =





1
1
1



 , v2 =





−1
2
2



 , v3 =





1
2
3



 .(On véri�era auparavant que l'on part bien d'une base de R
3.)3. Exer
i
e.1. Soit A la matri
e suivante :

A :=





3 1 1
1 0 2
1 2 0



 .(a) Déterminer le polyn�me 
ara
téristique de A.(b) Déterminer les ra
ines de 
e polyn�me 
ara
téristique (on pourra trouver une ra
ineparti
ulière d'é
riture simple).(
) Diagonaliser la matri
e A (en donnant la matri
e diagonale et la matri
e de passage).2. Soit B la matri
e suivante :
B :=





0 1 0
0 0 1
0 0 0



 .1



(a) Cal
uler B2 et B3.(b) La matri
e B est-elle diagonalisable ?4. Exer
i
e.E�e
tuer la rédu
tion de Gauss puis donner la signature des formes quadratiques suivantes :
Q1(X,Y,Z) = X2 + 2Y 2 + 2XY + 4XZ,

Q2(X,Y,Z) = 2X2 − 2Y 2 + 3Z2 + 4XY + 4XZ,

Q3(X,Y,Z) = 18X2 + 2Y 2 + Z2 − 6XZ + 2Y Z.Pré
iser à 
haque fois (en le justi�ant) si la forme quadratique est positive/dé�nie posi-tive/négative/dé�nie négative ou pas.5. Exer
i
e.On se donne trois points du plan R
2 de 
oordonnées respe
tives (a1, b1), (a2, b2) et (a3, b3).On 
her
he un point dans le plan qui soit � raisonnablement � pro
he des trois. On 
hoisit pour
ela le 
ritère suivant : on 
her
he à déterminer le point de 
oordonnées (α, β) qui minimise lasomme des distan
es aux trois points au 
arré, 
'est-à-dire qui minimise :

C(α, β) :=
3

∑

i=1

(

|α − ai|
2 + |β − bi|

2
)

.On introduit les ve
teurs de R
6 suivants : v := t(1, 0, 1, 0, 1, 0) et w := t(0, 1, 0, 1, 0, 1) et

z := t(a1, b1, a2, b2, a3, b3).1. Montrer que
C(α, β) = ‖αv + βw − z‖2,où la norme est la norme eu
lidienne usuelle de R

6.2. En déduire qu'il existe un unique 
ouple (α, β) qui minimise C(α, β) et déterminer (α, β)en fon
tion de (a1, b1), (a2, b2) et (a3, b3).3. Comment interprétez-vous géométriquement 
e 
ouple (α, β) ?
⋆Barême indi
atif : 1 : 5 points,2 : 2,5 points,3 : 5,5 points,4 : 3 points,5 : 4 points.
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