
Université Paris DauphineDU MI2EAlgèbre linéaire 3 Examen, mardi 25 janvier 2011.Durée : 2 heures.Tous les appareils éle
troniques et les do
uments sont interdits. Les solutions devrontêtre rédigées de manière rigoureuse. Lorsque des résultats du 
ours seront invoqués,ils devront 
lairement être énon
és.1. Questions de 
ours.1. Donner la dé�nition d'une proje
tion orthogonale dans un espa
e eu
lidien.2. Donner la dé�nition de la signature d'une forme quadratique.3. Enon
er le théorème de diagonalisation des matri
es symétriques.4. Montrer l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz (dans le 
as réel).2. Exer
i
e.On se pla
e dans l'espa
e eu
lidien E = R
4, et on introduit le sous-espa
e ve
toriel suivant :

F := {(x, y, z, t) ∈ R
4 / x + y + z + t = x − y + z − t = 0}.1. Montrer que dim(F ) = 2 et en donner une base.2. Montrer que (1, 1, 1, 1) et (1,−1, 1,−1) appartiennent à F⊥ et en forment une base. Donnerune base orthonormée de F⊥.3. E
rire la matri
e de la proje
tion orthogonale sur F⊥ dans la base 
anonique de R

4. Endéduire la matri
e de la proje
tion orthogonale sur F .4. Soit x = (1, 2, 3, 4). Cal
uler
inf
w∈F

‖w − x‖.3. Exer
i
e.1. Soit A la matri
e suivante :
A :=





1 2 6
−1 0 2
1 2 2



(a) Montrer que le polyn�me 
ara
téristique de A est
χA(X) = −X3 + 3X2 + 6X − 8.(b) Déterminer les ra
ines de 
e polyn�me 
ara
téristique.1



(
) Diagonaliser la matri
e A. (On déterminera une matri
e diagonale et une matri
e depassage, on ne demande pas l'inverse de 
elle-
i i
i).2. Soit B ∈ M3(R) une matri
e telle que B3 = 0 (on dit que B est nilpotente).(a) On suppose que B est diagonalisable, appelons ∆ la matri
e diagonale 
orrespon-dante. Déterminer ∆3, puis ∆. En déduire que si B est nilpotente et diagonalisable,alors on a né
essairement B = 0.(b) Montrer que la matri
e
C :=





0 3 1
0 0 2
0 0 0



n'est pas diagonalisable.4. Exer
i
e.E�e
tuer la rédu
tion de Gauss puis donner la signature des formes quadratiques suivantes.On pré
isera à 
haque fois si la forme quadratique est positive, dé�nie positive, négative oudé�nie négative. (On 
itera éventuellement la propriété utilisée.)
Q1(X,Y,Z) = X2 + 2Y 2 − 7Z2 − 4XY + 8XZ,

Q2(X,Y,Z) = X2 + 5Y 2 + 6Z2 + 4XY − 2XZ,

Q3(X,Y,Z) = X2 + (1 + α)Y 2 + (2 + α)Z2 + 2XY − 2XZ + (2α − 2)Y Z.Pour Q3, on distinguera selon les valeurs du paramètre réel α.5. Exer
i
e.Dans 
et exer
i
e, E := M2(R). On rappelle que pour tout A = (aij)i,j=1,2 ∈ E, on atr( tAA) = a2

11 + a2

12 + a2

21 + a2

22.et que l'appli
ation de E ×E dans R qui à (A,B) asso
ie tr( tAB) est un produit s
alaire sur E.1. Appliquer le pro
édé de Gram-S
hmidt à la famille
{(

0 0
0 2

)

,

(

1 1
0 1

)}

.2. Soit F le sous-espa
e de E 
omposé des matri
e de tra
e nulle.(a) Montrer que Id ∈ F⊥.(b) Montrer que pour tout A ∈ E, il existe un unique λ ∈ R tel que tr(A − λId) = 0, eten déduire que E = F ⊕ R Id (où R Id est la droite ve
torielle engendrée par Id) etque dimF = 3.(
) En déduire une expression simple de PF (A) pour A ∈ E.
⋆Barême indi
atif : 1 : 4 points, 2 : 4,5 points, 3 : 5 points, 4 : 3 points, 5 : 3,5 points.2


