
Université Paris DauphineDE MI2EAlgèbre linéaire 3 Partiel, mardi 16 novembre 2010.Durée : 2h.Tous les appareils éle
troniques et les do
uments sont interdits. Les solutions devrontêtre rédigées de manière rigoureuse. En parti
ulier, lorsque des résultats du 
oursseront invoqués, ils devront 
lairement être énon
és.1. Questions de 
ours.1. Dé�nir une famille libre et une famille génératri
e de ve
teurs dans un espa
e ve
toriel.2. Donner la dé�nition d'une norme.3. Citer le théorème de la base in
omplète.4. Donner la démonstration qu'une famille de ve
teurs orthogonaux deux à deux et tousnon nuls est libre.2. Exer
i
e1. Soit E l'espa
e R
3. Soient les parties suivantes de E :

E1 = {(x1, x2, x3) ∈ E / x1 + x2x3 = 0}, E2 = {(x1, x2, x3) ∈ E / |x1 − x2| + |x1 − x3| = 0}.Indiquer lesquels sont des sous-espa
es ve
toriels de E. On expliquera à 
haque foispourquoi il s'agit d'un sev ou pourquoi 
e n'en n'est pas un.2. Soit E l'espa
e R
2. Soient les appli
ations suivantes de E × E dans R :

a1 : ((x1, x2), (y1, y2)) 7→ x1y1, a2 : ((x1, x2), (y1, y2)) 7→ x1x2 + y1y2,

a3 : ((x1, x2), (y1, y2)) 7→ x1y1 + (x1 + y1)(x2 + y2).Indiquer lesquelles sont des produits s
alaires. On justi�era rapidement à 
haque fois.3. Soit E un R-espa
e ve
toriel. Montrer que l'ensemble des formes bilinéaires sur E × Eest un sous espa
e ve
toriel de l'espa
e A(E ×E;R) des appli
ations de E ×E dans R.L'ensemble des produits s
alaires sur E est-il un sous-espa
e ve
toriel de A(E ×E;R) ?3. Exer
i
e.E�e
tuer le pro
édé de Gram-S
hmidt sur les ve
teurs de R
3 suivants :
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 .On présentera les 
al
uls en détail. 1



4. Exer
i
e.Soit E l'espa
e des polyn�mes à 
oe�
ients réels, de degré inférieur ou égal à 21. Justi�er que E est un R-espa
e ve
toriel, en donner une base et la dimension.2. On munit E de la forme suivante :
〈P,Q〉 =

∫

1

0

P (x)Q(x) dx.Justi�er que 〈., .〉 est un produit s
alaire sur E.3. Justi�er que pour tous réels a et b,
(∫

1

0

(ax2 + bx) dx

)2

≤ 1

3

(∫

1

0

(a2x2 + 2abx + b2) dx

)

.4. Cal
uler la base orthonormée obtenue en appliquant le pro
édé de Gram-S
hmidt à lafamille (1,X,X2).5. Exer
i
e.Soit E un espa
e ve
toriel réel.1. La somme de deux normes sur E est-elle né
essairement une norme sur E ?2. Le produit d'une norme sur E par un s
alaire λ ∈ R est-il né
essairement une normesur E ?3. Montrer que l'appli
ation de R
2 dans R

+, (x, y) 7→
√

x2 + y2 + |y| est une norme.4. Montrer que 
ette norme ne provient pas d'un produit s
alaire.
⋆Barême indi
atif : 1 : 4 points,2 : 4 points,3 : 3 points,4 : 5 points,5 : 4 points.
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