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TD 2. Formes quadratiques, diagonalisationExer
i
e 1. On 
onsidère la forme quadratique dé�nie sur R

2 par : q(x, y) = x2 − 3xy + 4y2.1) Quelle est la matri
e de q dans la base 
anonique de R
3 ?2) Dé
omposer q en une 
ombinaison linéaire de 
arrés de formes linéaires.Exer
i
e 2. Donner la signature et le rang des formes quadratiques suivantes :1) q(x, y, z, t) = xy + yz + zt + tx sur R

4,2) h(x, y, z) = 2x2 + 2y2 − z2 − 4xy − 2yz − 2xz sur R
3.Exer
i
e 3. Soit b un nombre réel, q la forme quadratique dé�nie sur R

3 par
q(x, y, z) = x2 + (1 + b)y2 + (1 + b + b2)z2 + 2xy − 2byzet f la forme bilinéaire symétrique asso
iée.1) Dé
omposer q en une 
ombinaison linéaire de 
arrés de formes linéaires indépendantes.2) Donner le rang et la signature de q suivant les valeurs de b.3) Pour quelles valeurs de b, f dé�nit-elle un produit s
alaire ?Exer
i
e 4. Soit q la forme dé�nie sur R

2[X] par : q(P ) = P (0)P (1).1) Montrer que q est une forme quadratique sur R
2[X].2) Déterminer la matri
e de q dans la base 
anonique de R

2[X].3) La forme q est-elle positive, négative ?4) Déterminer une base (P0, P1, P2) de R
2[X] telle que q

(

∑

2

i=0
aiPi

)

= a2
0
− a2

1
et donnerla signature de q.Exer
i
e 5. Soit q une forme quadratique dé�nie sur le R-espa
e ve
toriel E. Montrer que qgarde un signe 
onstant sur E.Exer
i
e 6. Soit E un K-espa
e ve
toriel.1) Une forme bilinéaire f sur E est dite alternée si f(x, x) = 0 pour tout x. Montrer qu'uneforme bilinéaire est alternée si et seulement si elle est antisymétrique.2) Montrer que toute forme bilinéaire sur E s'é
rit de manière unique 
omme la sommed'une forme bilinéaire symétrique et d'une forme bilinéaire antisymétrique.Exer
i
e 7. Des deux formes quadratiques suivantes sur R

n, déterminer la matri
e dans labase 
anonique et la signature. Sont-elles positives ? Négatives ?1) q ((x1, x2, ..., xn)) =
∑n

i,j=1
xixj ,2) h ((x1, x2, ..., xn)) =

∑n
i,j=1

j2xixj. 1



Exer
i
e 8. Soit q la forme sur Mn(R) dé�nie par q(A) = tr (

A2
)

.1) Montrer que q est quadratique, et donner son noyau.2) Montrer que la restri
tion de q au sous-espa
e des matri
es symétriques (resp. antisy-métriques) est dé�nie positive (resp. négatives).3) Donner une base de Mn(R) dans laquelle la matri
e Q asso
iée à q est diagonale, é
rire
Q et donner la signature de q.Exer
i
e 9. Soit la forme quadratique dé�nie sur R

3 par : q(x, y, z) = 4x2 + 2y2 + 10z2 +
2xy + 10xz − 2yz.1) Déterminer la matri
e A de q dans la base 
anonique de R

3.2) Montrer par le théorème de Sylvester que q est une forme dé�nie positive.3) Etudier de même la forme Q(x, y, z) = 4x2 + 2y2 + 9z2 + 2xy + 10xz − 2yz.Exer
i
e 10. E�e
tuer la rédu
tion de Gauss puis donner la signature des formes quadratiques
Q1(X,Y,Z) = X2 + 2Y 2 + 3Z2

− 2XY − 4XZ − 2Y Z,

Q2(X,Y,Z) = X2 + 5Y 2 + 3Z2 + 4XY + 2XZ,

Q3(X,Y,Z,W ) = X2 + Y 2 + 2XY + 2Y Z.Pré
iser si 
es formes sont positives, dé�nies positives, négatives ou dé�nies négatives.Exer
i
e 11. Soit la matri
e A =





11 −5 5
−5 3 −3
5 −3 3



 .1) Diagonaliser la matri
e A.2) Soit q la forme quadratique de matri
e A dans la base 
anonique de R
3. Utiliser laquestion pré
édente pour trouver une base q-orthogonale et déterminer la signature de q.Exer
i
e 12. Soient les matri
es

A =





2 1 2
1 2 2
2 2 1



 , B =





2 1 0
0 2 1
0 0 2



 .1) Diagonaliser la matri
e A.2) Déterminer les valeurs propres de B. Si B était diagonalisable, quelle serait la matri
ediagonale en question ? En déduire que B n'est pas diagonalisable.Exer
i
e 13. Déterminer une base orthonormée formée de ve
teurs propres de la matri
e
A =





5 −1 2
−1 5 2
2 2 2



 .Interpréter géométriquement l'endomorphisme qui dans la base 
anonique de R
3 est représen-tée par A.Exer
i
e 14. Soient a, b ∈ R �xés. Cal
uler An pour n ∈ Z et A la matri
e

A =





a b b

b a b

b b a



 .2


