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Cesnotesdecourssont constitu�eesdetrois partiestotalisant dix chapitres.
La premi�ere partie comprend quatre chapitres de topologie. Cette partie
reprendl'in t�egralit�e d'un coursintitul �e Analysefonctionnelle, enseign�e enLi-
cenceen2004-2005,plus quelquesrajouts utiles enoptimisation (applications
bilin�eaires continues, lemme de Farkas-Minkowski...). Nous ne traiterons
pas int�egralement en coursce qui provient du coursd'analysefonctionnelle,
mais j'ai laiss�e cesparties assezcompl�etes pour votre culture et �a titre de
compl�ement parcequ'ellespeuvent vous être utiles par ailleurs.

La secondepartie comprendtrois chapitresdecalculdi� �erentiel qui compl�e-
tent votre cours de deuxi�eme ann�ee, la principale nouveaut�e concerneles
th�eor�emesde l'inversion localeet desfonctions implicites qui sont essentiels
en optimisation mais aussi�a la basede la g�eom�etrie di� �erentielle.

La derni�ere partie concernel'optimisation. Nous introduirons la notion
de semi-continuit �e inf�erieure,prouveronsensuitequelquesr�esultatsg�en�eraux
d'existenceet proc�ederons�a quelquesrappels sur l'optimisation sanscon-
trainte, vueendeuxi�emeann�ee. On traitera ensuitedesconditionsd'optimalit �e
pour l'optimisation souscontraintesd'�egalit�e(Lagrange)puissouscontraintes
d'�egalit�e et d'in�egalit�e (KKT).

Pour lesparties Calcul di� �erentiel et Optimisation, je me suis tr �eslarge-
ment inspir�e des notes d'un cours tr �es complet que J. Blot enseignait en
premi�ere ann�ee de l'ENSAE dans les ann�ees90, qu'il en soit sinc�erement
remerci�e ici.

Cesnotesdecoursnevousseront pro�tables quesi vouspr�eparezr�eguli�ere-
ment et s�erieusement lesT.D.'s du poly d'exercicesqui lesaccompagneet ne
vous dispensent bien �evidemment pasd'assisterau cours.

N'h�esitezpas �a me signaler les erreurset les coquilles qui subsisteraient
dans cesnotes. De mani�ere g�en�erale, vos suggestionssont les bienvenues,
c'est grâce�a ellesquecesnotespourront être am�elior�eespour voscamarades
desprochainesann�ees.J'esp�erequecepoly vousserautile et vousensouhaite
une bonnelecture.

G. CARLIER
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Chapitre 1

Espaces m�etriques

1.1 D�e�nitions premi �eres

D�e�nition 1.1 Soit E un ensemblenon vide. On appelle distance sur E
toute application d : E � E ! R+ v�eri�ant les propri�et�es :

1. (sym�etrie) d(x; y) = d(y; x) pour tout (x; y) 2 E � E,

2. d(x; y) = 0 , x = y

3. (in �egalit�e triangulaire) d(x; z) � d(x; y) + d(y; z) pour tout (x; y; z) 2
E � E � E.

On appelle espace m�etriquela donn�eed'un couple(E; d) o�u d estunedistance
sur E.

Bien noter quedansla d�e�nition pr�ec�edente on a d � 0. Noter �egalement
que la d�e�nition pr�ec�edente implique aussijd(x; z) � d(y; z)j � d(x; y), pour
tout (x; y; z) 2 E � E � E.

Exemple 1.1 Pour E = R, d(x; y) := jx � yj est la distance usuelle. Pour
E = Rn , x = (x1; :::; xn ) et y = (y1; :::; yn) on consid�eresouventlesdistances:

d1(x; y) :=
nX

i =1

jx i � yi j; d1 (x; y) := maxi =1 ;::;n jx i � yi j

et la distance euclidienne:

d2(x; y) := (
nX

i =1

(x i � yi )2)
1

2 :

Exemple 1.2 Soit E un ensemblenon vide et d�e�nissons pour (x; y) 2 E 2,
d(x; y) = 1 si x 6= y et d(x; y) = 0 si x = y on v�eri�e ais�ementqued est une
distance sur E (appel�eedistance grossi�ere sur E).
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Nous verrons par la suite d'autres exemplesdans le cadre des espaces
vectorielsnorm�es.

1.2 Topologie des espaces m�etriques

Soit (E; d) un espacem�etrique, x 2 E et r > 0, on notera BE (x; r ) (ou
simplement B(x; r ) s'il n'y a pas d'ambiguit�e) la boule ouverte de centre x
et de rayon r :

B(x; r ) := f y 2 E : d(x; y) < rg

et B E (x; r ) (ou simplement B(x; r ) s'il n'y a pasd'ambiguit�e) la bouleferm�ee
de centre x et de rayon r � 0 :

B(x; r ) := f y 2 E : d(x; y) � r g:

Le termede"b oule" provient du casdela distanceeuclidienne(la distance
d2 d�e�nie plus haut). A titre d'exercice,dessinezdans R2, la boule B(0; 1)
pour les trois distancesd1, d2 et d1 , qu'en pensezvous?

D�e�nition 1.2 Soit (E; d) un espace m�etrique et A � E, on dit queA est
born�eessi il existex 2 E et r > 0 tels queA � B(x; r ).

Si A est une partie de E, on d�e�nit sondiam�etre diam(A) par :

diam(A) := supf d(x; y); (x; y) 2 A2g:

On v�eri�e ais�ement que A est born�eessi diam(A) est �ni.

On peut maintenant d�e�nir lesensembles ouverts de (E; d) :

D �e�nition 1.3 Soit (E; d) un espace m�etrique et A une partie de E. On dit
que:

1. A est ouvert ssi pour tout x 2 A, 9r > 0 tel queB(x; r ) � A,

2. A est ferm�e ssi E n A est ouvert.

3. A est un voisinagede x 2 E ssi 9r > 0 tel queB(x; r ) � A.

Autrement dit, un ensemble estouvert ssiil estvoisinagedechacundeses
points. L'ensemble desouverts de (E; d) s'appelle la topologiede E induite
par la distanced. On v�eri�e ais�ement qu'une bouleouverte (resp. ferm�ee)est
ouverte (resp. ferm�ee).

Prop osition 1.1 Soit (E; d) un espace m�etrique, on a alors :
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1. E et ; sont ouverts,

2. une r�eunion (quelconque)d'ouverts est ouverte,

3. une intersection FINIE d'ouverts est ouverte.

La d�emonstration est �el�ementaire et laiss�ee au lecteur qui s'entraienera
ainsi �a sefamiliariser avec les d�e�nitions...

Par passageau compl�ementaire, on obtient les�enonc�escorrespondant aux
ferm�es:

1. E et ; sont ferm�es,

2. une r�eunion FINIE de ferm�esest ferm�ee,

3. une intersection (quelconque)de ferm�esest ferm�ee.

Exemple 1.3 Il est �a noter l'importance du mot FINIE dans les �enonc�es
pr�ec�edents.En e�et, soit pour n 2 N� , l'interval le ouvert I n :=] � 1=n;1=n[,
l'intersection de ces ouverts est f 0g qui n'est pas ouverte. La r�eunion des
intervalles ferm�es Jn := [0; 1 � 1=n] est l'interval le [0; 1[ qui n'est ni ouvert
ni ferm�e.

D �e�nition 1.4 Soit (E; d) un espace m�etrique, A une partie de E et x 2 E
on dit que:

1. x est un point int �erieur �a A ssi 9r > 0 tel queB(x; r ) � A (autrement
dit A est un voisinagede x),

2. x est un point adh�erent �a A ssi 8r > 0, B(x; r ) rencontre A.

3. x est un point fronti�ere de A ssi 8r > 0, B(x; r ) rencontre A et E nA.

On appelle int �erieur de A et l'on note int (A) l'ensembledespoints int �erieurs
de A. On appelle adh�erence de A et l'on note A, l'ensembledes points
adh�erents �a A. On appelle fronti�ere de A et l'on note @A l'ensembledes
points fronti�ere de A. En�n on dit queA est densedansE ssi A = E.

On a clairement les inclusions:

int (A) � A � A;

et il est facile de montrer (faites le en exercice...):

@A = A n int (A):

Exemple 1.4 Il convient de noter queint (A) peut tr �esbien être l'ensemble
vide (consid�erer dans R : f 0g, N, Q, un ensemble�ni...). Concernant la
densit�e : Q et R n Q sont densesdansR, ]0; 1[ est densedans [0; 1] etc....
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On a aussiles propri�et�esimportantes :

Prop osition 1.2 Soit (E; d) un espace m�etrique, A une partie de E, on a :

1. int (A) est ouvert et c'est le plus grand ouvert contenu dansA,

2. A est ferm�e et c'est le plus petit ferm�e contenant A.

Preuv e:

Montons d'abord que int (A) est ouvert : soit x 2 int (A) alors 9r > 0 tq
B(x; r ) � A, donc si y 2 B(x; r=2) on a B(y; r=2) � B(x; r ) � A ce qui
montre quey 2 int (A) et donc B(x; r=2) � int( A). int( A) est donc ouvert et
�evidemment int (A) � A. Montrons maintenant que int (A) est le plus grand
ouvert contenu dans A. Soit U ouvert avec U � A et soit x 2 U, commeU
est ouvert 9r > 0 tq B(x; r ) � U mais commeU � A il vient B(x; r ) � A et
donc x 2 int( A) cequi montre U � int( A) et ach�eve la preuve.

La d�emonstration du point 2) est similaire et donc laiss�eeau lecteur.
2

L' �enonc�e pr�ec�edent implique en particulier les caract�erisations:

A ouvert , A = int (A);

et
A ferm�e , A = A:

Exercice 1.1 Soit (E; d) un espace m�etrique et A une partie de E. Montrer
que:

A = E n int( E n A); int (A) = E n E n A:

Exercice 1.2 DansRn muni de la distance d1 (cf Exemple1.1), d�eterminer
l'adh�erence de B(x; r ) et l'int �erieur de B(x; r ).

Dans les espacesm�etriques, on a une notion de proximit �e et donc de
limite :

D �e�nition 1.5 Soit (E1; d1) et (E2; d2) deuxespaces m�etriques,x1 2 E1 et
f une application de E1 n f x1g dans E2. On dit que f (x) tend vers l 2 E2

quandx tend vers x1 ce quel'on note :

lim
x! x1;x6= x1

f (x) = l

ssi 8" > 0, 9� > 0 t.q. pour tout x 2 E1 tel que x 6= x1, d1(x; x1) � � )
d2(f (x); l) � " .
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Beaucoupde propri�et�estopologiquesdans lesespacesm�etriquespeuvent
se traduire par des propri�et�es s�equentielles (i.e. en utilisant des suites) :
retenezce principe, l'utilisation de suites rend souvent les d�emonstrations
plus simplesque le maniement desd�e�nitions g�en�erales.Rappelonsd'abord
ce qu'est une suite convergente :

D �e�nition 1.6 Soit (E; d) un espace m�etrique et (xn ) une suite d'�el�ements
de E, on dit quex 2 E est limite de la suite (xn ) (ce quel'on notera xn ! x
ou limnxn = x) ssi : 8" > 0, 9N 2 N� t.q. 8n � N , d(xn ; x) � " . On dit que
(xn ) est convergentesi elle admet une limite.

Quand limn xn = x, on dit aussiquexn convergeversx. Remarquonsque
la convergencede (xn ) versx (dans E) est �equivalente �a la convergencevers
0 de d(xn ; x) (dans R).

Il convient de noter quesi une suite est convergente alors elle admet une
UNIQUE limite (cette propri�et�es'exprimeendisant quelesespacesm�etriques
sont s�epar�es) :

Prop osition 1.3 Soit (E; d) un espace m�etrique et (xn ) une suite conver-
gented'�el�ementsde E, alors sa limite est unique.

Preuv e:
Supposonsque (xn ) admette pour limite x et y dansE. On a 0 � d(x; y) �
d(x; xn )+ d(xn ; y) ainsi enpassant �a la limite enn ! + 1 on obtient d(x; y) =
0 i.e. x = y d'o�u l'unicit �e. 2

Prop osition 1.4 Soit (E; d) un espace m�etrique, A une partie de E, on a :

1. soit x 2 E, x 2 A ssi x est limite d'une suite d'�el�ementsde A,

2. A est ferm�e ssi pour toute suite convergente(xn ) d'�el�ementsde A, la
limite de cette suite appartient �a A.

Preuv e:
2) d�ecoulede1) et du fait queA est ferm�e ssiA = A. Supposonsx 2 A, alors
pour tout n 2 N� , B (x; 1=n) rencontre A, soit doncxn 2 A\ B(x; 1=n) comme
d(x; xn ) � 1=n, xn convergevers x. R�eciproquement suposonsque x soit la
limite d'une suite (xn ) d'�el�ements de A montrons que x 2 A. Soit r > 0,
pour n assezgrand d(x; xn ) < r ainsi, commexn 2 A, on a A \ B(x; r ) 6= ; .
Finalement r > 0 �etant arbitraire on a bien x 2 A.

2

Exercice 1.3 En vous inspirant de la d�emonstration pr�ec�edentemontrer
quex 2 @A ssi x est limite d'une suite d'�el�ementsde A et limite d'une suite
d'�el�ementsde E n A.
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Exercice 1.4 Soit (E; d) un espace m�etrique et A une partie non vide de E.
Pour tout x 2 E on d�e�nit la distance de x �a A par :

d(x; A) := inf f d(x; a) a 2 Ag

1. Montrer quex 2 A ssi d(x; A) = 0.

2. Montrer que l'ensembleAn := f x 2 E : d(x; A) < 1=ng est ouvert
(n 2 N� ).

3. D�eterminer \ n2 N� An .

4. D�eduire de ce qui pr�ec�edequetout ferm�e peut s'�ecrire commeune in-
tersection d�enombrabled'ouverts.

1.3 Suites de Cauchy, espacesm�etriques com-
plets

D�e�nition 1.7 Soit (E; d) un espace m�etrique et (xn )n une suite d'�el�ements
de E, on dit que (xn )n est de Cauchy ssi : 8" > 0, 9N 2 N� t.q. pour tout
(p;q) 2 N2 avec p � N et q � N on a : d(xp; xq) � " .

La d�e�nition pr�ec�edente peut aussis'exprimer en disant que (xn )n est de
Cauchy ssi

sup
p� N ; q� N

d(xp; xq) ! 0 quand N ! + 1 :

Evidemment, toute suite convergente est de Cauchy (s'en persuader!), la
r�eciproque n'est cependant pas vraie : les espacesm�etriques pour lesquels
cette r�eciproque est vraie sont dits complets:

D �e�nition 1.8 Soit (E; d) un espace m�etrique, on dit que(E; d) estcomplet
ssi toute suite de Cauchyd'�el�ementsde E convergedansE.

Exemple 1.5 Le corps desrationnelsQ muni de la distance usuelle (induite
par celle de R) n'est pas complet (en e�et, il est facile de v�eri�er quela suite
de rationnels d�e�nie par xn :=

P n
k=0 1=(k!) est de Cauchy, on montre par

ail leurs qu'elle ne peut pasconverger versun rationnel). En revancheR muni
de sa distance usuelle est complet. De même,Rn muni de n'importe laquelle
des distances d1, d2, d1 est complet. Nous verrons d'autres exemplesaux
chapitres suivants.

Voici une premi�ere propri�et�e desespacescomplets:

13



Prop osition 1.5 Soit (E; d) un espace m�etrique complet et (Fn ) une suite
d�ecroissantede ferm�esnon videsdont le diam�etre tend vers 0, alors l'inter-
section desFn est non vide.

Preuv e:
Soit dn := diam(Fn ) et soit pour tout n 2 N, xn 2 Fn . Pour tout couple
d'entiers p et q avecp;q � N on a : d(xp; xq) � dN et commedN tend vers0
quand N ! + 1 , cecimontre que la suite (xn ) est de Cauchy : elle converge
donc, appelonsx sa limite. Commex est la limite de la suite d'�el�ements de
Fn , (xp)p� n , et commeFn est ferm�e on a x 2 Fn cequi ach�eve la preuve.

2

Notonspour cloreceparagraphequ'unesuitedeCauchy estn�ecessairement
born�ee(s'enpersuader)doncenparticulier lessuitesconvergentessont born�ees.

1.4 Compacit �e

Rappelonsd'abord quelquesd�e�nitions relatives aux suites extraites et
valeur d'adh�erence.

D�e�nition 1.9 Soit E un ensemblenon vide et (xn )n une suite d'�el�ements
de E, on appelle sous-suite(ou suite extraite) de la suite (xn )n toute suite
de la forme (x ' (n) )n avec ' une application strictement croissantede N dans
N.

D�e�nition 1.10 Soit (E; d) un espace m�etriqueet (xn ) unesuite d'�el�ements
de E. On dit que x est valeur d'adh�erence de (xn ) ssi l'une des assertions
�equivalentessuivantesest satisfaite :

1. (xn ) admet une sous-suitequi convergevers x,

2. 8" > 0, 8N 2 N, 9n � N t.q. d(xn ; x) � " ,

3. 8" > 0 l'ensemblef n 2 N : d(xn ; x) � "g est in�ni.

Exercice 1.5 Prouver l' �equivalence destrois assertionspr�ec�edentes.

Exercice 1.6 Prouverquesi ' estcommedansla d�e�nition 1.9 alors ' (n) �
n pour tout n.

Exemple 1.6 La suite (� 1)n admet deuxvaleursd'adh�erence : 1 et � 1.

D �e�nition 1.11 On dit que l'espace m�etrique (E; d) est compact ssi toute
suite d'�el�ementsdeE admetunesous-suiteconvergente.On dit qu'unepartie
A de l'espace m�etrique (E; d) est compacte ssi toute suite d'�el�ementsde A
admet une sous-suiteconvergentedansA.
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Prop osition 1.6 Soit (E; d) un espace m�etrique. Si A est une partie com-
pacte de E alors A est ferm�eeet born�e.

Preuv e:
Soit (xn )n 2 AN unesuite convergente, notonsx 2 E salimite. CommeA est
compacte,(xn )n admet une soussuite qui convergedans A, une telle sous-
suite converge n�ecessairement vers x (s'en persuader...)d'o�u x 2 A ce qui
montre que A est ferm�ee.

SupposonsqueA ne soit pasborn�eeon a alors diam(A) = + 1 et donc il
existe deux suites(xn ) 2 AN, et (yn ) 2 AN telles que

lim
n

d(xn ; yn) = + 1 : (1.1)

Comme A est compacteon peut trouver des soussuites (x ' (n) ) et (y' (n))
convergeant respectivement vers les �el�ements x et y de A, on a donc

d(x ' (n) ; y' (n)) � d(x ' (n) ; x) + d(x; y) + d(y; y' (n)) ! d(x; y)

ce qui contredit (1.1).
2

Attention : un ferm�eborn�en'est pasn�ecessairement compact,nousaurons
l'occasionde revenir sur cepoint.

Les parties compactesd'un m�etrique compact sont faciles �a caract�eriser
puisque:

Prop osition 1.7 Soit (E; d) un espace m�etrique compact et A une partie de
E alors A est une partie compacte de E ssi A est ferm�e dansE.

Preuv e:
Si A estcompactealorsA estferm�eedansE d'apr�esla proposition pr�ec�edente.
SupposonsA ferm�eeet soit (xn ) 2 AN, par compacit�e de E, (xn ) admet une
sous-suitequi convergevers une limite x 2 E, A �etant ferm�e x 2 A et donc
la soussuite convergeaussiversx dansA cequi prouve queA est compacte.
2

Notonsquela notion decompacit�e estplus forte quecelledecompl�etude:

Prop osition 1.8 Tout espace m�etrique compact est complet.

Preuv e:
Soit (E; d) un espacem�etrique compactet (xn )n unesuite deCauchy dansE.
CommeE est compact,(xn ) admet unevaleur d'adh�erencex 2 E. Montrons
que (xn ) converge vers x : soit " > 0 , comme la suite est de Cauchy, il
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existe N1 tq pour tous entiers p;q � N1 on a : d(xp; xq) � "=2. Comme x
est valeur d'adh�erence,il existeN2 � N1 tel qued(xN2

; x) � "=2. Ainsi pour
tout p � N2 on a : d(xp; x) � d(xp; xN2

) + d(xN2
; x) � " . Ce qui montre que

(xn ) convergevers x et donc que (E; d) est complet.
2

Bien noter que la r�eciproqueest fausse: R est complet mais pascompact
(car non born�e!). Remarquonsaussiau passageque dans la d�emonstration
pr�ec�edente nousavons�etabli le r�esultat :

Lemme 1.1 Soit (E; d) un espace m�etrique et (xn )n une suite d' �el�ements
de E alors (xn )n converge ssi (xn )n est de Cauchy et admet une valeur
d'adh�erence.

Th �eor�eme 1.1 Dans R muni de sa distance usuelle, tout ferm�e born�e est
compact.

Preuv e:
Soit F un ferm�e born�e de R, puisque F est born�e, F est inclus dans un
segment [a;b] de R, sans perte de g�en�eralit�e, nous pouvons supposer que
F � [0; 1]. Soit (xn )n 2 F N � [0; 1]N, on va montrer que (xn ) admet une
sous-suitequi est de Cauchy en proc�edant commesuit. Pour tout p 2 N� , on
d�ecompose[0; 1] en 2p segments de longueur2� p :

[0; 1] =
2p � 1[

k=0

I p
k ; I p

k := [k2� p; (k + 1)2� p]:

Pour p = 1 l'un desdeux intervalles I 1
1 et I 1

2 que l'on notera J1 est tel que
l'ensemble f n 2 N : xn 2 J1g est in�ni. On �ecrit ensuite

J1 =
[

k2f 0;::;4g : I 2
k � J1

I 2
k

et commepr�ec�edemment 9k 2 f 0; :::; 4g tq l'un des intervalles I 2
1 ; :::; I 2

4 que
l'on notera J2 v�eri�e :

J2 � J1, et l'ensemble f n 2 N t.q. xn 2 J2g est in�ni :

On construit ainsi par r�ecurrenceune suite d�ecroissantes d'intervallesferm�es
J1 � J2 � :::: � Jp tel que Jp est de longueur2� p et pour tout p, l'ensemble
f n 2 N : xn 2 Jpg est in�ni.

Soit n1 le premier entier k tq xk 2 J1, n2 le premier entier k � n1 + 1
tq xk 2 J2, ..., np le premier entier k � np� 1 + 1 tq xk 2 Jp. La suite (xnp )p
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est une sous-suitede (xn )n . Notons maintenant que par construction, on a
pour tout r; s � p, (xns ; xn r ) 2 Jp et commeJp est de diam�etre 2� p, on a
jxns � xn r j � 2� p et donc(xnp )p est de Cauchy. CommeR est complet, (xnp )p

convergeet commeF est ferm�e sa limite est dans F . Ceci montre que (xn )
admet une sous-suiteconvergente dansF , F est donc compact.

2

Exercice 1.7 Soit (E; d) un espace m�etriquecompact et (xn )n 2 EN montrer
quela suite (xn )n convergessi elle admet une unique valeur d'adh�erence.

Terminons ce paragraphepar l'imp ortante caract�erisation de la compa-
cit�e (qui peut, en suivant un point de vue di� �erent être prise commeune
d�e�nition) suivante :

Th �eor�eme 1.2 Soit (E; d) un espace m�etrique et A une partie de E. A est
compacte ssi de tout recouvrement de A par une famil le d'ouverts de E, on
peut extraire un recouvrement �ni.

Nous admettrons ici ce r�esultat qu'il convient cependant de retenir.

1.5 Con tin uit �e

D�e�nition 1.12 Soit (E1; d1) et (E2; d2) deuxespacesm�etriques,f une ap-
plication de E1 dansE2 et x 2 E1. On dit quef estcontinue en x ssi 8" > 0,
9� > 0 t.q. d1(x; y) � � ) d2(f (x); f (y)) � " . On dit quef est continue sur
E1 ssi f est continue en chacunde sespoints.

Exemple 1.7 Soit (E; d) un espace m�etrique, x0 2 E et d�e�nissons 8x 2 E,
f (x) := d(x; x0). On a alors jf (x) � f (y)j � d(x; y) et donc (en prenant
simplement\ � = "" dans la d�e�nition pr�ec�edente)f est continue sur E.

Prop osition 1.9 Soit (E1; d1) et (E2; d2) deuxespacesm�etriques,f une ap-
plication de E1 dansE2. Alors les assertionssuivantessont �equivalentes:

1. f est continue sur E1,

2. pour tout ouvert O de E2, f � 1(O) est un ouvert de E1,

3. pour tout ferm�e F de E2, f � 1(F ) est un ferm�e de E1,

4. pour toute suite (xn ) d'�el�ementsde E1 on a :

lim
n

xn = x dansE1 ) lim
n

f (xn ) = f (x) dansE2:
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Preuv e:
On va montrer 1) ) 2) ) 3) ) 4) ) 1).

1) ) 2) : soit O un ouvert de E2, x 2 f � 1(O) et y := f (x) 2 O, comme
O est ouvert, 9" > 0 tq B(y; " ) � O. Par continuit �e de f en x, 9� > 0 tq
pour tout x0 2 E1, x0 2 B(x; � ) ) f (x0) 2 B(f (x); " ) = B(y; " ) � O, ainsi
B(x; � ) � f � 1(O) donc f � 1(O) est un voisinagede x, commex est un point
arbitraire de f � 1(O) on en d�eduit que f � 1(O) est ouvert.

2) ) 3) : (par passageau compl�ementaire), soit F ferm�e de E2, et soit O
l'ouvert O := E2nF , d'apr�es2), f � 1(O) estouvert maisf � 1(O) = E1nf � 1(F )
donc f � 1(F ) = E1 n f � 1(O), ainsi f � 1(F ) est ferm�e.

3) ) 4) : soit (xn ) 2 EN une suite convergente de limite x 2 E1 et
supposonspar l'absurde que f (xn ) ne convergepas vers f (x). Alors 9" > 0
tq 8N 2 N, 9nN � N tq

d2(f (xnN ); f (x)) � ": (1.2)

Posons F := E2 n B(f (x); " ), F est ferm�e (compl�ementaire d'une boule
ouverte) et donc par 3), f � 1(F ) est ferm�e. Notons que (1.2) signi�e que
xnN 2 f � 1(F ) pour tout N . Comme(xnN ) convergeversx quandN ! + 1 et
commef � 1(F ) est ferm�e, on end�eduit quex 2 f � 1(F ) i.e. d2(f (x); f (x)) � "
ce qui est absurde.

4) ) 1) : supposonsquef ne soit pascontinue en un point x de E1, alors
il existe " > 0 tq pour tout � > 0, il existe x � 2 E1 tel que d1(x � ; x) � � et
d2(f (x � ); f (x)) > " . En prenant � n := 1=n et en notant xn := x � n on a alors
d1(xn ; x) � 1=n et d2(f (xn ); x) > " > 0 ce qui contredit l'assertion 4).

2

Prop osition 1.10 Soit (E1; d1) et (E2; d2) deux espaces m�etriques, f une
application continue de E1 dans E2. Si E1 est compact alors f (E1) est une
partie compacte de E2.

Preuv e:
Soit (zn ) := f (xn ) (avec xn 2 E1) une suite de f (E1). CommeE1 est com-
pact, xn admet une soussuite (x ' (n) ) convergente, f �etant continue la sous
suite z' (n) = f (x ' (n) ) est aussiconvergente. Ceci montre donc que f (E1) est
compact.

2

Corollaire 1.1 Si (E; d) est compact et f est continue de E dansR (muni
de sa distance usuelle) alors f atteint sesbornes sur E.
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Preuv e:
f (E) estun compactdeR c'estdoncun ferm�eborn�eenparticulier sesbornes
sont �nies et appartiennent �a f (E). 2

Le corollaire pr�ec�edent peut être vu comme un r�esultat d'existenceen
optimisation. Il implique en e�et que lorsqueE est compact, les probl�emes
d'optimisation :

supf f (x), x 2 Eg et inf f f (x), x 2 Eg

admettent au moinsunesolution, autrement dit le sup. (resp. inf.) pr�ec�edent
est un max. (resp. min.).

Exercice 1.8 Soit f une fonction continue de R dansR telle que:

lim
jx j! + 1

f (x) = + 1

montrer quel'in�mum de f sur R est atteint.

Exercice 1.9 Soit A une partie compacte d'un espace m�etrique (E; d), on
d�e�nit :

dA (x) := inf f d(x; a), a 2 Ag:

Montrer que l'inf pr�ec�edent est atteint. Montrer que dA (:) est continue sur
E.

D�e�nition 1.13 Soit (E1; d1) et (E2; d2) deuxespacesm�etriques,f une ap-
plication de E1 dansE2. On dit quef est uniform�ementcontinue sur E1 ssi
8" > 0, 9� > 0 t.q. pour tout (x; y) 2 E 2

1, d1(x; y) � � ) d2(f (x); f (y)) � " .

Attention : il convient de bien distinguer la d�e�nition pr�ec�edente de celle
de continuit �e (dans la d�e�nition de la continuit �e en un point, " � " d�epend de
" et du point consid�er�e, alorsquedansla d�e�nition de l'uniforme continuit �e �
ne d�epend quede ", c'est pr�ecis�ement pour celaque l'on parle d'uniformit �e).

Exercice 1.10 Trouvezunefonction deR danslui mêmequi soit uniform�ement
continue. Trouvezune fonction de R danslui mêmequi soit continue et non
uniform�ementcontinue.

Rappelonsla d�e�nition desapplications Lipschitziennes:

D�e�nition 1.14 Soit (E1; d1) et (E2; d2) deuxespacesm�etriques,f une ap-
plication deE1 dansE2 et k 2 R+ . On dit quef estk-Lipschitzienne(ou Lip-
schitziennede rapport k) ssi pour tout (x; y) 2 E1 � E1 on a d2(f (x); f (y)) �
kd1(x; y). On dit en�n que f est Lipschitzienne ssi 9k � 0 tel que f soit
k-Lipschitzienne.
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Exercice 1.11 Soit (E; d) un espace m�etrique. Montrer que:

1. Pour tout x0 2 E, l'application x 7! d(x; x0) est 1-Lipschitzienne.

2. Pour toute partie non vide A de E l'application

x 7! dA (x) := inf f d(x; a), a 2 Ag

est 1-Lipschitzienne.

Exercice 1.12 Montrer quelesapplications lipschitziennesde (E1; d1) dans
(E2; d2) sont uniform�ementcontinues.Trouveruneapplication uniform�ement
continue de R dansR qui n'est pas Lipschitzienne.

Exercice 1.13 Montrer qu'unefonction continue et p�eriodiquedeR dansR
est uniform�ementcontinue.

Exercice 1.14 Soit f : R ! R uniform�ementcontinue. Montrer qu'il existe
deuxconstantesa et b telles quejf (x)j � ajxj + b, 8x 2 R.

Le r�esultat suivant (Th�eor�emede Heine) �enoncequesi l'espacede d�epart
est compact alors les notions de continuit �e et de continuit �e uniforme coinci-
dent :

Th �eor�eme 1.3 Soit (E1; d1) et (E2; d2) deux espaces m�etriques, f une ap-
plication continue de E1 dans E2. Si (E1; d1) est compact alors f est uni-
form�ementcontinue sur E1.

Preuv e:
Supposons,par l'absurde que f ne soit pas uniform�ement continue alors il
existe " > 0, il existe deux suites d'�el�ements de E1, (xn ) et (yn) telles que
d1(xn ; yn) tendevers0 et d2(f (xn ); f (yn)) � " pour tout n. E1 �etant compact
on peut extraire dessous-suitesconvergentesde(xn ) et (yn ) delimites respec-
tivesx et y. En passant �a la limite on obtient x = y et d2(f (x); f (y)) � " > 0
ce qui est absurde.

2

1.6 Poin ts �xes de contractions

Le th�eor�eme suivant (point �xe pour les contractions ou th�eor�eme de
point �xe de Banach-Picard) est tr �es utile dans beaucoupde situations (il
sert en particulier �a d�emontrer les th�eor�emesde Cauchy-Lipschitz, de l'in-
version locale ou encoreest tr �esutile dans certains probl�emesde program-
mation dynamique) et il illustre parfaitement l'imp ortance de la notion de
compl�etude.
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Th �eor�eme 1.4 Soit (E; d) un espace m�etrique completet f une contraction
de E, c'est �a dire une application de E dansE telle qu'il existek 2]0; 1[ tel
que:

d(f (x); f (y)) � kd(x; y), 8(x; y) 2 E � E:

Alors f admet un unique point �xe : il existe un unique x 2 E tel que
f (x) = x. De plus, pour tout x0 2 E, si on d�e�nit par r�ecurrence la suite xn

par xn+1 = f (xn ), pour n � 0, la suite xn convergevers x quandn ! + 1 .

Preuv e:
On commenced'abord par montrer l'unicit �e, supposonsque f admette deux
points �xes x1 et x2. Commef (x1) = x1 et f (x2) = x2, on a alorsd(x1; x2) =
d(f (x1); f (x2) � kd(x1; x2) et comme k < 1, il vient d(x1; x2) = 0 donc
x1 = x2 d'o�u l'unicit �e.

Montrons maintenant l'existence. Soit x0 2 E, d�e�nissons la suite xn

commedans l' �enonc�e et montrons que celle-ciest de Cauchy. On commence
par remarquerque pour tout n 2 N� on a d(xn+1 ; xn ) = d(f (xn); f (xn� 1)) �
kd(xn ; xn� 1) en it �erant l'argument on a donc aussi:

d(xn+1 ; xn ) � knd(x1; x0) (1.3)

Pour q � p � N on a donc :

d(xp; xq) � d(xp; xp+1 ) + ::: + d(xq� 1; xq) � d(x1; x0)(kp + :::: + kq� 1)

� d(x1; x0)
kN

1 � k

comme k 2]0; 1[, kN tend vers 0 quand N ! + 1 , l'in �egalit�e pr�ec�edente
implique donc que (xn ) est de Cauchy et donc admet une limite x dans
E puisque(E; d) est complet. On v�eri�e ais�ement que f est continue donc
xn+1 = f (xn ) convergevers f (x) on a donc x = f (x). 2

Il faut bien retenir que le th�eor�eme pr�ec�edent indique tr �es simplement
comment trouver le point �xe d'une contraction f : on part de x0 AR-
BITRAIRE (c'est assezremarquable) et on calcule les it �er�eesx1 = f (x0),
x2 = f (x1)... cette suite convergevers le point �xe de f (noter aussique la
vitessede convergenceest g�eom�etrique : d(x; xn ) � knd(x; x0)).

Noter quedansle th�eor�emepr�ec�edent l'hypoth�esede contraction (k < 1)
est fondamentale. Pour s'en convaincre consid�erer f (x) = x + 1 dansR...

Exercice 1.15 R�esoudre dansR l' �equationarctan(x) = x et �etudier le com-
portement dessuitesv�eri�ant xn+1 = arctan(xn ) (x0 2 R arbitraire).
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1.7 Connexit �e

Une derni�ere notion importante est cellede connexit�e. Intuitiv ement, un
ensemble connexeest un ensemble "d'un seul tenant".

D �e�nition 1.15 Soit (E; d) un espace m�etrique on dit que E est connexe
ssi les seulssousensembles�a la fois ouvertset ferm�esde (E; d) sont E et ; .

La caract�erisationsuivante permetdemieuxvisualiserla notion deconnexit�e.

Prop osition 1.11 Soit (E; d) un espace m�etrique, les assertionssuivantes
sont �equivalentes:

1. (E; d) est connexe,

2. toute application continue de E dans f 0; 1g est constante(f 0; 1g �etant
muni par exemplede la distance naturelle de R).

Preuv e:
Supposons(E; d) connexeet soit f 2 C0(E; f 0; 1g), soit A0 = f � 1(0) et
A1 = f � 1(1). Par continuit �e de f , A0 et A1 sont ouverts et A1 = E nA0 ainsi
A0 et A1 sont aussiferm�es,donc A0 ou A1 est vide ce qui montre que f est
constant.

Soit A une partie �a la fois ouverte et ferm�ee de E, en d�e�nissant B :=
E n A, le couple (A; B) forme alors une partition ouverte de E. D�e�nissons
f la fonction indicatrice de A, f est alors une fonction continue de E dans
f 0; 1g. Si 2: est satisfaite, f est constante donc A est vide ou �egale�a E, ce
qui montre que (E; d) est connexe.

2

Exemple 1.8 Un singletonest connexe.En revancheles sousensemblesde
R, f 0; 1g ou Z ne sont pas connexes.Dans R2, l'ensembleconstitu�e de deux
boulesdisjointes B1 et B2 n'est pas connexe(consid�erer la fonction valant 1
sur B1 et 0 sur B2).

Un crit �eresimpledeconnexit�eestceluideconnexit�epar arcs; un ensemble
connexepar arcsest un ensemble dont les points peuvent être joints par un
arc continu :

D �e�nition 1.16 Soit (E; d) un espacem�etriqueon dit queE estconnexepar arcs
ssi pour tout (x1; x2) 2 E 2, il existe 
 2 C0([0; 1]; E) tel que 
 (0) = x1 et

 (1) = x2.

On a alors
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Prop osition 1.12 Tout espace m�etrique connexepar arcs est connexe.

Preuv e:
Supposons(E; d) connexepar arcs, et soit f une application continue de E
dans f 0; 1g, il s'agit de montrer que f est constante. Supposonspar l'ab-
surde qu'il existe (x1; x2) 2 E 2 tel que f (x1) = 0 et f (x2) = 1 et soit

 2 C0([0; 1]; E) tel que 
 (0) = x1 et 
 (1) = x2. Pour tout t 2 [0; 1] on
d�e�nit alorsg(t) := f (
 (t)), on a alorsg 2 C0([0; 1]; R), g(0) = 0 et g(1) = 1.
Avec le th�eor�emedesvaleurs interm�ediares,il existe donc t0 2]0; 1[ tel que
g(t0) = 1=2, or, g(t0) = f (
 (t0)) 2 f 0; 1g, d'o�u la contradiction voulue. 2

Exemple 1.9 Dans Rn , lessous-ensemblesconvexessont connexespar arcs
et donc connexes.

Exemple 1.10 Soit E unepartie deRn et x0 2 E, on dit queE est�etoil�epar
rapport �a x0 ssi pour tout x 2 E, le segment joignant x0 �a x est enti�erement
inclus dans E (noter la di� �erence avec la convexit�e...). Si E est �etoil�e par
rapport �a l'un de sespoints, alors E est connexepar arcs donc connexe.

Dans, la preuve de la proposition 1.12,nousavonsutilis�e le th�eor�emedes
valeursinterm�ediaires.En voici la g�en�eralisationnaturelle formul�eeentermes
de connexit�e : l'image d'un ensemble connexepar une application continue
est connexe.

Prop osition 1.13 Soit (E1; d1) et (E2; d2) deuxespacesm�etriques.Si (E1; d1)
est connexeet f est une application continue de E1 �a valeursdansE2, alors
l'image f (E1) est connexe.

Preuv e:
Soit g une application continue de f (E1) dans f 0; 1g et soit h(x) := g(f (x))
pour tout x 2 E1, h est continue de E1 qui est connexedans f 0; 1g, donc h
est constante sur E1 cequi implique que g est constante sur f (E1).

2
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Chapitre 2

Espaces vectoriels norm �es,
espaces de Banac h

Dans tout cechapitre, E d�esigneun R-espacevectoriel.

2.1 D�e�nitions premi �eres

D�e�nition 2.1 On appelle norme sur E toute application : k:k : E ! R+

v�eri�ant :

1. kxk = 0 , x = 0,

2. kx + yk � kxk + kyk, 8(x; y) 2 E 2,

3. k�x k = j� jkxk , 8(�; x) 2 R � E.

On appelle espace vectoriel norm�e (evn) la donn�ee d'un couple (E; k:k)
avec E un espace vectoriel r�eel et k:k une norme sur E.

Une normed�e�nit une distancesur E (et donc une topologie,desferm�es,
descompacts...)donn�eepar :

d(x; y) := kx � yk, 8(x; y) 2 E 2:

Bien noter ici quelesevn ne sont qu'un casparticulier desespacesm�etriques
�etudi�esau chapitre pr�ec�edent. En particulier une normed�e�nit une distance
mais une distance n'est pas n�ecessairement associ�ee �a une norme (prendre
l'exemplede la distancegrossi�ere).

Notons aussique kxk = k � xk et jkxk � kykj � kx � yk.
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Exemple 2.1 Pour E = Rn , nous avonsd�eja rencontr�e les normes :

kxk1 := max(jx1j; ::; jxn j); kxk1 :=
nX

i =1

jx i j; kxk2 := (
nX

i =1

jx i j2)1=2

Nous verrons par la suite, quepour tout p � 1 :

kxkp := (
nX

i =1

jx i kp)1=p (2.1)

d�e�nit une norme sur Rn . On peut construire de nombreux autres exemples
(par exempleen notant quela sommeou le max d'un nombre �ni de normes
est encore une norme).

Exemple 2.2 E = C0([a;b]; R) munie de la norme

kf k1 := maxfj f (t)j, t 2 [a;b]g:

Sur E on peut aussi consid�erer les normes :

kf k1 :=
Z b

a
jf j; kf k2 := (

Z b

a
f 2)1=2

ou plus g�en�eralementpour tout p � 1 :

kf kp := (
Z b

a
jf jp)1=p:

Exemple 2.3 E = l1 := f (xn )n 2 RN : (xn )n born�eeg munie de la norme

kxk1 := supjxn j, n 2 N:

D�e�nition 2.2 Soit E un R-ev, k:k1 et k:k2 deuxnormessur E on dit que
ces deux normes sont �equivalentesssi il existe deux constantesstrictement
positivesa et b telles quepour tout x 2 E on ait :

akxk1 � kxk2 � bkxk1:

La notion denormes�equivalentesestimportante cardeuxnormes�equivalentes
ont lesmêmesouverts, lesmêmesferm�es,lesmêmesborn�es,lesmêmescom-
pacts, les mêmessuites convergentes etc... autrement dit ellesd�e�nissent la
mêmetopologie(.... et le mêmecalcul di� �erentiel) .
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Exemple 2.4 Sur Rn , les normesk:k1 et k:k1 sont �equivalentes: en e�et,
on a clairement pour tout x 2 Rn , kxk1 � kxk1 et kxk1 � nkxk1 . Nous
verrons au paragraphe 2.3 que sur Rn , en fait, TOUTES les normes sont
�equivalentes.

Exemple 2.5 Consid�erons sur E := C0([0; 1]; R) les normes k:k1 et k:k1

comme dans l'exemple 2.2. Il est facile de voir que pour tout f 2 E on
a : kf k1 � kf k1 mais ces 2 normes ne sont pas �equivalentespour autant.
En e�et, consid�erons la suite de fonctions f n (t) := max(0; n(1 � nt)) , on a
kf nk1 = n et kf nk1 = 1=2, il ne peut donc exister de constante positive a
telle quekf nk1 � akf nk1 pour tout n 2 N� .

On a vu au chapitre pr�ec�edent l'imp ortance de la notion de compl�etude
dans le cadre g�en�eral desespacesm�etriques, ainsi les evn completsappel�es
espacesde Banach jouent un rôle tr �esimportant en analyse:

D�e�nition 2.3 On appelle espace de Banach tout evn qui muni de la dis-
tance associ�ee �a sa norme est complet.

2.2 S�eries �a valeurs dans un espace de Banac h

Soit (E; k:k) un evn et (xn )n 2 EN, on rappelle que la s�erie de terme
g�en�eral xn (notation : (

P
n xn ), vocabulaire : s�erie �a valeurs dans E) est la

suite form�eespar sessommespartielles : Sn :=
P

k� n xk .

D �e�nition 2.4 Soit (E; k:k) un evn et (
P

n xn )n une s�erie �a valeurs dans
E. On dit que(

P
n xn )n est convergentessi la suite de sessommespartiel les

converge dans (E; k:k), on appelle sommede la s�erie la limite des sommes
partiel les qu'on note simplement

P + 1
n=0 xn . On dit que(

P
n xn )n est norma-

lement convergentessi la s�erie (
P

n kxnk)n est convergentedansR.

On rappelle que la s�erie (�a termes positifs) (
P

n kxnk)n converge ssi la
suite de sessommespartielles est de Cauchy :

8" > 0; 9N 2 N tq 8p � q � N ,
pX

k= q+1

kxkk � " (2.2)

danscecasla suite desrestes
P + 1

k= n kxkk tend vers 0 quand n ! + 1 .

Prop osition 2.1 Soit (E; k:k) un espace de Banach et (
P

n xn ) une s�erie
�a valeurs dans E, si (

P
n xn ) est normalement convergente alors (

P
n xn )

convergedansE.
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Preuv e:
Il su�t de montrer que la suite dessommespartielles Sn :=

P
k� n xk est de

Cauchy, or on a pour p � q :

kSp � Sqk �
pX

k= q+1

kxkk �
+ 1X

k= q+1

kxkk (2.3)

commela s�erie est normalement convergente, le membre de droite de (2.3)
tend vers 0 quand q ! + 1 , (Sn)n est donc de Cauchy et la s�erie converge.
2

Attention : la convergencenormaleestsu�san te pour la convergencemais
pasn�ecessaire(dans R consid�erer la s�erie altern�eede terme g�en�eral (� 1)n=n
qui est convergente mais non absolument convergente).

Exercice 2.1 Soit (E; k:k) un evn, montrer que (E; k:k) est un espace de
Banach ssi toute s�erie �a valeursdansE normalementconvergenteest abso-
lument convergente.

Exercice 2.2 Soit (f n ) une suite born�eede (C0([0; 1]; R); k:k1 ) et (
P

n � n )
une s�erie �a valeurs dans R convergente, montrer que la s�erie (

P
n � n f n )

convergedans(C0([0; 1]; R); k:k1 ) (on pourra utiliser le th�eor�eme2.6).

2.3 Espaces vectoriels norm �es de dimension
�nie

En dimension�nie, nousallonsvoir quetoute lesnormessont �equivalentes,
cequi signi�e enpratique quel'on peut utiliser sur Rn n'importe quellenorme
sanschangerde topologie,on parle alors simplement de la topologie de Rn

sanspr�eciserla norme.

Th �eor�eme 2.1 Lesparties compactesde(Rk ; k:k1 ) sont sesparties ferm�ees
born�ees.En particulier toute suite born�eede (Rk ; k:k1 ) admetune sous-suite
convergente.

Preuv e:
Soit F une partie ferm�ee born�ee de Rk pour la norme k:k1 . Il existe alors
M > 0 telle queF � B(0; M ) = [� M ; M ]k . Soit (xn )n 2 F N � ([� M ; M ]k )N,
en vertu du th�eor�eme 1.1, [� M ; M ] est un compact de R, on peut donc
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extraire une sous-suite1 (x ' (n) )n telle que pour i = 1; :::; k la suite des i -
�emescomposantes (x i;' (n) )n converge vers une limite x i 2 R. Notons x =
(x1; :::; xk), pour tout i on a jx i;' (n) � x i j ! 0 quand n ! + 1 et donc

lim
n

kx ' (n) � xk1 = 0:

Ainsi (x 'n ) converge vers x, en�n x 2 F car F est ferm�e ce qui ach�eve la
preuve.

2

Th �eor�eme 2.2 Si E est un espace vectoriel r�eel de dimension �nie alors
toutes les normessur E sont �equivalentes.

Preuv e:
Sansperte de g�en�eralit�e supposonsE = Rn . Soit N une norme sur Rn , nous
allons montrer que N est �equivalente �a la norme k:k1 de Rn (si toutes les
normessont �equivalentes �a une norme donn�ee alors par \transitivit �e" elles
sont toutes �equivalentes entre elles). Soit (e1; :::; en ) une basede Rn et soit
x 2 Rn que l'on �ecrit danscette basex =

P n
i=1 x i ei , on a :

N (x) = N (
nX

i =1

x i ei ) �
nX

i =1

jx i jN (ei ) � (
nX

i =1

N (ei ))kxk1

doncN (x) � Ckxk1 pour tout x 2 Rn (C =
P

N (ei )). On a doncpour tout
x, y :

jN (x) � N (y)j � jN (x � y)j � Ckx � yk1 (2.4)

ce qui montre en particulier que N est continue de (Rn ; k:k1 ) dansR.

Soit S := f x 2 Rn : kxk1 = 1g, S est un ferm�e born�e de (Rn ; k:k1 ) et
donc un compact en vertu du th�eor�eme 2.1. D'apr�es (2.4), N atteint donc
son in�m um sur S soit donc x0 2 S tq N (x0) = minS N commex0 2 S on
a x0 6= 0 et donc N (x0) > 0 posons� = N (x0). Pour x 6= 0, x=kxk1 2 S et
donc :

N (
x

kxk1
) � � ) kxk1 �

N (x)
�

:

La derni�erein�egalit�e �etant aussisatisfaitepour x = 0, ceciach�eve de montrer
que N et k:k1 sont �equivalentes. 2

En combinant lesth�eor�emes2.1et 2.2,on obtient le r�esultat suivant dont
la preuve est laiss�eeau lecteur :

1En r�ealit�e, il faut e�ectuer plusieurs extractions successives,les d�etails sont laiss�esau
lecteur...
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Th �eor�eme 2.3 Soit (E; k:k) un evnr�eeldedimension�nie, lesparties com-
pactesde (E; k:k) sont sesparties ferm�eeset born�ees.En particulier, toute
suite born�eede (E; k:k) admet une sous-suiteconvergente.

Attention, le r�esultat pr�ec�edent est faux en dimensionin�nie (il est même
\tr �esfaux" car on montre que la boule unit �e ferm�eed'un evn n'est JAMAIS
compactesi cedernier est de dimensionin�nie).

Exercice 2.3 Soit (xn )n 2 (Rk)N, et N une norme sur Rk . Montrer les
�equivalences :

1. (xn )n convergevers x pour k:k1 ,

2. (xn )n convergevers x pour N ,

3. pour tout i = 1; :::; k (x i;n )n convergevers x i dansR.

2.4 In �egalit �es de H•older et de Mink owski

On seproposede montrer ici, deux in�egalit�es importantes, qu'il faut sa-
voir red�emontrer et d'�etablir que la formule (2.1) de l'exemple 2.1 d�e�nit
e�ectivement une norme sur Rn . Dans ce qui suit p est un r�eel strictement
sup�erieur �a 1 et q est sonexposantconjugu�e, c'est �a dire v�eri�e 1=p+ 1=q= 1.
On a ainsi q > 1 et q = p=(p � 1). On a d'abord :

Lemme 2.1 Soit x et y deuxr�eelspositifs on a :

xy �
xp

p
+

yq

q
(2.5)

Preuv e:
Commet 7! exp(t) est convexeet 1=p+ 1=q= 1 on a pour tout (u; v) 2 R2 :

exp(
u
p

+
v
q

) �
1
p

exp(u) +
1
q

exp(v) (2.6)

Si x > 0 et y > 0 on poseu = pln(x) et v = qln(y), avec (2.6), il vient :

xy �
xp

p
+

yq

q
:

En�n, (2.5) estclairement satisfaitesi x = 0 ou y = 0 cequi ach�eve la preuve.
2

Ceci permet d'�etablir l'in �egalit�e de H•older :
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Prop osition 2.2 Soit (a1; :::; an ), et (b1; :::; bn ) desr�eels,on a :

nX

i =1

jai bi j � (
nX

i =1

jai jp)1=p(
nX

i =1

jbi jq)1=q: (2.7)

Preuv e:
On peut clairement suposerlesai et lesbi non tous nuls, d�e�nissonsalors les
r�eelsstrictement positifs

S := (
nX

i =1

jai jp)1=p; T := (
nX

i =1

jbi jq)1=q:

En appliquant l'in �egalit�e (2.5) �a x i := jai j=S et yi := jbi j=T, il vient d'abord :

jai bi j
ST

�
jai jp

pSp
+

jbi jq

qTq
(2.8)

en sommant cesin�egalit�es,on obtient :

nX

i =1

jai bi j
ST

�
1

pSp

nX

i =1

jai jp +
1

qTq

nX

i =1

jbi jq: (2.9)

Par d�e�nition de S et T, le membre de droite de (2.9) vaut 1=p+ 1=q= 1 et
donc :

nX

i =1

jai bi j � ST

ce qui prouve (2.7). 2

On peut en d�eduire l'in �egalit�e de Minkowski :

Prop osition 2.3 Soit (x1; :::; xn ), et (y1; :::; yn) desr�eels,on a :

(
nX

i =1

jx i + yi jp)1=p � (
nX

i =1

jx i jp)1=p + (
nX

i =1

jyi jp)1=p: (2.10)

Preuv e:
Remarquonsd'abord :

nX

i =1

jx i + yi jp �
nX

i =1

jx i jj x i + yi jp� 1 +
nX

i =1

jyi jj x i + yi jp� 1 (2.11)

30



En appliquant l'in �egalit�e de H•older �a ai = jx i j et bi = jx i + yi jp� 1, et en
utilisant (p � 1)q = p il vient :

nX

i =1

jx i jj x i + yi jp� 1 � (
nX

i =1

jx i jp)1=p(
nX

i =1

jx i + yi j(p� 1)q)1=q

= (
nX

i =1

jx i jp)1=p(
nX

i =1

jx i + yi jp)1=q

(2.12)

De même,on a :
nX

i =1

jyi jj x i + yi jp� 1 � (
nX

i =1

jyi jp)1=p(
nX

i =1

jx i + yi jp)1=q (2.13)

Avec (2.11), (2.12) et (2.13), il vient

nX

i =1

jx i + yi jp � (
nX

i =1

jx i + yi jp)1=q

 

(
nX

i =1

jx i jp)1=p + (
nX

i =1

jyi jp)1=p

!

(2.14)

�nalement, comme1 � 1=q = 1=p, (2.14) ser�e�ecrit (lorsque les x i + yi sont
non tous nuls)

(
nX

i =1

jx i + yi jp)1=p � (
nX

i =1

jx i jp)1=p + (
nX

i =1

jyi jp)1=p:

En�n l'in �egalit�e (2.10) est �evidente lorsquex i + yi = 0 pour tout i . 2

Finalement on a le r�esultat annonc�e :

Th �eor�eme 2.4 Soit pour tout x = (x1; :::; xn ) 2 Rn :

kxkp := (
nX

i =1

jx i jp)1=p: (2.15)

k:kp d�e�nit une norme sur Rn .

Preuv e:
Il est clair que kxkp = 0 ssi x = 0 et que k�x kp = j� jkxkp, 8(�; x) 2 R � Rn ,
en�n l'in �egalit�e triangulaire provient de l'in �egalit�e de Minkowski (2.10). 2

Exercice 2.4 En vousinspirant de ce qui pr�ec�edemontrer quepour p � 1 :

f 7! (
Z b

a
jf jp)1=p:

est une norme sur C0([a;b]; R).
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2.5 Exemples d' espaces de Banac h

Evidemment tout R-ev de dimension�nie muni d'une norme quelconque
est un espacede Banach :

Prop osition 2.4 RN muni de n'importe quelle norme est un espace de Ba-
nach.

Preuv e:
Soit (xn )n 2 (RN )N une suite de Cauchy pour la norme k:k1 (le choix d'une
norme n'importe pas ici puisqu'en dimension �nie toutes les normes sont
�equivalentes). Il estclair quechaquesuite form�eepar lescomposantes : (x1

n )n ,
..., (xN

n )n estdeCauchy dansR et commeR estcomplet,cessuitesconvergent
respectivement versdeslimites x1, ..., xN . Il estalorsclair que(xn )n converge
dansRN vers x = (x1; :::; xN ). 2

Exercice 2.5 Prouver queRN est complet commesuit. Soit (xn )n une suite
de CauchydansRk , montrer que

1. (xn )n est born�eeet admet une sous-suiteconvergente,

2. en d�eduire que(xn )n convergeet conclure.

Passonsmaintenant �a quelquesexemplesd'espacesde Banach de dimen-
sion in�nie. Soit X un ensemble, (E; k:k) un espacede Banach et B(X ; E)
l'ensemble desapplications born�eesde X dansE :

B(X ; E) := f f : X ! E tq sup
x2 X

kf (x)k < + 1g (2.16)

on v�eri�e trivialement que B(X ; E) est un ev et que sur E :

kf k1 := sup
x2 X

kf (x)k (2.17)

est une norme appel�ee norme de la convergenceuniforme (ou simplement
norme uniforme).

Remarque.
Il faut bien distinguer la convergenceuniforme et la convergencesimple

((f n ) converge uniform�ement vers f lorsque kf n � f k1 tend vers 0 alors
que(f n ) convergesimplement versf lorsque(f n (x)) convergeversf (x) dans
(E; k:k) pour tout x 2 X ). Evidemment si (f n ) convergeuniform�ement versf
alors (f n ) convergesimplement vers f mais la r�eciproque est fausse(trouvez
descontre-exemples).
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Th �eor�eme 2.5 Soit X un ensemble,et (E; k:k) un espace de Banach alors
(B(X ; E); k:k1 ) est un espace de Banach.

Preuv e:
Soit (f n )n une suite de Cauchy de (B(X ; E); k:k1 ), cequi signi�e :

8" > 0, 9N 2 N t.q. 8p;q � N; 8x 2 X ; kf p(x) � f q(x)k � ": (2.18)

Nousallons prouver que (f n )n convergedans(B(X ; E); k:k1 ) en passant
par trois �etapes.

Etap e 1 : iden ti�cation d'une limite ponctuelle
Soit x 2 X (�x �e), (2.18) implique enparticulier quela suite (f n (x))n 2 EN

est de Cauchy et comme(E; k:k) est un Banach, elle converge: soit f (x) sa
limite.

Etap e 2 : f 2 B(X ; E)
D'apr�es(2.18), il existeN tel quepour tout p;q � N , et pour tout x 2 X

on a :
kf p(x) � f q(x)k � 1: (2.19)

Pour x 2 X �x �e, prenonsp = N , faisons tendre q vers + 1 dans (2.19),
commef q(x) convergevers f (x) on obtient kf N (x) � f (x)k � 1 mais comme
x 2 X est arbitraire dans l'in �egalit�e pr�ec�edente, nousobtenons:

sup
x2 X

kf (x) � f N (x)k � 1 ) (f � f N ) 2 B(X ; E)

et commef N 2 B(X ; E) on en d�eduit que f 2 B(X ; E).
Etap e 3 : (f n )n converge vers f dans (B(X ; E); k:k1 )
Soit " > 0, d' apr�es (2.18), il existe N tq pour tout p;q � N et tout

x 2 X on a kf p(x) � f q(x)k � " . Comme pr�ec�edemment, �xons x 2 X ,
prenonsp � N et faisonstendre q vers + 1 , on obtient alors :

kf p(x) � f (x)k � ": (2.20)

Mais comme(2.20) a lieu pour tout p � N et tout x 2 X on a :

8p � N; kf p � f k1 � ":

ce qui ach�eve la preuve. 2

Notons que dans ce qui pr�ec�ede, l'ensemble de d�epart X est totalement
arbitraire. Un casparticulier int�eressant est celui o�u X = N, en e�et dans
ce cas B(N; E) = l1 (E) est l'espacedes suites born�eesd'�el�ements de E.
En munissant l1 (E) de la norme uniforme et en appliquant le th�eor�eme
pr�ec�edent on a ainsi :
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Corollaire 2.1 Soit (E; k:k) un espace de Banach, alors l 1 (E) muni de la
norme uniforme est un espace de Banach.

Un autre casint�er�essant est celui o�u X est muni d'une distanced, dans
ce cas on peut s'int�eresser�a l'espacevectoriel C0

b(X ; E) des applications
continues et born�ees2 de X dans E. En munissant C0

b(X ; E) de la norme
uniforme d�e�nie par (2.17), on a :

Th �eor�eme 2.6 Soit (X ; d) un espace m�etrique et (E; k:k) un espace de Ba-
nach, alors (C0

b(X ; E); k:k1 ) est un espace de Banach.

Preuv e:
Soit (f n )n une suite de Cauchy de (C0

b(X ; E); k:k1 ), d'apr�es le th�eor�eme
2.5, nous savons que (f n )n converge vers une limite f 2 B(X ; E) dans
(B(X ; E); k:k1 ), il noussu�t donc de montrer quef est continue pour pou-
voir conclure.

Soit " > 0 et soit N tq pour tout n � N on ait :

kf n � f k1 �
"
3

(2.21)

Soit x0 2 X , commef N est continue en x0, il existe � > 0 tel que :

8x 2 B(x0; � ), kf N (x0) � f N (x)k �
"
3

(2.22)

Pour x 2 B(x0; � ) on a :

kf (x) � f (x0)k � kf (x) � f N (x)k + kf N (x) � f N (x0)k + kf N (x0) � f (x0)k

� kf � f N k1 + "=3 + kf � f N k1

� " (avec (2.21))

ce qui montre que f est continue en x0.
2

Exercice 2.6 Soit (E1; N1),...(EK ; NK ) desespacesde Banachet soit E :=
E1 � ::: � EK montrer quesur E :

N (x1; ::; xK ) :=
KX

i =1

N i (x i ); M (x1; ::; xk) := max
i =1 ;::;K

N i (x i ):

sont des normes �equivalenteset que E muni d'une de ces normes est un
espace de Banach.

2Notons au passageque si (X ; d) est compact alors toute application f continue de
(X ; d) dans (E ; k:k) est born�eepuisque f (X ) est compact donc born�e.
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2.6 A tten tion �a la dimension in�nie

Il s'agit dans ce paragraphed'attirer votre attention sur le fait que cer-
taines propri�et�es \bien commodes" des evn de dimension �nie sont fausses
en dimensionin�nie :

� dans un evn de dimension in�nie, un ferm�e born�e n'est pas automa-
tiquement compactou, cequi revient au même,il peut existerdessuites
born�eessanssous-suiteconvergente,

� endimensionin�nie, toutes lesnormesnesont pas�equivalentes (je vous
renvoie �a l'exemple2.5),

� en dimensionin�nie, le choix d'une norme a de l'imp ortance: muni de
la normeuniformeC0([0; 1]; R) estun espacedeBanach maismuni dela
normek:k1, il n'est pascomplet, commenousallons le voir. Autrement
dit, en dimension in�nie il n'est pas automatique qu'un evn soit un
Banach.

Bref, un certain nombre de propri�et�es topologiquesautomatiquesen di-
mensionin�nie (compl�etude, compacit�e desferm�esborn�es,ou, commenous
le verrons au prochain chapitre, la continuit �e des applications lin�eaires...)
sont en d�efaut d�esque l'on passe�a la dimensionin�nie.

Passonsmaintenant en revuequelquesexemples.
Une suite born �ee sans valeur d'adh �erence dans (C0

b (R; R); k:k1 ) :

Posonspour x 2 R, f 0(x) := max(0; 1� jxj) et pour tout n 2 N, f n (x) :=
f (x � n). La suite (f n ) est born�eedans(C0

b(R; R); k:k1 ), en e�et : kf nk1 =
kf 0k1 = 1. Supposonspar l'absurdeque la suite (f n ) admette unesoussuite
(f ' (n) )n qui convergeversunelimite f dans(C0

b(R; R); k:k1 ). Notonsd'abord
que f n = 0 sur ] � 1 ; n � 1] on doit donc avoir f = 0 sur ] � 1 ; ' (n) � 1]
pour tout n et donc f = 0 sur R. Mais si (f ' (n)) converge vers 0 (dans
(C0

b (R; R); k:k1 )), alors kf ' (n)k1 tend vers 0, ce qui est absurde puisque
kf ' (n)k1 = 1.

Cet exemplemontre que la boule unit �e ferm�eede C0
b(R; R) (pour k:k1 )

n'est pascompacte.

Une suite born �ee sans valeur d'adh �erence dans (C0([0; 1]; R); k:k1 ) :

Soit pour tout n 2 N� et tout t 2 [0; 1], f n (t) := t1=n. On a kf nk1 = 1
pour tout n. Supposonspar l'absurdequ'unesous-suite(f ' (n) )n convergevers
une limite f dans (C0([0; 1]; R); k:k1 ). En particulier pour tout t 2 [0; 1],
f ' (n) (t) convergevers f (t). Commef n (0) = 0 pour tout n on doit alors avoir
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f (0) = 0. Pour t 2]0; 1], f n (t) convergevers 1 donc f (t) = 1 pour t 2]0; 1]
mais avec f (0) = 0 cecicontredit la continuit �e suppos�eede f .

Une suite de Cauchy de (C0([� 1; 1]; k:k1) qui ne converge pas :

Pour n 2 N� et t 2 [� 1; 1] d�e�nissons

f n (t) =

8
<

:

� 1 si t 2 [� 1; � 1=n]
nt si t 2 [� 1=n;1=n]
1 si t 2 [1=n;1]

Montrons d'abord que (f n ) est de Cauchy dans (C0([� 1; 1]; k:k1). Pour
celad�e�nissons la fonction (discontinue en 0) :

f (t) =

8
<

:

� 1 si t 2 [� 1; 0[
0 si t = 0
1 si t 2]0; 1]:

Un calcul imm�ediat donne:
Z 1

� 1
jf n � f j =

1
n

(2.23)

ainsi pour tout p;q � N on a :

kf p � f qk1 �
Z 1

� 1
jf p � f j +

Z 1

� 1
jf q � f j �

2
N

(2.24)

ce qui montre que la suite est de Cauchy.

Supposonspar l'absurde que (f n ) converge dans (C0([� 1; 1]; k:k1) vers
une limite g. Soit " > 0, pour tout n � 1=" on a f n = f sur [� 1; 1] n [� "; " ]
on a donc :

kf n � gk1 �
Z

[� 1;1]n[� ";" ]
jf � gj

en faisant n ! + 1 on en d�eduit que f = g sur [� 1; 1] n [� "; " ] et comme
" > 0 estquelconqueon a f = g sur [� 1; 1]nf 0g cequi contredit la continuit �e
suppos�eede g.

Cet exemplemontre que(C0([� 1; 1]; k:k1) n'est pasun espacedeBanach.

Exercice 2.7 Soit f n (t) = tn pour n 2 N� et t 2 [0; 1]. Etudier la conver-
gence simple, la convergence uniforme et la convergence en norme k:k1 de la
suite (f n ) dansC0([0; 1]; R).

Montrer que(f n ) est de Cauchydans(C0([0; 1]; R); k:k1). Conclure.
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Chapitre 3

Applications lin �eaires,
bilin �eaires contin ues, dualit �e

Dans ce qui suit �etant donn�es (E; k:kE ) et (F; k:kF ) deux e.v.n, on no-
tera L(E; F ) (resp. L c(E; F )) l'espacevectoriel des applications lin�eaires
(resp. lin�eairescontinues) de E dans F . Pour E = F , on notera simple-
ment L(E) (resp. L c(E; F )) l'espacevectoriel des endomorphismes(resp.
endomorphismescontinus) de E.

3.1 Caract �erisation

Th �eor�eme 3.1 Soit (E; k:kE ) et (F; k:kF ) deux e.v.n, et f 2 L(E; F ), les
assertionssuivantessont �equivalentes:

1. f 2 L c(E; F ),

2. f est continue en un point,

3. f est born�eesur la boule unit�e ferm�eede E, B E (0; 1),

4. il existeune constanteM � 0 tq kf (x)kF � M kxkE 8x 2 E,

5. f est Lipschitziennesur E.

Preuv e:

1) ) 2) est �evident.

2) ) 3) : supposonsf continue en x0 2 E, alors 9r > 0 telle que pour
tout x 2 B E (x0; r ) on ait :

kf (x) � f (x0)kF � 1: (3.1)
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Soit u 2 B E (0; 1) on a x0 + ru 2 B E (x0; r ) et donc avec (3.1), il vient :

kf (x0 + ru) � f (x0)kF = kf (r u)kF = rkf (u)kF � 1 (3.2)

on en d�eduit donc que 8u 2 B E (0; 1), on a kf (u)kF � 1=r.
3) ) 4) : Supposonsdonc qu'il existe M > 0 telle que :

kf (u)kF � M , 8u 2 B E (0; 1): (3.3)

Soit x 2 E avec x 6= 0, on a x=kxkE 2 B E (0; 1) ainsi avec (3.3) :

kf (x=kxkE )kF =
kf (x)kF

kxkE
� M ) kf (x)kF � M kxkE : (3.4)

et la derni�ere in�egalit�e dans(3.4) est �evidente pour x = 0.
4) ) 5) : Par lin�earit�e, on a pour tout (x; y) 2 E � E :

kf (x) � f (y)kF = kf (x � y)kF � M kx � ykE (3.5)

ce qui montre que f est M -Lipschitzienne sur E.
5) ) 1) est �evident.
2

Exemple 3.1 Soit E := C0([� 1; 1]; R). Consid�erons sur E, la norme 1 :

kf k1 :=
Z 1

� 1
jf (t)jdt

et la norme uniforme :

kf k1 := maxfj f (t)j, t 2 [� 1; 1]g:

Soit en�n pour tout f 2 E, T(f ) := f (0). T estclairementune forme lin�eaire
sur E (i.e. T 2 L(E; R)) et pour tout f 2 E :

jT(f )j � kf k1

si bien queT est continue lorsqueE est muni de la norme uniforme.
Nous allons voir que T n'est PAS continue lorsque E est munie de la

norme k:k1. Pour cela, consid�erons la suite de fonctions :

f n (t) := max(0; n(1 � njtj)) ; t 2 [� 1; 1], n 2 N� :

Un calcul �el�ementairemontrequekf nk1 = 1 pour tout n et T(f n) = n ! + 1 .
Ainsi T n'est pasborn�eesur la bouleunit�e ferm�eede(E; k:k1) et doncT n'est
pas continue.
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Exercice 3.1 Les notations �etant celles de l'exercice pr�ec�edent, �etudier la
continuit �e del'application (lin �eaire!) S deE dansR3 d�e�nie pour tout f 2 E
par

S(f ) := (
Z 1

� 1
f (t)dt;

Z 1

0
t2f (t)dt;

Z 1

� 1
et f (t)dt)

lorsquel'on munit E de la norme k:k1 puis de la norme k:k1 et R3 de n'im-
porte quelle norme (cf. th�eor�eme2.2).

Comme d'habitude, on s'attend �a ce que les chosesse passent bien en
dimension�nie, en e�et :

Th �eor�eme 3.2 Soit (E; k:kE ) et (F; k:kF ) deuxe.v.n. Si E estdedimension
�nie alors L(E; F ) = L c(E; F ).

Preuv e:
Sansperte de g�en�eralit�e, on supposequeE = Rn et k:kE = k:k1 . Munissons
E d'une base(e1; ::; en ). Soit f 2 L(E; F ) et x 2 E, �ecrivons x =

P n
i x i ei ,

alors on a :

kf (x)kF = k
nX

i =1

x i f (ei )kF �
nX

i =1

jx i jkf (ei )kF � kxkE

nX

i =1

kf (ei )kF

ce qui prouve que f 2 L c(E; F ). 2

Remarque. Remarquonsque la conclusion du th�eor�eme pr�ec�edent est
en g�en�eral faussesi c'est F qui est de dimension �nie (voir les exemples
pr�ec�edents).

Terminonsce paragraphepar un r�esultat remarquabledû �a Banach sur
la continuit �e de l'inversed'une application lin�eairebijective entre espacesde
Banach :

Th �eor�eme 3.3 Soit (E; k:kE ) et (F; k:kF ) deux espaces de Banach et f 2
L c(E; F ), si f est bijective alors f � 1 2 L c(F; E).

La d�emonstration de ce r�esultat profond d�epassele cadrede ce cours (le
lecteur int�eress�e pourra consulter le livre de Br�ezis[1] : chapitre consacr�e au
lemme de Baire et �a sescons�equences).Nous admettrons donc ce r�esultat
danscequi suit.

39



3.2 Espaces d'applications lin �eaires contin ues,
dual top ologique

Th �eor�eme 3.4 Soit (E; k:kE ) et (F; k:kF ) deuxe.v.n.

1. Sur L c(E; F ) l'application :

f 7! kf kL c(E ;F ) := supfk f (x)kF : kxkE � 1g

d�e�nit une norme.

2. Si (F; k:kF ) est un espace de Banach, L c(E; F ) muni de la norme
d�e�nie pr�ec�edemmentest un espace de Banach.

Preuv e:
L'assertion 1: est �evidente et sa preuve laiss�eeau lecteur.

Soit (f n) une suite de Cauchy de (L c(E; F ); k:kL c(E ;F )), soit gn la restric-
tion de f n �a B E (0; 1). On a gn 2 C0

b(B E (0; 1); F ) car f n est continue et :

kgnk1 = kf nkL c(E ;F ) : (3.6)

Par d�e�nition de gn on a aussipour tout (p;q) 2 N2 :

kgp � gqk1 = kf p � f qkL c(E ;F ) : (3.7)

Ceci implique que (gn ) est de Cauchy dans (C0
b(B E (0; 1); F ); k:k1 ), donc,

grâceau th�eor�eme2.6,gn convergeversunelimite g dans(C0
b(B E (0; 1); F ); k:k1 ).

D�e�nissonsalors f par f (0) = 0 et :

f (x) = kxkg(
x

kxk
): (3.8)

Notons d'abord que g = f sur B E (0; 1), en e�et g(0) = f (0) = 0 et si
x 2 B E (0; 1) n f 0g, pour tout n on a :

kxkgn(
x

kxk
) = kxkf n (

x
kxk

) = f n (x) = gn (x)

et doncg = f sur B E (0; 1), enpassant �a la limite dansla relation pr�ec�edente.
Montrons que f est lin�eaire : soit (x1; x2; t) 2 E � E � R, pour tout n,

par lin�earit�e de f n , on a 1 :

0 = f n (x1 + tx 2) � f n (x1) � tf n (x2)

= kx1 + tx 2kgn (
x1 + tx 2

kx1 + tx 2k
) � kx1kgn(

x1

kx1k
) � tkx2kgn(

x2

kx2k
)

1Dans cequi suit, on fera un l�egerabusde notation, en posant kxkgn (x=kxk) = 0 pour
x = 0.
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en passant �a la limite on a f (x1 + tx 2) = f (x1) + tf (x2). On en d�eduit donc
que f est lin�eaire.

Puisque g = f sur B E (0; 1), f est born�ee sur B E (0; 1) et donc f 2
L c(E; F ). En�n, commegn = f n et g = f sur B E (0; 1), on a :

kgn � gk1 = kf n � f kL c(E ;F )

d'o�u l'on d�eduit que f n convergevers f dans(L c(E; F ); k:kL c(E ;F )).
2

Remarque. Soit f 2 L c(E; F ) et x 2 E nf 0g puisquex=kxkE est de norme
1 on a :

kf
�

x
kxkE

�
kF � kf kL c(E ;F )

ce qui par homog�en�eit�e donneaussi:

kf (x)kF � kf kL c(E ;F )kxkE : (3.9)

Evidemment (3.9) est aussiv�eri� �eepar x = 0. Il faut retenir (3.9) qui s'av�ere
tr �esutile dans la pratique.

Remarque. Notonsquedansle th�eor�emepr�ec�edent (commedansle th�eor�eme
2.6) c'est l'espaced'arriv �eequi doit être un Banach (l'espacede d�epart est
un evn quelconque).

D �e�nition 3.1 Soit (E; k:k) un R-evn, on appelle dual topologiquede E et
l'on note E 0 l'espace vectoriel des formes lin�eaires continues sur E : E 0 :=
L c(E; R)

On munit E 0 de la norme "duale" de la norme de E :

8f 2 E 0; kf kE 0 := supfj f (x)j : kxkE � 1g (3.10)

Il r�esultedu th�eor�eme(3.4) et de la compl�etude de R que (E 0; k:kE 0) est un
espacede Banach.

Attention : ne pas confondrele dual alg�ebrique de E, E � := L(E; R) et
sondual topologiqueE 0 (je vousrenvoie aux exemplesdu d�ebut du chapitre).
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3.3 Applications bilin �eaires contin ues

On va maintenant �etendre les r�esultats pr�ec�edents aux applications bi-
lin�eaires.Les preuvessont analogues�a cellesdesparagraphespr�ec�edents et
donc laiss�eesen exerciceau lecteur.

Etant donn�es trois R-ev E, F et G, on appelle application bilin�eaire de
E � F �a valeursdansG toute application :

a :
�

E � F ! G
(x; y) 7! a(x; y)

telle que :
{ pour tout y 2 F , l'application x 7! a(x; y) est lin�eairede E dansG,
{ pour tout x 2 E, l'application y 7! a(x; y) est lin�eairede F dansG.
On note L2(E � F; G) l'ensemble desapplications bilin�eairesde E � F

�a valeurs dans G. On v�eri�e ais�ement que L 2(E � F; G) a une structure de
R-ev.

Exemple 3.2 E = F = Rn , G = R et a(x; y) =
P n

i=1 x i yi .

Exemple 3.3 E = M n (R), F = G = Rn et l'application qui �a (A; x) 2 E� F
associe Ax.

Exemple 3.4 E0 R-ev quelconque,E = F = G = L(E0) et l'application qui
�a (u; v) 2 E � F associe u � v.

LorsqueE, F et G sont muniesde normesrespectivesk:kE , k:kF , et k:kG,
on peut s'int�eresser�a la continuit �e des�el�ements de L 2(E � F; G). On note
L2;c(E � F; G) l'ensemble des�el�ements continus de L 2(E � F; G). Notonsque
L2;c(E � F; G) est un sevde L 2(E � F; G). On a alors la caract�erisation :

Th �eor�eme 3.5 Soit (E; k:kE ), (F; k:kF ) et (G; k:kG) trois e.v.n, et a 2
L2(E � F; G), les assertionssuivantessont �equivalentes:

1. a 2 L2;c(E � F; G),

2. il existeune constanteM � 0 tq ka(x; y)kG � M kxkE kykF , 8(x; y) 2
E � F .

Preuv e:

Adapter la preuve du th�eor�eme3.1.
2

LorsqueE et F sont de dimension�nie, on a simplement :
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Th �eor�eme 3.6 Soit (E; k:kE ), (F; k:kF ) et (G; k:kG) trois e.v.n. Si E et F
sont de dimension �nie alors L 2(E � F; G) = L2;c(E � F; G).

Preuv e:

Adapter la preuve du th�eor�eme3.2. 2

Th �eor�eme 3.7 Soit (E; k:kE ), (F; k:kF ) et (G; k:kG) trois e.v.n

1. Sur L2;c(E � F; G) l'application :

a 7! kakL 2;c (E � F;G) := supfk a(x; y)kG : kxkE � 1; kykF � 1g

d�e�nit une norme.

2. Si (G; k:kG) est un espace de Banach,L 2;c(E � F; G) muni de la norme
d�e�nie pr�ec�edemmentest un espace de Banach.

Preuv e:

Adapter la preuve du th�eor�eme3.4. 2
Noter que si a 2 L 2;c(E � F; G), on a :

ka(x; y)kG � kakL 2;c (E � F;G)kxkE kykF 8(x; y) 2 E � F: (3.11)

3.4 Un isomorphisme utile

Nous allons voir ici que l'on peut identi�er L(E; L(F; G)) (respective-
ment L c(E; L c(F; G))) �a L2(E � F; G) (respectivement L 2;c(E � F; G)). Cette
identi�cation est particuli �erement utile en calcul di� �erentiel d�eslors que l'on
consid�ere desdi� �erentielles d'ordre 2 ou plus.

Plus pr�ecis�ement, soit v 2 L(E; L(F; G)) et d�e�nissonspour tout (x; y) 2
E � F :

av(x; y) := (v(x))( y)

il est imm�ediat de v�eri�er queav est bilin�eaire: av 2 L2(E � F; G). Soit alors
� l'application :

� :
�

L(E; L(F; G)) ! L 2(E � F; G)
v 7! av

Il est clair que � est lin�eaire (donc si on veut absolument utiliser desnota-
tions, � 2 L(L(E; L(F; G)); L 2(E � F; G))).
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Soit maintenant a 2 L 2(E � F; G), alors pour tout x 2 E, l'application
a(x; :) appartient �a L(F; G) (a(x; :)(y) := a(x; y) pour tout y 2 F ). Par
ailleurs par bilin�earit�e on a pour tout (x1; x2; � ) 2 E 2 � F :

a(�x 1 + x2; :) = �a (x1; :) + a(x2; :):

Ce qui signi�e que l'application :

Aa :
�

E ! L(F; G)
x 7! Aa(x) := a(x; :)

appartient �a L(E; L(F; G)). Soit maintenant

	 :
�

L2(E � F; G) ! L(E; L(F; G))
a 7! Aa

Soit a 2 L2(E � F; G) et (x; y) 2 E � F on a :

(� � 	)( a)(x; y) = (Aa(x))( y) = a(x; y)

a, x et y �etant arbitraire on a donc

� � 	 = id sur L2(E � F; G)

	 � � = id sur L(E; L(F; G)):

Autrement dit � estun isomorphismeet 	 est l'inversede�. L'isomorphisme
� permetdoncbiend'identi�er L(E; L(F; G)) �a L 2(E � F; G). L'identi�cation
pr�ec�edente est purement alg�ebrique. Supposonsmaintenant que E, F et G
sont muniesde normesrespectivesk:kE , k:kF , et k:kG. On a alors

Th �eor�eme 3.8 Soit � et 	 d�e�nis commepr�ec�edemment,on a alors :

1. Soit v 2 L(E; L(F; G)) alors on a :

v 2 L c(E; L c(F; G)) , �( v) 2 L 2;c(E � F; G):

2. Pour tout v 2 L c(E; L c(F; G)), on a :

kvkL c(E ;L c (F;G)) = k�( v)kL 2;c (E � F;G)

Preuv e:

Par d�e�nition, �( v) 2 L 2;c(E � F; G) ssi il existeM � 0 tel que

kv(x)(y)kG � M kxkE kykF 8(x; y) 2 E � F:
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Ceci �equivaut �a : il existe M � 0 tel que

8x 2 E, v(x) 2 L c(F; G) et kv(x)kL c (F;G) � M kxkE

ce qui signi�e exactement que v 2 L c(E; L c(F; G)).

Soit v 2 L c(E; L c(F; G)), on a :

k�( v)kL 2;c (E � F;G) = supfk (v(x))( y)kG : kxkE � 1; kykF � 1g

= supfk v(x)kL c (F;G) : kxkE � 1g = kvkL c(E ;L c(F;G))

2

Le th�eor�eme 3.8 exprime donc non seulement que L c(E; L c(F; G))) et
L2;c(E � F; G) sont isomorphesmaisenplus isom�etriques(� estuneisom�etrie
deL c(E; L c(F; G)) dansL2;c(E � F; G), cesespaces�etant munis deleur norme
naturelle).
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Chapitre 4

Espaces de Hilb ert

4.1 D�e�nitions et propri �et �es premi �eres

D�e�nition 4.1 Soit E un R-ev, on appelle produit scalaire (ps) sur E toute
application h:; :i : E � E ! R qui est :

1. bilin�eaire : pour tout x 2 E (�x �e) y 7! hx; yi est lin�eaire, et pour tout
y 2 E (�x �e) x 7! hx; yi est lin�eaire,

2. sym�etrique : hx; yi = hy; xi , 8(x; y) 2 E � E,

3. d�e�nie positive : hx; xi � 0, 8x 2 E et hx; xi = 0 , x = 0.

Notonslesidentit �esfaciles�a �etablir enutilisant la bilin�earit�eet la sym�etrie :

hx + y; x + yi = hx; xi + hy; yi + 2hx; yi ;

hx � y; x � yi = hx; xi + hy; yi � 2hx; yi , 8(x; y) 2 E � E:
(4.1)

D�e�nition 4.2 On appelle espacepr�ehilbertien la donn�eed'un couple(E; h:; :i )
avec E un R-ev et h:; :i un produit scalaire sur E.

La donn�ee d'un produit scalairepermet de d�e�nir une norme sur E, et
ce grâce�a l'in �egalit�e de Cauchy-Schwarz :

Prop osition 4.1 Soit (E; h:; :i ) un espace pr�ehilbertien.

1. pour tout (x; y) 2 E � E on a l'in �egalit�e de Cauchy-Schwarz:

j hx; yi j � (hx; xi )1=2(hy; yi )1=2: (4.2)

De plus il y a �egalit�e dans (4.2) ssi x et y sont li �es.

l'application x 7! (hx; xi )1=2 est une norme sur E appel�eenorme associ�eeau
ps h:; :i .
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Preuv e:

1) : D�e�nissonspour tout t 2 R,

g(t) := hx + ty; x + tyi = t2 hy; yi + 2t hx; yi + hx; xi

g est un trin ômeen t (non d�eg�en�er�e si y 6= 0 mais si y = 0 les2 membresde
(4.2) valent 0) et g(t) � 0 8t par positivit �e du ps. Le discriminant de g est
donc n�egatif soit :

(hx; yi )2 � hx; xi hy; yi ;

on obtient (4.2) en prenant la racine carr�eede l'in �egalit�e pr�ec�edente.

Il est clair quesi x et y sont li�es,il y a �egalit�e dans(4.2). R�eciproquement
si il y a �egalit�e dans(4.2) alors le discriminant de g est nul et donc g admet
une racine double t0 2 R, mais g(t0) = 0 ssi x + t0y = 0 et donc x et y sont
li�es.

2) : Notons kxk := (hx; xi )1=2, commeh:; :i est un ps, on a kxk = 0 ssi
x = 0. La bilin�earit�e implique clairement k�x k = j� jkxk. Reste �a montrer
l'in �egalit�e triangulaire : soit (x; y) 2 E � E on a

kx + yk2 = kxk2 + kyk2 + 2hx; yi

� kxk2 + kyk2 + 2kxkkyk (d'apr�esCauchy-Schwarz)

=( kxk + kyk)2

ce qui ach�eve de montrer que k:k est une norme sur E. 2

Notons k:k la norme associ�eeau ps h:; :i remarquonsque la connaissance
de cette norme permet de \retrouv er" le produit scalairepar l'identit �e sui-
vante (identit �e de polarisation) :

hx; yi =
1
2

(kx + yk2 � kxk2 � kyk2): (4.3)

Mentionnons aussil'identit �e du parall�elogramme:

kx + yk2 + kx � yk2 = 2(kxk2 + kyk2): (4.4)

Remarque. Il d�ecoulede l'in �egalit�e de Cauchy-Schwarz que pour tout x 2
H , la forme lin�eairey 7! hx; yi est continue sur H .

D�e�nition 4.3 Soit (E; h:; :i ) un espace pr�ehilbertien. On dit que(E; h:; :i )
est un espace de Hilbert ssi E muni de la norme associ�ee�a h:; :i est complet.
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Exemple 4.1 E = Rn muni du produit scalaire usuel : hx; yi :=
P N

i=1 x i yi .
Plus g�en�eralement, toute matrice carr�eede tail le n sym�etrique et d�e�nie po-
sitive A d�e�nit un ps sur Rn via :

hx; yi := x0Ay:

Evidemment, le cas du ps usuelcorrespond �a A = I n .

Exemple 4.2 l2 l'espace dessuites r�eelles (xn ) tq
P

jxn j2 < + 1 muni du
produit scalaire :

hx; yi :=
X

n� 0

xnyn :

Exemple 4.3 L'espace de LebesgueL 2([0; 1]; R) muni de :

(f ; g) 7!
Z 1

0
f (t)g(t)dt

est un Hilbert mais C0([0; 1]; R) muni de la même structure est seulement
pr�ehilbertien.

Etant donn�e un espacepr�ehilbertien (H; h:; i ), on dit que deux vecteurs
u et v sont orthogonaux ssi hu; vi = 0. Pour A � H on appelle orthogonal
de A l'ensemble :

A? := f x 2 H : hx; yi = 0, 8y 2 Ag:

On v�eri�e sanspeine que A? est un sev ferm�e de H car intersection de sev
ferm�es.

4.2 Pro jection sur un convexe ferm �e

Le th�eor�emede projection nous sera tr �es utile par la suite, notamment
pour �etablir les th�eor�emesde Rieszet de s�eparation. Il peut (et doit, dans
le cadre de ce cours) être compris comme un r�esultat "id �eal" en optimi-
sation. Il �enonceen e�et l'existence, l'unicit �e et donne une caract�erisation
pour le probl�eme(d'optimisation !) de projection (point le plus proche) sur
un convexe ferm�e d'un espacede Hilbert : on peut di�cilemen t demander
plus....

On rappelle ici qu'un sousensemble C d'un ev H est convexe ssi pour
tout (x; y) 2 C � C et tout t 2 [0; 1] on a : tx + (1 � t)y 2 C.
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Th �eor�eme 4.1 Soit (H; h:; :i ) un espace de Hilbert et C un convexeferm�e
non vide de H . Pour tout x 2 H il existe un unique �el�ement de C appel�e
projection de x sur C et not�eepC (x) tq :

kx � pC (x)k = inf fk x � yk , y 2 Cg:

pC (x) est caract�eris�e par : pC (x) 2 C et les in�equationsvariationnelles :

hx � pC (x); y � pC (x)i � 0, 8y 2 C: (4.5)

Preuv e:

Notons d2(x; C) le carr�e de la distancede x �a C :

d2(x; C) := inf fk x � yk2, y 2 Cg:

Rappelonsl'identit �e du parall�elogrammesousla forme suivante :

k
u � v

2
k2 + k

u + v
2

k2 =
1
2

(ku2k + kvk2) , 8(u; v) 2 H 2: (4.6)

Unicit �e

Supposonsy1 et y2 dansC tels que :

kx � y1k2 = kx � y2k2 = d2(x; C) (4.7)

par ailleurs, comme(y1 + y2)=2 2 C puisqueC est convexe,on a :

kx � (y1 + y2)=2k2 � d2(x; C): (4.8)

En appliquant (4.6) �a u = (x � y1) et v = (x � y2) et en utilisant (4.7) et
(4.8), il vient :

d2(x; C) =
1
2

(kx � y1k2 + kx � y2k2)

= kx � (y1 + y2)=2k2 + k(y1 � y2)=2k2 � d2(x; C) + k(y1 � y2)=2k2
(4.9)

et donc y1 = y2.

Existence

Pour n 2 N� , soit yn 2 C tq :

kx � ynk2 � d2(x; C) + 1=n2 (4.10)
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L'identit �e (4.6) appliqu�ee�a u = (x � yp) et v = (x � yq) donned'abord :

1
2

(kx � ypk2 + kx � yqk2) = kx � (yp + yq)=2k2 + k(yp � yq)=2k2: (4.11)

Ensuite, comme(yp � yq)=2 2 C, on a :

kx � (yp + yq)=2k2 � d2(x; C): (4.12)

De (4.10), (4.11) et (4.12) il vient donc :

k(yp � yq)k2 �
1

2p2
+

1
2q2

(4.13)

on d�eduit ais�ement de (4.13), que (yn ) est de Cauchy donc converge,notons
pC (x) sa limite. Comme C est ferm�e, pC (x) 2 C et on a kx � pC (x)k2 =
d2(x; C) en passant �a la limite dans(4.10).

Caract �erisation variationnelle
Soit y 2 C et t 2 [0; 1], comme(1 � t)pC (x) + ty 2 C on a :

kx � pC (x)k2 � kx � ((1 � t)pC (x) + ty)k2 = kx � pC (x) � t(y � pC (x))k2

= kx � pC (x)k2 + t2ky � pC (x))k2 � 2t hx � pC (x); y � pC (x)i
(4.14)

En simpli�an t par kx � pC (x)k2, en divisant par t et en faisant tendre t vers
0+ on obtient que pC (x) v�eri�e (4.5).

R�eciproquement, supposonsque z 2 C v�eri�e :

hx � z; y � zi � 0; 8y 2 C: (4.15)

Soit y 2 C, on a alors :

kx � yk2 = kx � zk2 + kz � yk2 + 2hx � z; z � yi � kx � zk2

ce qui montre que z = pC (x).
2

Notonsquela preuve pr�ec�edente peut être reprisetelle quellepour traiter
la variante suivante :

Th �eor�eme 4.2 Soit (H; h:; :i ) un espacepr�ehilbertien et C unepartie convexe
compl�ete non vide de H . Pour tout x 2 H il existeun unique �el�ement de C
appel�e projection de x sur C et not�eepC (x) tq :

kx � pC (x)k = inf fk x � yk , y 2 Cg:

pC (x) est caract�eris�e par : pC (x) 2 C et les in�equationsvariationnelles :

hx � pC (x); y � pC (x)i � 0, 8y 2 C: (4.16)
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Une premi�erepropri�et�e de la projection sur un convexeferm�e est donn�ee
par :

Prop osition 4.2 Leshypoth�eseset notations sont cellesdu th�eor�eme4.1 ou
4.2. Pour tout (x; y) 2 H 2, on a :

hx � y; pC (x) � pC (y)i � 0 et kpC (x) � pC (y)k � kx � yk (4.17)

En particulier pC est continue.

Preuv e:
En utilisant les in�equationsvariationnelles caract�erisant pC (x) et pC (y) on
a :

hx � pC (x); pC (y) � pC (x)i � 0 et hy � pC (y); pC (x) � pC (y)i � 0:

Sommant cesin�egalit�eset enutilisant l'in �egalit�edeCauchy-Schwarz, il vient :

kpC (x) � pC (y)k2 � hpC (x) � pC (y); x � yi � kpC (x) � pC (y)kkx � yk (4.18)

ce qui implique (4.17).
2

Un casparticulier important est celui o�u C est un sevferm�e de H . Dans
ce casnon seulement le th�eor�eme4.1 s'applique (un sevest convexe!) mais
dans ce caspC est lin�eaire (et continue d'apr�es (4.17)) : c'est la projection
orthogonalesur C.

Prop osition 4.3 Soit C un sevferm�e d'un Hilbert (H; h:; :i ) et d�e�nissons
pC commeau th�eor�eme4.1. Pour x 2 H , pC (x) est caract�eris�e par :

pC (x) 2 C et (x � pC (x)) 2 C? :

En�n pC 2 L c(H; C) et pC s'appelle projection orthogonalesur C.

Preuv e:
Nous savons que pC (x) est caract�eris�e par : pC (x) 2 C et (4.5). Or C est
un sev donc 2pC (x) et pC (x)=2 sont dans C, en prenant y = 2pC (x) puis
y = pC (x)=2 dans(4.5) il vient d'abord hx � pC (x); pC (x)i = 0, donc (4.5) se
r�e�ecrit

hx � pC (x); yi � 0 8y 2 C

mais en changeant y 2 C en � y 2 C on obtient bien (x � pC (x)) 2 C? .
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Il su�t de montrer que pC est lin�eaire : soit (x1; x2; t) 2 H 2 � R. Posons
z = pC (x1)+ tpC (x2), on a z 2 C et x1+ tx 2� z = (x1� pC (x1))+ t(x2� pC (x2))
donc(x1 + tx 2 � z) 2 C? on a doncz = pC (x1 + tx 2) cequi montre la lin�earit�e
de pC .

2

Notons que (toujours dans le casC sev) pC est alors une projection au
sensalg�ebrique du terme (pC � pC = pC ) et que id � pC est la projection
orthogonalesur C? .

4.3 Le dual d'un espace de Hilb ert

Une cons�equenceimportante du th�eor�emede projection est que l'on peut
identi�er un Hilbert �a son dual topologique. C'est l'objet du th�eor�eme de
repr�esentation de Riesz:

Th �eor�eme 4.3 Soit (H; h:; :i ) un espace de Hilbert, et f 2 H 0 alors il existe
un unique x 2 H tel que:

f (u) = hx; ui , 8u 2 H: (4.19)

Preuv e:
L'unicit �e est �evidente et laiss�eeau lecteur. Si f = 0, on prend x = 0, suppo-
sonsdonc f 6= 0, danscecasF := ker(f ) est un hyperplan ferm�e de H . Soit
x0 2 H tel que f (x0) = 1. En appliquant la proposition 4.3, d�e�nissonsy0 la
projection orthogonalede x0 sur F , on a alors x0 6= y0 puisquex0 =2 F et y0

est caract�eris�e par :

y0 2 F = ker(f ); et (x0 � y0) 2 F ? : (4.20)

en particulier, commehx0 � y0; y0i = 0 on a :

hx0 � y0; x0i = kx0 � y0k2 6= 0 (4.21)

D�e�nissonsalors :

x :=
x0 � y0

kx0 � y0k2
=

x0 � y0

hx0 � y0; x0i
(4.22)

d'apr�es (4.20), x 2 F ? et donc pour u 2 F on a f (u) = hx; ui = 0. Par
ailleurs :

hx; x0i =
hx0 � y0; x0i
hx0 � y0; x0i

= 1 = f (x0):

On conclut que (4.19) est vraie car F � Rx0 = H .
2
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Remarque. Notons x f la solution de :

hx; ui = f (u), 8u 2 H:

Et consid�eronsl'application T de H dansH 0 qui �a f associe x f . Il est facile
de voir queT 2 L c(H; H 0) et queT est un isomorphisme.On a mêmemieux
(le d�emontrer en exercice): T est une isom�etrie

kT(f )k = kf kH 0, 8f 2 H 0:

4.4 S�eparation

Une autre application importante du th�eor�eme de projection concerne
les th�eor�emesde s�eparation (Hahn-Banach) dans les Hilbert. S�eparer deux
ensembles signi�e grossomodo "faire passerun hyperplan entre les deux".
Nousallonscommencerpar la forme la plus simple (s�eparation d'un point et
d'un convexeferm�e) :

Th �eor�eme 4.4 Soit (H; h:; :i un espacedeHilbert, x0 2 H , C un convexeferm�e
tel quex0 =2 C, alors il existep 2 H , p 6= 0 et " > 0 tels que

hp;x0i � hp;yi � " , 8y 2 C: (4.23)

Preuv e:
PosonsK := C � x0 = f y � x0, y 2 Cg, K est un convexe ferm�e et 0 =2 K .
Soit p := pK (0) la projection de 0 sur K , commeO =2 K on a p 6= 0, par
ailleurs p v�eri�e les in�equationsvariationnelles:

(h0 � p;z � pi � 0, 8z 2 K ) ( )
�
hp;zi � kpk2 > 0, 8z 2 K

�
: (4.24)

De (4.24) et K = C � x0, il vient donc :

hp;yi � hp;x0i + kpk2, 8y 2 C: (4.25)

2

Il faut bien comprendre g�eom�etriquement ce que signi�e le th�eor�eme
pr�ec�edent : la s�eparation de x0 et C exprime le fait quex0 et C sesituent de
part et d'autre d'un hyperplan a�ne (parall�ele �a p? ) c'est �a dire dans deux
demi-espacesdistincts. Le th�eor�emepr�ec�edent est un r�esultat de s�eparation
stricte (pr�esencedu " > 0), autrement dit C est inclus dans le demi-espace
ouvert f x 2 H : hp;x � x0i > "=2g tandis que x0 est �evidemment dans
f x 2 H : hp;x � x0i < "=2g.
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Remarque. La convexit�e de C est une hypoth�esefondamentale : dans R2

soit C = B((0; 0); 1) n B((0; 1); 1=2), x0 := (0; 3=4) =2 C et on ne peut pas
s�eparerx0 de C.

Remarque. Il existe desth�eor�emesde s�eparation valablesdansdescadres
beaucoupplus g�en�eraux que celui desespacesde Hilbert. Les ingr�edients de
d�emonstrationsont cependant plus d�elicatset d�epassent le cadrede cecours.

Soit A et B deux parties non vides d'un ev, l'ensemble A � B est d�e�ni
par :

A � B := f a � b; (a;b) 2 A � Bg:

Lemme 4.1 Soit (H; h:; :i ) un espace de Hilbert, A et B deux parties non
videsde H . On a :

1. Si A et B sont convexes,alors A � B est convexe,

2. Si A est compact et B est ferm�e, alors A � B est ferm�e.

Preuv e:
La preuve de l'assertion 1: est imm�ediate et laiss�eeau lecteur. Prouvons 2:,
supposonsquela suitexn = an � bn ((an ; bn ) 2 A� B) convergeversunelimite
x. CommeA estcompact,(an ) admet unesoussuite (a' (n) ) qui convergevers
un �el�ement a deA. On end�eduit queb' (n) = a' (n) � x ' (n) convergeversa� x,
commeB est ferm�e b := a � x est dansB donc x 2 A � B .

2

Remarque. Pour A et B seulement ferm�es on n'a pas en g�en�eral A � B
ferm�e. DansR2 soit A := R+ � f 0g et B := f (x; y) 2 R2 : x � 1; y � 1=xg A
et B sont deux convexesferm�eset (0; 0) =2 A � B . En consid�erant an = (n; 0)
et bn = (n; 1=n) il est facile de voir que (0; 0) 2 (A � B).

Th �eor�eme 4.5 Soit (H; h:; :i ) un espace de Hilbert, K un convexecompact
et C un convexeferm�e de H tels queK \ C = ; , alors il existep 2 H , p 6= 0
et " > 0 tels que

hp;yi � hp;xi � " , 8(x; y) 2 K � C: (4.26)

Preuv e:
PosonsD := K � C, D est un convexe ferm�e de H d'apr�es le lemme4.1 et
0 =2 D puisqueK \ C = ; . En appliquant le th�eor�eme4.4, on peut s�eparer
(strictement) 0 de D et donc il existep 2 H , p 6= 0 et " > 0 tels que

0 � hp;zi � " , 8z 2 D: (4.27)
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C'est �a dire, par d�e�nition de D :

hp;yi � hp;xi � " , 8(x; y) 2 K � C: (4.28)

2

4.5 Lemme de Fark as

Nous terminons ce chapitre par une cons�equenceparticuli �erement im-
portante du th�eor�emede s�eparation : le lemmede Farkas (en fait de Farkas-
Minkowski). En optimisation, cer�esultat estla cl�edevoûte dela d�emonstration
du th�eor�emede Kuhn et Tucker.

Rappelonsqu'une partie K d'un R-ev E est un cônessi :

8(t; x) 2 R+ � K ; tx 2 K :

Nous auronsd'abord besoindu lemmesuivant :

Lemme 4.2 Soit E un evn, q 2 N� et (a1; ::::; aq) 2 E q et soit :

K :=

(
qX

i =1

� i ai , (� 1; ::::; � q) 2 Rq
+

)

Alors K est un cône convexeferm�e de E.

Preuv e:
Le fait queK soit un côneconvexeest �evident. Pour montrer qu'il est ferm�e,
faisonsuner�ecurrencesur q. Pour q = 1, le r�esultat est �evident. Faisonsdonc
l'hypoth�eseau rang q � 1 que pour tout (a1; :::; aq) 2 E q, le cône :

(
qX

i =1

� i ai , (� 1; ::::; � q) 2 Rq
+

)

est ferm�e. Soit maintenant, (a1; :::; aq+1 ) 2 E q+1 , il s'agit de montrer que le
cône :

K :=

(
q+1X

i =1

� i ai , (� 1; ::::; � q+1 ) 2 Rq+1
+

)

est ferm�e. Consid�eronsd'abord le cas,o�u � ai 2 K pour i = 1; :::; q+ 1, dans
ce casK est le sev engendr�e par les vecteurs (a1; ::::; aq+1 ), K est donc un
sevde dimension�nie de E, il est par cons�equent ferm�e (s'en convaincre!).
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Supposonsmaintenant qu'il existe i 2 f 1; :::; q + 1g tel que � ai =2 K , quitte
�a permuter les indicesnouspouvons supposer

� aq+1 =2 K : (4.29)

Montrons queK estferm�e.Rappelonsd'abord quepar hypoth�eseder�ecurrence
le cônesuivant est ferm�e :

K 0 :=

(
qX

i =1

� i ai , (� 1; ::::; � q+1 ) 2 Rq+1
+

)

:

Soit yn 2 K N convergeant dans E vers y, il s'agit de montrer que y 2 K .
Pour tout n 2 N il existe � i;n � 0, i = 1; :::; q et � n � 0 tel que :

yn =
qX

i =1

� i;n ai + � naq+1 = zn + � naq+1 (4.30)

( zn :=
P q

i=1 � i;n ai 2 K 0). Montrons que � n est born�ee : sinon il existerait
une soussuite que nous noterons encore� n tendant vers + 1 , en divisant
(4.30) par � n , en passant �a la limite, et en utilisant le fait que K 0 est ferm�e,
on obtiendrait :

� aq+1 = lim
n

zn

� n
2 K 0

ce qui contredirait (4.29). Comme� n born�eeon peut, �a une sous-suitepr�es,
supposerque� n convergevers� � 0. Commeyn = zn + � naq+1 convergevers
y on en d�eduit que zn convergevers z = y � �a q+1 , en utilisant �a nouveau
que K 0 est ferm�e on a z 2 K 0 et donc y = z + �a q+1 appartient �a K .

2

Le lemmede Farkas s'�enoncecommesuit :

Prop osition 4.4 Soit (H; h:; :i ) un espacedeHilbert, q 2 N� et (a;a1; ::::; aq) 2
H q+1 , alors les propri�et�essuivantessont �equivalentes:

1. pour tout x 2 H , si hai ; xi � 0 pour i = 1; :::; q alors ha;xi � 0,

2. il existe(� 1; ::::; � q) 2 Rq
+ tels quea =

P q
i=1 � i ai .

Preuv e:
L'implication 2: ) 1: est �evidente. Remarquonsque 2: signi�e simplement
que a 2 K avec

K :=

(
qX

i =1

� i ai , (� 1; ::::; � q) 2 Rq
+

)

:
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Supposonsque 1: est satisfaite et a =2 K . En vertu du lemme 4.2 K est
convexe ferm�e : on peut donc s�eparer strictement a de K . Il existe donc
x 2 H et " > 0 tel que :

sup
p2 K

hp;xi � ha;xi � ": (4.31)

Soit p 2 K commetp 2 K pour tout t > 0, (4.31) implique en particulier :

sup
t> 0

t hp;xi < + 1

ce qui implique donc hp;xi � 0 pour tout p 2 K . Comme 0 2 K , il vient
donc :

sup
p2 K

hp;xi = 0

En reportant dans(4.31), on a donc :

sup
p2 K

hp;xi = 0 � ha;xi � ": (4.32)

Ceci implique en�n que hai ; xi � 0 pour i = 1; :::; q et ha;xi � " > 0 ce qui
contredit 1:. 2

Une cons�equenceimm�ediatedu lemmedeFarkasest la variante suivante :

Corollaire 4.1 Soit (H; h:; :i ) un espace de Hilbert, (p;q) 2 N� � N� et
(a1; ::::; ap; ap+1 ; :::; ap+ q; a) 2 H p+ q+1 , alors lespropri�et�essuivantessont �equivalentes:

1. pour tout x 2 H , si hai ; xi � 0 pour i = 1; :::; p et hai ; xi = 0 pour
i = p + 1; :::; p + q alors ha;xi � 0,

2. il existe(� 1; ::::; � p) 2 Rp
+ et (� p+1 ; ::::; � p+ q) 2 Rq telsquea =

P p+ q
i=1 � i ai .
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Deuxi �eme partie

Calcul di� �erentiel
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Chapitre 5

Quelques rapp els

5.1 Plusieurs notions de di� �erentiabilit �e

Dans ce qui suit on se donne (E; k:kE ) et (F; k:kF ) deux R-evn, 
 un
ouvert de E et f une application d�e�nie sur 
 �a valeurs dans F . Si x 2 

alors il existe r > 0 tel que B(x; r ) � 
 en particulier si h 2 E et t 2 R est
assezpetit (tel que jtjkhkE < r ) alors x + th 2 
. On a alors une premi�ere
notion de d�erivabilit �e : cellede d�erivabilit �e dans la direction h :

D�e�nition 5.1 Soit x 2 
 et h 2 E, on dit quef est d�erivableen x dansla
direction h ssi la limite suivanteexiste(au sensde la topologie de (F; k:kF )) :

lim
t ! 0, t6=0

1
t
(f (x + th) � f (x)) :

Si cette limite existe, on l'appelle d�eriv�ee directionnelle de f en x dans la
direction h et on la note Df (x; h).

Notonsquef estd�erivableenx dansla direction h ssileslimites (�a droite
et �a gauche) suivantes (au sensde la topologiede (F; k:kF )) :

lim
t ! 0+

1
t
(f (x + th) � f (x)) et lim

t ! 0�

1
t
(f (x + th) � f (x)) :

existent et sont �egales.Ceci conduit �a la d�e�nition :

D �e�nition 5.2 Soit x 2 
 et h 2 E, on dit quef est d�erivable �a droite en
x dans la direction h ssi la limite suivanteexiste(au sensde la topologie de
(F; k:kF )) :

lim
t ! 0+

1
t
(f (x + th) � f (x)) :

Si cette limite existe,on l'appelle d�eriv�ee�a droite de f en x dansla direction
h et on la note D + f (x; h).
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En remarquant que si f est d�erivable �a droite en x dans la direction � h
alors :

D + f (x; � h) = � lim
t ! 0�

1
t
(f (x + th) � f (x))

nous en d�eduisonsque f est d�erivable en x dans la direction h ssi f est
d�erivable �a droite en x dans les directions h et � h et :

D + f (x; � h) = � D + f (x; h):

Trois exercices(tr �es) faciles,avant d'aller plus loin :

Exercice 5.1 Montrer queDf (x; 0) existe(aucunehypoth�esesur f ) et vaut
0.

Exercice 5.2 Montrer quesi f est d�erivable�a droite en x dans la direction
h, alors pour tout � > 0, f est d�erivable �a droite en x dans la direction �h
et :

D + f (x; �h ) = �D + f (x; h):

Exercice 5.3 Montrer quesi f est d�erivableen x dans la direction h, alors
pour tout � 2 R, f est d�erivableen x dans la direction �h et :

D f (x; �h ) = �D f (x; h):

D �e�nition 5.3 Soit x 2 
 on dit que f est Gâteaux-d�erivable en x ssi f
admetune d�eriv�eedirectionnelle dansla direction h pour tout h 2 E et l'ap-
plication h 7! Df (x; h) est lin�eaire et continue. On note alors Df (x; h) :=
DG f (x)(h) et DGf (x) 2 L c(E; F ) s'appelle la d�eriv�ee au sensde Gâteaux
de f en x. On dit que f est Gâteaux d�erivable sur 
 ssi f est Gâteaux-
di� �erentiableen chaquepoint de x 2 
 .

Remarque. La Gâteaux di� �erentiabilit �e est une notion assezfaible qui
n'entraine pasautomatiquement la continuit �e.Pour s'enpersuader,on�etudiera
avec pro�t le comportement au voisinagede 0 de la fonction f : R2 ! R
d�e�nie par

f (x; y) =
�

1 si y = x2 et x 6= 0
0 sinon

Remarque. Le fait quelesd�eriv�eesdirectionnellesDf (x; h) existent 8h 2 E
n'impliquent pas que f soit Gâteaux-d�erivable en x. Pour s'en persuader,
�etudier la fonction f : R2 ! R d�e�nie par

f (x; y) =

(
0 si (x; y) = (0; 0)
x3

x2+ jyj sinon
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Remarque. (importante) La d�e�nition dela Gâteaux-di� �erentiabilit �ed�epend
du choix desnormessur E et F . Il estcependant faciledevoir quele choix de
normes�equivalentes sur E et F conduit �a la mêmed�e�nition. En particulier,
si E et F sont de dimension�nie, le choix de normesparticuli �eresest sans
incidencesur la d�e�nition 5.3.

Une notion plus forte est la notion de di� �erentiabilit �e au sensde Fr�echet :

D �e�nition 5.4 Soit x 2 
 on dit quef estFr�echet-d�erivable(ou simplement
d�erivableou di� �erentiable) en x ssi il existeL 2 L c(E; F ) et une fonction "
d�e�nie sur un voisinagede 0 dansE et �a valeursdansF tels que:

f (x + h) = f (x) + L(h) + khkE � " (h) avec limh! 0 k"(h)kF = 0: (5.1)

Sousforme quanti� �ee,(5.1) signi�e exactement : 8" > 0, 9� " > 0 tel que
pour tout h 2 E, on a :

khkE � � " ) kf (x + h) � f (x) � L(h)kF � "khkE

Remarque. (importante) La d�e�nition dela (Fr�echet)-di� �erentiabilit �ed�epend
du choix desnormessur E et F . Il estcependant faciledevoir quele choix de
normes�equivalentes sur E et F conduit �a la mêmed�e�nition (s'en convaincre
�a titre d'exercicefacile). En particulier, si E et F sont de dimension�nie, le
choix de normesparticuli �eresest sansincidencesur la d�e�nition 5.4.

Remarque. Si f est d�erivable en x alors f est continue en x (noter la
di� �erenceavec la Gâteaux di� �erentiabilit �e).

On �ecrit aussiusuellement (5.1) sousla forme synth�etique :

f (x + h) = f (x) + L(h) + o(h) (5.2)

la notation o(h) d�esignant une fonction qui "tend vers 0 (dans F ) plus vite
que h lorsqueh tend vers 0 (dans E)", c'est �a dire :

lim
h! 0; h6=0

ko(h)kF

khkE
= 0: (5.3)

Remarque. Lorsque E est de dimension�nie , en vertu du th�eor�eme 3.2
L c(E; F ) = L(E; F ) et donc on peut omettre la condition "L continue" dans
la d�e�nition 5.4.
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Lemme 5.1 Soit x 2 
 s'il existeL 1 2 L c(E; F ) et L2 2 L c(E; F ) tels que:

f (x + h) = f (x) + L 1(h) + o(h) = f (x) + L 2(h) + o(h):

alors L1 = L2.

Preuv e:
On a (L1 � L2)h = o(h) donc pour " > 0, il existe � > 0 tel que pour tout
h 2 B(0; � ), on a :

k(L1 � L2)(h)kF � "khkE

et donc
kL1 � L2kL c (E ;F ) � "

comme" > 0 est arbitraire, on en d�eduite L 1 = L2.
2

Le lemmepr�ec�edent montre qu'il existeau plus un �el�ement L deL c(E; F )
v�eri�an t (5.2), cecipermet de d�e�nir la d�eriv�ee(au sensde Fr�echet) de f en
x, f 0(x) de mani�ere intrins�eque:

D�e�nition 5.5 Soit x 2 
 et f di� �erentiableen x, on appelle di� �erentielle
(ou d�eriv�ee) de f en x, et l'on note f 0(x) l'unique �el�ement de L c(E; F )
v�eri�ant :

f (x + h) = f (x) + f 0(x)(h) + o(h):

On dit quef est di� �erentiablesur 
 ssi f est di� �erentiableen chaquepoint
de x 2 


Si f est di� �erentiable en x alors f est Gâteaux di� �erentiable en x, admet
desd�eriv�eesdirectionnellesdanstoutes les directions, et :

f 0(x) = DGf (x); D f (x; h) = f 0(x)(h) 8h 2 E:

Bien retenir que la d�eriv�ee de f en x (qu'elle soit au sensGâteaux ou
Fr�echet) est une application lin�eaire continue de E vers F . Lorsque f est
di� �erentiable sur 
 (Gâteaux ou Fr�echet), sa d�eriv�ee (f 0 : x 7! f 0(x) ou
DG f : x 7! DGf (x)) est donc une application d�e�nie sur 
 �a valeurs dans
L c(E; F ).

D �e�nition 5.6 On dit que f est de classeC1 sur 
 (ce que l'on note f 2
C1(
 ; F )) ssi f est di� �erentiablesur 
 et f 0 2 C0(
 ; L c(E; F )).

On a alors le :
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Th �eor�eme 5.1 Si f estGâteaux-di� �erentiablesur 
 et D Gf 2 C0(
 ; L c(E; F ))
alors f est de classeC1 sur 
 .

Nousprouveronscer�esultat au chapitre suivant. Le th�eor�eme5.1 est tr �es
utile car il permet de proc�edercommesuit pour montrer en pratique que f
est de classeC1 :

{ Etap e 1 : On calculeDf (x; h) pour (x; h) 2 
 � E .
{ Etap e 2 : On montre que h 7! Df (x; h) est lin�eaire continue donc f

est Gâteaux-di� �erentiable en x et Df (x; h) = DGf (x)(h).
{ Etap e 3 : On montre que DGf : x 7! DGf (x) est continue de 
 dans

L c(E; F ).
Concernant lesapplications bijectives,on a les d�e�nitions :

D �e�nition 5.7 Soit 
 un ouvert de E, 
 0 un ouvert de F et f une bijection
de 
 sur 
 0 on dit que:

{ f est un hom�eomorphismede 
 sur 
 0 si f 2 C0(
 ; 
 0) et f � 1 2
C0(
 0; 
) ,

{ f est un C1-di� �eomorphisme(ou di� �eomorphismede classeC1) de 

sur 
 0 si f 2 C1(
 ; 
 0) et f � 1 2 C1(
 0; 
) .

Lorsque l'espacede d�epart E est un espacede Hilbert et que l'espace
d'arriv �eeest R, alors la d�eriv�ee�etant une forme lin�eairecontinue sur E, on
peut en utilisant le th�eor�emede Riesz identi�er la d�eriv�ee �a un �el�ement de
E, celaconduit �a la notion de vecteur gradient :

D �e�nition 5.8 Soit (E; h:; :i ) un espace de Hilbert, 
 un ouvert de E, f
une application d�e�nie sur E �a valeurs r�eelles et x 2 
 . Si f est Gâteaux-
di� �erentiableen x, on appelle gradient de f en x et l'on note r f (x) l'unique
�el�ementde E tel que:

DGf (x)(h) = hr f (x); hi pour tout h 2 E:

Dansle casparticulier E = Rn (muni desonpsusuel),nousverronspar la
suite que le gradient de f en x est le vecteur form�e par lesd�eriv�eespartielles
par rapport aux n coordonn�eesde f en x.

5.2 R�egles de calcul

Prop osition 5.1 Soit f et g deuxapplications d�e�nies sur 
 �a valeursdans
F et x 2 
 , on a :
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1. si f est constante au voisinagede x alors f est di� �erentiable en x et
f 0(x) = 0,

2. si f est di� �erentiableen x, pour tout � 2 R, � f est di� �erentiableen x
et :

(� f )0(x) = � f 0(x)

3. Si f et g sont di� �erentiablesen x 2 alors f + g aussi et :

(f + g)0(x) = f 0(x) + g0(x)

4. Si L 2 L c(E; F ) alors L 2 C1(E; F ) et : L0(z) = L pour tout z 2 E.

Sur la d�erivabilit �e desapplications bilin�eairescontinueson a le r�esultat
dont la preuve est laiss�eeen exerciceau lecteur :

Prop osition 5.2 Soit E, F et G, trois R-evn, a 2 L 2;c(E � F; G) alors
a 2 C1(E � F; G) et pour tout (x; y) 2 E � F et (h; k) 2 E � F , on a :

a0(x; y)(h; k) = a(x; k) + a(h; y):

Prop osition 5.3 Soit E, F1; ::::; Fp des R-evn, 
 un ouvert de E, et pour
i = 1; :::; p, f i une applications d�e�nie sur 
 �a valeursdansF i . Pour x 2 

on d�e�nit :

f (x) = (f 1(x); :::; f p(x)) 2
pY

i =1

Fi ;

alors f est di� �erentiable en x 2 
 ssi f i est di� �erentiable en x 2 
 pour
i = 1; :::; p et l'on a dansce cas :

f 0(x)(h) = (f 0
1(x)(h); ::::; f 0

p(x)(h)) pour tout h 2 E

On peut noter le r�esultat pr�ec�edent sousforme synth�etique :

f 0 = (f 1; :::; f p)0 = (f 0
1; :::; f 0

p)

qui exprime que la d�erivation sefait composante par composante.
Concernant la d�erivabilit �e d'une compose�e, on a :

Th �eor�eme 5.2 Soit E, F et G trois evn, 
 un ouvert de E, U un ouvert de
F , f uneapplication d�e�nie sur 
 �a valeursdansF , g uneapplication d�e�nie
sur U �a valeursdansG et x 2 
 . Si f est di� �erentiableen x, f (x) 2 U et g
est di� �erentiableen f (x) alors g � f est di� �erentiableen x et l'on a :

(g � f )0(x) = g0(f (x)) � f 0(x):
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Corollaire 5.1 Si, en plus deshypoth�esesdu th�eor�emepr�ec�edent, on sup-
poseque f est de classeC1 sur 
 , que f (
) � U et queg est de classeC1

sur U alors g � f est de classeC1 sur 
 .

Sur la d�erivabilit �e d'un produit (scalaire� vecteur), on a :

Prop osition 5.4 Soit E, et F et deux evn, 
 un ouvert de E, f une ap-
plication d�e�nie sur 
 �a valeurs dans F , u une application d�e�nie sur 
 �a
valeurs dans R et x 2 
 . Si f et u sont di� �erentiablesen x, alors u � f est
di� �erentiableen x et l'on a :

(u � f )0(x)(h) = (u0(x)(h)) � f (x) + u(x) � f 0(x)(h) pour tout h 2 E:

En�n, nousadmettrons le r�esultat suivant sur la d�erivabilit �e de l'inverse.
Retenezque le r�esultat qui suit n'est valable que dans le cadrecomplet car
sa d�emonstration utilise le th�eor�emede Banach 3.3.

Th �eor�eme 5.3 Soit E, F deuxespacesde Banach, 
 un ouvert de E, U un
ouvert deF , f un hom�eomorphismede
 dansU (f � 1 : U ! 
 ) et x 2 
 . Si
f est di� �erentiableen x et si f 0(x) est inversible alors f � 1 est di� �erentiable
en f (x) et :

(f � 1)0(f (x)) = [f 0(x)]� 1:

5.3 D�eriv �ees partielles

Int�eressonsnousmaintenant au caso�u l'espacede d�epart est un produit
d'evn : E = E1 � ::: � Ep chaqueEk est muni d'une normeNk et E est muni
de la norme produit :

N : x = (x1; ::::; xp) 7! N (x) := N1(x1) + :::: + Np(xp):

(ou de n'importe quellenorme�equivalente).
Danscequi suit, on consid�ere 
 un ouvert de E de la forme 
 = � p

k=1 
 k

avec 
 k un ouvert de Ek , F un evn et f une application d�e�nie sur 
 �a
valeursdansF .

D�e�nition 5.9 Soit x = (x1; :::; xp) 2 
 et k 2 f 1; :::; pg, on dit que f
admet une d�eriv�ee partiel le par rapport �a la k-i�eme variable en x ssi la k-
i�emeapplication partiel le :

y 2 
 k 7! f (x1; ::::; xk� 1; y; xk+1 ; ; xp) 2 F

est di� �erentiableen xk . On appelle alors d�eriv�eepartiel le de f par rapport �a
la k-i�emevariableen x et l'on note @k f (x) (ou aussisouvent@xk f (x), @f

@xk
(x),

Dk f (x), f xk (x), f 0
xk

(x)) la d�eriv�eede cette application partiel le en xk .
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Remarque. La notion de d�eriv�eepartielle est reli�ee�a cellede d�eriv�eedirec-
tionnelle. En e�et, il est faciledevoir quesi f admet uned�eriv�eepartielle par
rapport �a la k-i�emevariable en x alors f est d�erivable en x dansla direction
(0; :::; 0; hk ; 0; :::; 0) et l'on a :

Df (x; (0; :::; 0; hk; 0; :::; 0)) = @k f (x)(hk)

Noter quela notion dedi� �erentiabilit �e de la d�e�nition pr�ec�edente estcelle
de Fr�echet et bien comprendreque@k f (x) 2 L c(Ek ; F ). Le lien entre d�eriv�ee
et et d�eriv�eespartielles est donn�e par desformulesconnueset utiles :

Prop osition 5.5 Soit x = (x1; :::; xp) 2 
 , si f est di� �erentiableen x alors,
pour tout k 2 f 1; :::; pg, f admetune d�eriv�eepartiel le par rapport �a la k-i�eme
variable en x et on a :

@k f (x)(hk) = f 0(x)(0; ::::; hk ; :::::; 0), 8hk 2 Ek ; (5.4)

et pour tout h = (h1; :::; hp) 2 E :

f 0(x)(h) =
pX

k=1

@k f (x)(hk): (5.5)

Le fait d'être di� �erentiable implique donc d'admettre des d�eriv�eespar-
tielles, la r�eciproque est fausse(cf remarquesur lesd�eriv�eesdirectionnelles).
En revanche si f admet des d�eriv�eespartielles et que cellesci d�ependent
contin ûment de x alors f est de classeC1, c'est l'objet du :

Th �eor�eme 5.4 Si pour tout k 2 f 1; :::; pg et tout x 2 
 , f admetuned�eriv�ee
partiel le par rapport �a la k-i�emevariableen x et si l'application x 7! @k f (x)
(d�e�nie sur 
 et �a valeursdansL c(Ek ; F )) est continue sur 
 alors f est de
classeC1 sur 
 et la formule (5.5) est satisfaite.

Ce th�eor�emetr �esutile en pratique serad�emontr �e au prochain chapitre.

5.4 Repr �esentation matricielle en dimension
�nie

Nousallons maintenant nous int�eresserau caso�u E et F sont de dimen-
sion�nie. Danscecas,puisquela d�eriv�eedef enx estuneapplication lin�eaire
de E dans F , on peut la repr�esenter sousla forme d'une matrice. Comme
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d'habitude quandon fait du calculmatriciel, il estutile derepr�esenter lesvec-
teurs sousforme de vecteurscolonnes. On supposedonc dansceparagraphe
queE = Rn , F = Rp, 
 est un ouvert de E = Rn et f uneapplication d�e�nie
sur 
 �a valeursdansF = Rp. On note les �el�ements de Rn sousla forme :

x =

0

B
B
B
B
B
B
@

x1

:
:
:
:

xn

1

C
C
C
C
C
C
A

et f , sousla forme :

f (x) =

0

B
B
B
B
B
B
@

f 1(x)
:
:
:
:

f p(x)

1

C
C
C
C
C
C
A

avec f i d�e�nie sur 
 �a valeurs r�eellesest la i -�eme composante de f . Nous
savons que f est di� �erentiable en x 2 
 ssi chaquecomposante de f , f 1, ...,
f p est di� �erentiable en x et danscecaschaquef i admet uned�eriv�eepartielle
par rapport �a chaque variable x j . D'apr�es la formule (5.5) on a pour tout
i 2 f 1; ; pg et tout h 2 Rn :

f 0
i (x)(h) =

nX

j =1

@j f i (x)hj

et donc :

f 0(x)(h) =

0

B
B
B
B
B
B
@

f 0
1(x)(h)

:
:
:
:

f 0
p(x)(h)

1

C
C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
B
@

P n
j =1 @j f 1(x)hj

:
:
:
:P n

j =1 @j f i (x)hj

1

C
C
C
C
C
C
A

ce qui peut ser�eecriresousforme matricielle :

f 0(x)(h) =

0

B
B
B
B
B
B
@

@1f 1(x) : : @n f 1(x)
: : : :
: : : :
: : : :
: : : :

@1f p(x) : : @n f p(x)

1

C
C
C
C
C
C
A

0

B
B
B
B
B
B
@

h1

:
:
:
:

hn

1

C
C
C
C
C
C
A
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Ainsi l'application lin�eaire f 0(x) 2 L(Rn ; Rp) est repr�esent�ee dans les bases
canoniquesdeRn et Rp par la matrice deformat p� n determeg�en�eral@j f i (x)
que l'on appelle matrice jacobiennede f en x et que l'on note J f (x) :

J f (x) :=

0

B
B
B
B
B
B
@

@1f 1(x) : : @n f 1(x)
: : : :
: : : :
: : : :
: : : :

@1f p(x) : : @n f p(x)

1

C
C
C
C
C
C
A

ainsi, sous forme matricielle l'expressionde la di� �erentielle de f en x est
donn�eepar :

f 0(x)(h) = J f (x)h; pour tout h =

0

B
B
B
B
B
B
@

h1

:
:
:
:

hn

1

C
C
C
C
C
C
A

2 Rn

Notons que les r�eglesde calcul (composition, inverse...)setraduisent matri-
ciellement. Si f est di� �erentiable en x et si g est une application d�e�nie sur
un voisinagede f (x) dans Rp �a valeursdans Rk et si g est di� �erentiable en
f (x), alors g � f est di� �erentiable en x et l'on a :

J (g � f )(x) = Jg(f (x)) � J f (x):

Prenonspar exemplen = p = 2 et k = 1, en appliquant l'expressionmatri-
cielle pr�ec�edente de la d�eriv�eed'une compos�ee,il vient :

@1(g � f )(x1; x2) = @1g(f (x1; x2))@1f 1(x1; x2) + @2g(f (x1; x2))@1f 2(x1; x2);

@2(g � f )(x1; x2) = @1g(f (x1; x2))@2f 1(x1; x2) + @2g(f (x1; x2))@2f 2(x1; x2):

De même,si f est un hom�eomorphismed'un voisinagede x sur un voisinage
de f (x) et si la matrice J f (x) est inversible(cequi implique quen = p) alors
f � 1 est di� �erentiable en f (x) et l'on a :

J f � 1(f (x)) = [J f (x)]� 1:

Dans le casdu but r�eel c 'est �a dire F = R, J f (x) est le vecteur ligne :

J f (x) := (@1f 1(x); :::; @n f 1(x))
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ainsi :

f 0(x)(h) = hr f (x); hi =
nX

j =1

@j f (x)hj =

0

B
B
B
B
B
B
@

@1f (x)
:
:
:
:

@n f (x)

1

C
C
C
C
C
C
A

�

0

B
B
B
B
B
B
@

h1

:
:
:
:

hn

1

C
C
C
C
C
C
A

pour tout h 2 Rn

en identi�an t on a donc l'expressiondu gradient de f en x :

r f (x) =

0

B
B
B
B
B
B
@

@1f (x)
:
:
:
:

@n f (x)

1

C
C
C
C
C
C
A

:

Dans le caspolaire o�u E = R et F = Rp et en notant f = (f 1; :::; f p), si
f est d�erivable en t, alors f 0(t) 2 L(R; Rp) :

f 0(t)(h) = (f 0
1(t); :::; f 0

p(t))h, pour tout h 2 R

et on identife simplement f 0(t) au vecteur de Rp, (f 0
1(t); :::; f 0

p(t)).
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Chapitre 6

Accroissemen ts �nis, form ules
de Taylor

6.1 In �egalit �es d'accroissemen ts �nis

Commenconspar desrappelssur le casr�eel.Rappelonsd'abord le th�eor�eme
de Rolle :

Th �eor�eme 6.1 Soit a < b deuxr�eelset f 2 C0([a;b]; R). Si f (a) = f (b) et
f est d�erivablesur ]a;b[ alors il existec 2]a;b[ tel quef 0(c) = 0.

Le th�eor�eme des accroissements �nis (TAF en abr�eg�e) s'�enoncealors
commesuit

Th �eor�eme 6.2 Soit a < b deuxr�eelset f 2 C0([a;b]; R). Si f est d�erivable
sur ]a;b[ alors il existec 2]a;b[ tel que:

f 0(c) =
f (b) � f (a)

b� a
:

Etant donn�es,un evn E et (a;b) 2 E 2 on rappelle que :

[a;b] = f ta + (1 � t)b, t 2 [0; 1]g et ]a;b[= f ta + (1 � t)b, t 2]0; 1[g

On d�eduit alors du th�eor�eme6.2 un TAF pour desfonctions de plusieurs
variables�a valeursr�eelles:

Th �eor�eme 6.3 Soit E un evn, 
 un ouvert de E, a 6= b deuxpoints de 

tels que [a;b] � 
 et f une fonction d�e�nie sur 
 �a valeursr�eelles. Si f
est continue sur [a;b] et la d�eriv�eedirectionnelle Df (x; b� a) existeen tout
x 2]a;b[ alors il existec 2]a;b[ tel que:

f (b) � f (a) = Df (c; b� a):
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Preuv e:
D�e�nissonspour t 2 [0; 1], g(t) := f (a + t(b� a)), g est continue sur [0; 1] et
si t 2]0; 1[ on a :

lim
h! 0; h6=0

g(t + h) � g(t)
h

= lim
h! 0; h6=0

f (a + (t + h)(b� a)) � f (a + t(b� a))
h

et comme la d�eriv�ee directionnelle Df (a + t(b � a); b � a) existe, nous en
d�eduisonsque g est di� �erentiable sur ]0; 1[ avec :

g0(t) = Df (a + t(b� a); b� a)

on appliquealors le TAF �a g : il existe t 2]0; 1[ tel queg(1) � g(0) = g0(t) en
posant c = a + t(b� a) on a donc :

f (b) � f (a) = Df (c; b� a):

2

Pour desfonctions�a valeursdansun evnF , l'in �egalit�e desaccroissements �nis
(IAF) s'�enoncecommesuit :

Th �eor�eme 6.4 Soit E et F deuxR-evn, 
 un ouvert de E, f une fonction
d�e�nie sur 
 �a valeurs dans F , (a;b) 2 
 2 tels que a 6= b, [a;b] � 
 et f
est continue sur [a;b]. Si la d�eriv�eedirectionnelle Df (x; b� a) existeen tout
x 2]a;b[ alors il existec 2]a;b[ tel que:

kf (b) � f (a)k � kDf (c; b� a)k: (6.1)

Preuv e:
Nousallons nouslimiter au caso�u F est un espacede Hilbert et admettrons
le r�esultat dans le casg�en�eral. Soit p 2 F et pour t 2 E, d�e�nissons:

g(t) := hp;f (a + t(b� a)i

alors g (�a valeurs r�eelles)v�eri�e les hypoth�esesdu th�eor�eme 6.2 : il existe
t 2]0; 1[ (noter que t d�epend de p) tel que :

hp;f (b) � f (a)i = g(1) � g(0) = g0(t) = hp;Df (c; b� a)i (6.2)

(o�u l'on a pos�e c = a + t(b� a) 2]a;b[). Si f (b) = f (a), le r�esultat cherch�e,
est �evident, on supposedonc f (b) 6= f (a), en appliquant (6.2) �a p = (f (b) �
f (a))=kf (b) � f (a)k et en utilisant l'in �egalit�e de Cauchy-Schwarz il vient
alors :

�
f (b) � f (a);

f (b) � f (a)
kf (b) � f (a)k

�
= kf (b) � f (a)k = hp;Df (c; b� a)i

� kpkkDf (c; b� a)k = kDf (c; b� a)k:
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2

Si f est Gâteaux-d�erivable sur 
, alors la conclusiondu th�eor�eme 6.4
implique qu'il existec 2]a;b[ tel que :

kf (b) � f (a)k � kDGf (c)(b� a)k � kDGf (c)kkb� ak: (6.3)

Notons aussique si f est Gâteaux-d�erivable sur 
 et si [a;b] � 
 alors f est
continue sur [a;b] (exercice).

On en d�eduit plusieurscorollaires:

Corollaire 6.1 Soit E et F deuxR-evn, 
 un ouvert de E, f une fonction
d�e�nie sur 
 �a valeurs dans F , (a;b) 2 
 2 tels que a 6= b, [a;b] � 
 et f
est continue sur [a;b]. Si la d�eriv�eedirectionnelle Df (x; b� a) existeen tout
x 2]a;b[ alors :

kf (b) � f (a)k � sup
c2 ]a;b[

kDf (c; b� a)k: (6.4)

(le sup pouvant valoir + 1 .)

Si f est Gâteaux-d�erivable sur 
, alors la conclusiondu corollaire 6.1 im-
plique :

kf (b) � f (a)k � sup
c2 ]a;b[

kDGf (c)kkb� ak: (6.5)

On en d�eduit donc

Corollaire 6.2 Soit E et F deuxR-evn, 
 un ouvert convexede E, f une
fonction d�e�nie sur 
 �a valeursdansF . Si f est Gâteaux-d�erivablesur 
 et
si kDGf (x)k � k pour tout x 2 
 alors pour tout (a;b) 2 
 2, on a :

kf (b) � f (a)k � kkb� ak: (6.6)

(f est k-lipschitziennesur 
 ).

Une autre in�egalit�e de type IAF bien utile nousest fournie par :

Corollaire 6.3 Soit E et F deuxR-evn, 
 un ouvert de E, f une fonction
d�e�nie sur 
 �a valeursdansF , (a;b) 2 
 2 tels quea 6= b, [a;b] � 
 et f est
continue sur [a;b]. Si f est Gâteaux-d�erivable sur 
 alors pour tout z 2 

on a :

kf (b) � f (a) � DGf (z)(b� a)k � sup
c2 ]a;b[

kDGf (c) � DGf (z)kkb� ak

en particulier :

kf (b) � f (a) � DGf (a)(b� a)k � sup
c2 ]a;b[

kDGf (c) � DGf (a)kkb� ak

Preuv e:
Appliquer le corollaire 6.1 �a la fonction x 7! f (x) � DGf (z)(x).

2
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6.2 Applications

Nous sommesd�esormaisen mesurede prouver le th�eor�eme5.1 que nous
rappelons:

Th �eor�eme 6.5 Si f estGâteaux-di� �erentiablesur 
 et D Gf 2 C0(
 ; L c(E; F ))
alors f est de classeC1 sur 
 .

Preuv e:
Si nousmontrons que pour tout x 2 
, et tout " > 0, il existe � " > 0 tel que
pour tout h 2 E tel que khk � � " , on a :

kf (x + h) � f (x) � DGf (x)(h)k � "khk

alors nous aurons montr �e que f est di� �erentiable et f 0(x) = DG f (x) pour
tout x et donc quef est de classeC1 sur 
 puisqueDGf 2 C0(
 ; L c(E; F )).
Soit r > 0 tel queB(x; r ) � 
, soit � 2 ]0; r [ et h 2 B(x; � ), alors [x; x + h] �
B (x; � ) et le corollaire 6.1 donne:

kf (x + h) � f (x) � DGf (x)(h)k � sup
c2 [x;x + h]

kDGf (c) � DGf (x)khk

� sup
c2 B (x;� )

kDGf (c) � DGf (x)kkhk

CommeDGf 2 C0(
 ; L c(E; F )), il existe � " 2]0; r [ tel que :

sup
c2 B (x;� " )

kDGf (c) � DGf (x)k � "

on en d�eduit le r�esultat voulu. 2

Nous pouvons�egalement prouver le th�eor�eme6.6 que nous rappelons:

Th �eor�eme 6.6 Soit E1; :::; Ep et F des evn, E := E1 � ::: � Ep et 
 un
ouvert de E. Si pour tout k 2 f 1; :::; pg et tout x 2 
 , f admet une d�eriv�ee
partiel le par rapport �a la k-i�emevariableen x et si l'application x 7! @k f (x)
(d�e�nie sur 
 et �a valeursdansL c(Ek ; F )) est continue sur 
 alors f est de
classeC1 sur 
 et la formule (5.5) est satisfaite.

Preuv e:
Nous allons d�emontrer le r�esultat pour p = 2, et laisser le soin au lecteur
de traiter le cas g�en�eral de mani�ere analogue.Soit x = (x1; x2) 2 
, il
nous faut montrer que pour tout " > 0, il existe � " > 0 tel que pour tout
(h1; h2) 2 E1 � E2 tel que kh1k + kh2k � � " , on a :

kf (x1 + h1; x2 + h2) � f (x) � @1f (x)(h1) � @2f (x)(h2)k � " (kh1k + kh2k):
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On commencepar remarquerque :

f (x1 + h1; x2 + h2) � f (x) � @1f (x)(h1) � @2f (x)(h2) = (f (x1 + h1; x2 + h2)

� f (x1; x2 + h2) � @1f (x)(h1)) + (f (x1; x2 + h2) � f (x1; x2) � @2f (x)(h2))

Remarquonsensuiteque pour tout y 2 
, f est di� �erentiable en y dans
les directions (h1; 0) et (0; h2) avec :

Df (y; (h1; 0)) = @1f (y)(h1) et Df (y; (0; h2)) = @2f (y)(h2)

On d�eduit alors du th�eor�eme6.4, qu'il existe t1 2]0; 1[ tel que

kf (x1+ h1; x2+ h2)� f (x1; x2+ h2)� @1f (x)(h1)k � k(@1f (x1+ t1h1; x2+ h2)� @1f (x))( h1)k:

De mêmeil existe t2 2]0; 1[ tel que

kf (x1; x2+ h2)� f (x1; x2)� @2f (x)(h2)k � k(@2f (x1; x2+ t2h2)� @2f (x))( h2))k:

Comme@1f et @2f sont continues, il existe � " tel que B(x; � " ) � 
 et pour
tout y 2 B(x; � " ) :

max(k@1f (y) � @1f (x)k; k@2f (y) � @2f (x)k) � "

Si kh1k + kh2k � � " , les points (x1 + t1h1; x2 + h2) et (x1; x2 + t2h2) appar-
tiennent �a B(x; � " ) et donc :

kf (x1 + h1; x2 + h2) � f (x) � @1f (x)(h1) � @2f (x)(h2)k � " (kh1k + kh2k):

2

6.3 D�eriv �ees secondes

Soit E et F deux evn, 
 un ouvert de E et f une application d�e�nie sur

 �a valeursdansF , on a la :

D �e�nition 6.1 Soit x 2 
 , on dit que f est deux fois (Fr�echet) d�erivable
en x s'il existeun ouvert U � 
 tel quex 2 
 et :

{ f est d�erivablesur U,
{ l'application y 2 U 7! f 0(y) 2 L c(E; F ) est d�erivableen x.

Dans ce cas, la d�eriv�eesecondede f en x est donn�eepar :

f 00(x) := (f 0)0(x) 2 L c(E; L c(E; F )):
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La d�e�nition pr�ec�edente peut s'exprimer par :

f 0(x + h) � f 0(x) = f 00(x)(h) + o(h) dansL c(E; F )

la notation o(h) d�esignant une fonction telle que :

ko(h)kL c (E ;F )

khk
! 0 quand h ! 0, h 6= 0

ce qu'on peut aussi�ecrire o(h) = khk"(h) avec "(h) 2 L c(E; F ) tel que :

k"(h)kL c(E ;F ) ! 0 quand h ! 0:

Grâceaux r�esultatsdu paragraphe3.4,on peut identi�er L c(E; L c(E; F ))
�a L2;c(E � E; F ), cecipermetd'identi�er f 00(x) �a l'application bilin�eaireconti-
nue que nousnotons aussif 00(x) :

f 00(x)(h; k) = (f 00(x)(h))( k) pour tout (h; k) 2 E 2:

Nous feronssyst�ematiquement cette identi�cation par la suite.

Si nous �xons k 2 E et supposonsf deux fois di� �erentiable en x, on a
alors :

(f 0(x + h) � f 0(x))( k) = (f 00(x)(h))( k) + o(h)(k) = f 00(x)(h; k) + o(h)

ainsi l'application f 0(:)(k) : y 7! f 0(y)(k) est di� �erentiable en x et l'on a :

(f 0(:)(k))0(x)(h) = f 00(x)(h; k):

Ainsi f 00(x)(h; k) est la d�eriv�eeen x de f 0(:)(k) dans la direction h.

Remarquonsquesi f estdeuxfois di� �erentiable enx, alorsf 0 estcontinue
x.

D�e�nition 6.2 On dit que f est de classeC2 sur 
 (ce que l'on note f 2
C2(
 ; F )) ssi f 2 C1(
 ; F ), f deuxfois di� �erentiableen chaquepoint de 

et f 002 C0(
 ; L2;c(E � E; F )).

On peut continuer par r�ecurrence�a d�e�nir la di� �erentiabilit �e �a desordres
plus �elev�es,nous en resteronscependant �a la d�eriv�eesecondedans ce cours
car cela est su�san t en optimisation. Nous renvoyons le lecteur int�eress�e �a
Cartan [2] pour lesd�eriv�esd'ordre plus �elev�e.
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6.4 Th �eor�eme de Schwarz

Une propri�et�e importante des d�eriv�eessecondesest leur sym�etrie, c'est
l'objet du th�eor�emede Schwarz. D'abord un r�esultat pr�eliminaire :

Prop osition 6.1 Si f est deuxfois di� �erentiableen x alors la quantit�e :

1
(khk + kkk)2

(f (x + h + k) � f (x + k) � f (x + h) + f (x) � f 00(x)(h; k))

tend vers 0 quand(h; k) tend vers (0; 0), (h; k) 2 E � E n f (0; 0)g.

Preuv e:
Par d�e�nition pour tout " > 0, il existe � " > 0 tel que B(x; � " ) � 
 et pour
tout v 2 B(0; � " ) :

kf 0(x + v) � f 0(x) � f 00(x)(v)k �
"
2

kvk: (6.7)

Soit r > 0 tel queB(x; r ) � 
 et f soit di� �erentiable sur B(x; r ), d�e�nissons
pour (h; k) 2 E � E tels que khk + kkk � r :

�( h; k) := f (x + h + k) � f (x + k) � f (x + h) + f (x) � f 00(x)(h; k)

� est di� �erentiable, �( h; 0) = 0 avec l'in �egalit�e desaccroissements �nis on a
alors :

k�( h; k)k = k�( h; k) � �( h; 0)k � sup
u2 [0;k ]

k@2�( h; u)kkkk: (6.8)

On a par ailleurs :

@2�( h; u) = f 0(x + h + u) � f 0(x + u) � f 00(x)(h)

par lin�earit�e de f 00(x) on a f 00(x)(h) = f 00(x)(h + u) � f 00(x)(u) et donc :

@2�( h; u) = (f 0(x+ h+ u)� f 0(x)� f 00(x)(h+ u)) � (f 0(x+ u)� f 0(x)� f 00(x)(u)):

Si khk + kkk � � " , on a aussi pour tout u 2 [0; k], kuk � khk + kuk �
khk + kkk � � " , et en utilisant (6.7) on a donc :

k@2�( h; u)k �
"
2

(kh + uk + kuk) � " (khk + kkk)

avec (6.8), il vient donc que si khk + kkk � � " , alors :

k�( h; k)k � " (khk + kkk)kkk � " (khk + kkk)2

d'o�u l'on d�eduit le r�esultat voulu. 2

Le th�eor�emede Schwarz s'�enoncecommesuit :
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Th �eor�eme 6.7 Si f est deux fois di� �erentiableen x alors l'application bi-
lin�eaire continue f 00(x) est sym�etrique :

f 00(x)(h; k) = f 00(x)(k; h) pour tout (h; k) 2 E � E:

Preuv e:
Pour (h; k) 2 E 2 assezpetits d�e�nissons:

S(h; k) = (f (x + h + k) � f (x + k) � f (x + h) + f (x))

S est sym�etrique (S(h; k) = S(k; h)) et d'apr�esla proposition 6.1, pour tout
" > 0 il existe � " > 0 tel que si khk + kkk � � " on a :

kS(h; k) � f 00(x)(h; k)k �
"
2

(khk + kkk)2:

Si khk + kkk � � " , en utilisant S(h; k) = S(k; h) on a donc :

kf 00(x)(h; k) � f 00(x)(k; h)k � kS(h; k) � f 00(x)(h; k)k + kS(k; h) � f 00(x)(k; h)k

� " (khk + kkk)2

Soit (u; v) 2 E � E et t > 0 tel quet(kuk+ kvk) � � " , par bilin�earit�e de f 00(x)
on a f 00(x)( tu; tv) = t2f 00(x)(u; v), f 00(x)( tv; tu) = t2f 00(x)(v; u), et donc

kf 00(x)( tv; tu)� f 00(x)( tu; tv)k = t2kf 00(x)(v; u)� f 00(x)(u; v)k � "t 2(kuk+ kvk)2

et donc kf 00(x)(v; u) � f 00(x)(u; v)k � " (kuk + kvk)2, " > 0 �etant arbitraire
on a donc f 00(x)(v; u) = f 00(x)(u; v). 2

6.5 D�eriv �ees partielles secondes

On consid�ere maintenant le caso�u E est un produit d'evn : E = E1 �
:::: � Ep. Nous savons que si f est di� �erentiable en x = (x1; ::::; xp) 2 
,
alors pour tout k 2 f 1; :::; pg, f admet une d�eriv�eepartielle en x, @k f (x) 2
L c(E; F ), par rapport �a sak-i�emevariable. Noussavons�egalement quepour
h = (h1; :::; hp) 2 E on a :

f 0(x)(h) =
pX

k=1

@k f (x)(hk) et @k f (x)(hk) = f 0(x)(0; :::; 0; hk ; 0; :::; 0):

Pour i 2 f 1; :::; pg, et j 2 f 1; :::; pg, on peut s'int�eresser�a la d�eriv�ee
partielle de @j f par rapport �a sa i -�emevariable, d'o�u la :
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D�e�nition 6.3 Soit x 2 
 , et (i; j ) 2 f 1; :::; pg2, on dit que f admet une
d�eriv�eepartiel le seconded'indice (i; j ) en x si :

{ il existe un voisinageouvert U de x dans 
 sur lequel f admet une
d�eriv�eepartiel le par rapport �a sa j -�emevariable,

{ l'application y 2 U 7! @j f (y) admetune d�eriv�eepartiel le par rapport �a
sa i -�emevariable en x.

Dans ce cas, la d�eriv�eepartiel le seconded'indice (i; j ) en x, not�ee@2
ij f (x)

est donn�eepar :
@2

ij f (x) := @i (@j f )(x):

Comme@j f (x) 2 L c(E j ; F ), on a @2
ij f (x) 2 L c(E i ; L c(E j ; F )). En utilisant �a

nouveau les r�esultatsdu paragraphe3.4, on peut identi�er L c(E i ; L c(E j ; F ))
�a L2;c(E i � E j ; F ), ceci permet d'identi�er @2

ij f (x) �a l'application bilin�eaire
continue que nousnotons aussi@2

ij f (x) :

@2
ij f (x)(hi ; kj ) = (@2

ij f (x)(hi ))( kj ) pour tout (hi ; kj ) 2 E i � E j :

Nous feronssyst�ematiquement cette identi�cation par la suite.
Les relations entre d�eriv�ee secondeet d�eriv�eessecondespartielles nous

sont fourniespar la :

Prop osition 6.2 Si f est deux fois d�erivable en x alors pour tout (i; j ) 2
f 1; :::; pg2, f admetuned�eriv�eepartiel le seconded'indice (i; j ) en x, @2

ij f (x) 2
L2;c(E i � E j ; F ) et pour tout (hi ; kj ) 2 E i � E j on a :

@2
ij f (x)(hi ; kj ) = f 00(x)((0; ::::0; hi ; 0; ::::0); (0; ::::0; kj ; 0; ::::0)) (6.9)

et les relations de sym�etrie :

@2
ij f (x)(hi ; kj ) = @2

j i f (x)(kj ; hi ): (6.10)

De plus pour tout h = (h1; ::::; hp) et k = (k1; ::::; kp) dansE on a :

f 00(x)(h; k) =
X

1� i;j � p

@2
ij f (x)(hi ; kj ): (6.11)

Preuv e:
Si f est deux fois d�erivableen x, alors f est d�erivablesur un voisinageouvert
U de x et donc admet desd�eriv�eespartielles sur U, soit y 2 U et kj 2 E j ,
on a :

@j f (y)(kj ) = f 0(y)(0; ::::; 0; kj ; 0; ::::; 0)

le membre de droite est d�erivable en x :

(@j f (:)(kj ))0(x)(h) = f 00(x)(h)(0; ::::; 0; kj ; 0; ::::; 0) pour tout h 2 E
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il admet donc en particulier une d�eriv�ee partielle par rapport �a sa i -�eme
variable. Ainsi f admet une d�eriv�ee partielle seconded'indice (i; j ) en x et
pour hi 2 E i , en prenant h = (0; :::; 0; hi ; 0; :::; 0) dans l'identit �e pr�ec�edente,
il vient :

@2
ij f (x)(hi ; kj ) = @i (@j f (:)(kj ))( x)(hi )

= f 00(x)((0; ::::; 0; hi ; 0; :::; 0); (0; ::::; 0; kj ; 0; ::::; 0)):

Les relations de sym�etrie d�ecoulent de (6.9) et du th�eor�emede Schwarz.
En�n, (6.11) d�ecoulede (6.9) et de la bilin�earit�e de f 00(x).

2

Dans le caso�u E = Rn , F = R, en notant (e1; :::; en ) la basecanonique
de Rn , on a :

@2
ij f (x)(hi ; kj ) = f 00(x)(hi ei ; kj ej ) = hi �kj f 00(x)(ei ; ej ) pour tout (hi ; kj ) 2 R2:

On identi�e alors @2
ij f (x) au r�eel f 00(x)(ei ; ej ). Les relations de sym�etrie

prennent alors la forme @2
ij f (x) = @2

j i f (x).
Dans ce cas, f 00(x) est une forme bilin�eairesym�etrique qui avec la formule
(6.11) s'�ecrit :

f 00(x)(h; k) =
X

1� i;j � n

@2
ij f (x)hi � kj :

La matrice hessiennede f en x not�eeD 2f (x) (ou parfois aussiH f (x)) est
alorspar d�e�nition la matrice de la formebilin�eairesym�etrique f 00(x) dansla
basecanonique,c'estdoncla matrice determeg�en�eral f 00(x)(ei ; ej ) = @2

ij f (x).
D 2f (x) est une matrice sym�etrique et sonexpressionest

D 2f (x) :=

0

B
B
B
B
B
B
@

@2
11f (x) : : @2

1n f (x)
: : : :
: : : :
: : : :
: : : :

@2
n1f (x) : : @2

nn f (x)

1

C
C
C
C
C
C
A

:

Pour tout (h; k) 2 Rn � Rn , on a alors :

f 00(x)(h; k) =


D 2f (x)(h); k

�
==

X

1� i;j � n

@2
ij f (x)hi � kj :

6.6 Form ules de Taylor

Soit E et F deux evn, 
 un ouvert de E et f une application d�e�nie sur

 �a valeurs dans F , et x 2 
. La Formule de Taylor �a l'ordre 2 en x est
l'objet du :
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Th �eor�eme 6.8 Si f est deuxfois d�erivableen x, on a :

f (x + h) = f (x) + f 0(x)(h) +
1
2

f 00(x)(h; h) + o(khk2) (6.12)

avec :
o(khk2)

khk2
! 0 quandh ! 0; h 6= 0:

Preuv e:
Il s'agit de montrer quepour tout " > 0, il existe � " tel quesi khk � � " alors

kf (x + h) � f (x) � f 0(x)(h) �
1
2

f 00(x)(h; h)k � "khk2: (6.13)

D�e�nissonsdonc

R(h) := f (x + h) � f (x) � f 0(x)(h) �
1
2

f 00(x)(h; h)

R est bien d�e�nie et de classeC1 sur un voisinagede 0 dansE, R(0) = 0 et :

R0(h) = f 0(x + h) � f 0(x) �
1
2

(f 00(x)(h; :) + f 00(x)( :; h))

et commef 00(x) est sym�etrique, on a :

R0(h) = f 0(x + h) � f 0(x) � f 00(x)(h):

Donc il existe � " tel que pour tout u tel que kuk � � " , on a :

kR0(u)k � "kuk

Si khk � � " , l'in �egalit�e desaccroissements �nis implique :

kR(h)k = kR(h) � R(0)k � sup
u2 [0;h]

kR0(u)kkhk

� "khk2:

on a donc �etabli (6.13). 2

Si f est deux fois di� �erentiable au voisinagesur 
 (ou simplement sur un
voisinagede x) on a :

Th �eor�eme 6.9 Si h 2 E est tel que[x; x+ h] � 
 et f estdeuxfois d�erivable
en chaquepoint de 
 alors on a :

kf (x + h) � f (x) � f 0(x)(h) �
1
2

f 00(x)(h; h)k � sup
z2 [x;x + h]

kf 00(z) � f 00(x)kkhk2:

(6.14)
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Preuv e:
On d�e�nit R(h) commedansla preuve pr�ec�edente, il s'agit alors de montrer
que :

kR(h)k � sup
z2 [x;x + h]

kf 00(z) � f 00(x)kkhk2: (6.15)

Utilisant R(0) = 0 et l'in �egalit�e desaccroissements �nis, on a :

kR(h)k � sup
u2 [0;h]

kR0(u)kkhk: (6.16)

Comme,on a :
R0(u) = f 0(x + u) � f 0(x) � f 00(x)(u)

si u 2 [0; h], en appliquant l'in �egalit�e desaccroissements �nis du corollaire
6.3 �a f 0 entre x et x + u, il vient donc :

kR0(u)k � sup
z2 [x;x + u]

kf 00(z) � f 00(x)kkuk

� sup
z2 [x;x + h]

kf 00(z) � f 00(x)kkhk
:

Reportant la majoration pr�ec�edente dans (6.16), nous en d�eduisonsexacte-
ment (6.15). 2

En�n, terminons par une formule exacte pour f �a valeurs dans Rp : la
formule de Taylor �a l'ordre 2 avec reste int�egral :

Th �eor�eme 6.10 Soit f d�e�nie sur 
 �a valeursdans Rp, et (x; h) 2 
 � E
telsque[x; x+ h] � 
 . Si f estdeuxfois d�erivableen chaquepoint de[x; x+ h]
et si l'application t 7! f 00(x + th) est continue sur [0; 1], alors on a :

f (x + h) = f (x) + f 0(x)(h) +
Z 1

0
(1 � t)f 00(x + th)(h; h)dt (6.17)

ce qui signi�e exactementen notant f 1; :::; f p les composantesde f que l'on
a :

f i (x + h) = f i (x) + f 0
i (x)(h) +

Z 1

0
(1 � t)f 00

i (x + th)(h; h)dt pour i = 1; :::; p:

(6.18)

Preuv e:
Comme on veut montrer l'identit �e (6.18) composante par composante, on
peut poserf = f i et supposerque p = 1. Posonspour t 2 [0; 1],

g(t) := f (x + th)
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par hypoth�eseg est deux fois di� �erentiable avec :

g0(t) = f 0(x + th)(h); g00(t) = f 00(x + th)(h; h)

d'o�u, avec une int�egration par parties :

f (x + h) � f (x) = g(1) � g(0) =
Z 1

0
g0(t)dt =

Z 1

0
(1 � t)g00(t)dt � [(1 � t)g0(t)]1

0

=
Z 1

0
(1 � t)f 00(x + th)(h; h)dt + g0(0) = f 0(x)(h) +

Z 1

0
(1 � t)f 00(x + th)(h; h)dt:

2

Remarque. L'hypoth�eseF = Rp dansle th�eor�emepr�ec�edent nousa unique-
ment servipour la d�e�nition del'in t�egrale.Si l'on peut g�en�eraliserdemani�ere
satisfaisante la construction de l'in t�egrale �a des fonctions �a valeurs dans F
evn de dimension in�nie, alors on pourra g�en�eraliser la formule de Taylor
avec reste int�egral �a desfonctions �a valeursdansF . Cette g�en�eralisation est
possiblelorsque F est un espacede Banach mais elle d�epasselargement le
cadrede cecours.

6.7 Fonctions convexes

La convexit�eestunenotion cl�ecommenousl'avonsd�ejasoulign�e(th �eor�emes
de projection et de s�eparation dans un espacede Hilbert) qui joue un rôle
fondamental en optimisation. Rappelonsla d�e�nition basique:

D�e�nition 6.4 Soit E un R-ev, C une partie convexede E et f une ap-
plication d�e�nie sur C �a valeurs r�elles, on dit que f est convexesur C ssi
8(x; y) 2 C2 et 8t 2 [0; 1], on a :

f (tx + (1 � t)y) � tf (x) + (1 � t)f (y):

On dit que f est strictement convexesur C ssi 8(x; y) 2 C2 avec x 6= y et
8t 2]0; 1[, on a :

f (tx + (1 � t)y) < tf (x) + (1 � t)f (y):

Notonsquedansla d�e�nition pr�ec�edente, puisque
 estconvexetx + (1� t)y 2

 8(x; y) 2 C2 et 8t 2 [0; 1], ainsi f (tx + (1 � t)y) est bien d�e�ni.
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Exercice 6.1 Soit E, C et f commepr�ec�edemment,on d�e�nit, l' �epigraphe
de f par :

Epi(f ) := f (x; � ) 2 C � R : f (x) � � g

Montrer alors que f est convexesur C ssi Epi(f ) est une partie convexede
E � R.

Une premi�ere application de la notion en optimisation est fournie par :

Prop osition 6.3 Soit E un R-ev, C une partie convexede E et f une fonc-
tion strictement convexesur C, alors il existeau plusun point deC en lequel
f atteint son minimum.

Preuv e:
Suposonsau contraire qu'il existex1 et x2 distincts dansC tels que :

f (x1) = f (x2) � f (x) 8x 2 C

par convexit�e de C, 1
2(x1 + x2) 2 C et par stricte convexit�e de f , on aurait

alors :

f (x1) =
f (x1) + f (x2)

2
� f (

x1 + x2

2
) <

f (x1) + f (x2)
2

:

2

Dans le cadredi� �erentiable, on a la caract�erisation suivante :

Prop osition 6.4 Soit E un R-evn, 
 un ouvert convexede E et f : 
 ! R
une application di� �erentiablesur 
 . On a les �equivalences :

1. f est convexesur 
 ,

2. pour tout (x; y) 2 
 2, on a :

f (x) � f (y) � f 0(y)(x � y): (6.19)

Preuv e:
Supposonsque f soit convexe,soit (x; y) 2 
 2 pour t 2 � [0; 1] d�e�nissons

g(t) := f (tx + (1 � t)y) � tf (x) � (1 � t)f (y)

par convexit�e g(t) � 0 pour tout t 2 [0; 1] et g(0) = 0 on a donc :

g(t) � g(0)
t

� 0 pour tout t 2]0; 1]

en passant �a la limite on obtient :

0 � g0(0+ ) = f 0(y)(x � y) � f (x) + f (y)
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R�eciproquement supposonsque(6.19)soit satisfaitepour tout (x; y) 2 
 2.
Soit (z1; z2) 2 
 2 on a :

f (z1) � f (z2) � f 0(z2)(z1 � z2) et f (z2) � f (z1) � f 0(z1)(z2 � z1)

en sommant il vient :

(f 0(z1) � f 0(z2))( z1 � z2) � 0: (6.20)

On d�e�nit, pour t 2 [0; 1], g(t) commepr�ec�edemment. Pour �etablir la convexit�e
de f il faut montrer queg � 0 sur [0; 1]. On a g(0) = g(1) = 0, g estd�erivable
sur ]0; 1[ :

g0(t) = f 0(tx+ (1� t)y)(x� y)� f (x)+ f (y) = f 0(y+ t(x� y))( x� y)� f (x)+ f (y)

Soit 1 > t > s > 0 on a alors, en appliquant (6.20) �a z1 = y + t(x � y) et
z2 = y + s(x � y) (z1 � z2 = (t � s)(x � y))

g0(t) � g0(s) = (f 0(y + t(x � y)) � f 0(y + s(x � y))) (x � y) � 0

d'o�u l'on d�eduit que g0 est croissante sur ]0; 1[. Soit t 2]0; 1[, on d�eduit de la
formule desaccroissements �nis qu'il existe � 2]0; t[ et � 0 2]t; 1[ tels que :

g(t) = g(0) + g0(� )t = g0(� )t et g(1) � g(t) = � g(t) = g0(� 0)(1 � t)

Comme� 0 > t > � on a g0(� 0) � g0(� ) et donc :

�
g(t)
1 � t

�
g(t)

t

ce qui implique bien que g(t) � 0.
2

La caract�erisation di� �erentielle (6.19) de la convexit�e est importante et
exprimeg�eom�etriquement le fait quef est convexessisongraphesesitue au
dessusde tous sesplans tangents. LorsqueE est un Hilbert, (6.19) setraduit
par

f (x) � f (y) � hr f (y); x � yi , 8(x; y) 2 
 � 
 :

Une application de la caract�erisation di� �erentielle (6.19) de la convexit�e
en optimisation est :

Prop osition 6.5 Soit E un R-evn, 
 un ouvert convexede E et f : 
 ! R
une application convexedi� �erentiablesur 
 , et x � 2 
 , on a les �equivalences
entre

f (x � ) � f (x), 8x 2 
 et f 0(x � ) = 0:
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Preuv e:
Supposonsque f atteigne son minimum sur 
 en x � , alors pour h 2 E et
t > 0 assezpetit pour que x � + th 2 
 on a :

1
t
(f (x � + th) � f (x � )) � 0

commef estdi� �erentiable enx � , enpassant �a la limite on obtient f 0(x � )(h) �
0, h �etant arbitraire on a aussif 0(x � )( � h) � 0 et donc f 0(x � ) = 0.

Supposonsque f 0(x � ) = 0, alors pour tout x 2 
, en utilisant (6.19), on
a :

f (x) � f (x � ) + f 0(x � )(x � x � ) = f (x � ):

2

Dans le cadredeux fois di� �erentiable, on a la caract�erisation :

Prop osition 6.6 Soit E un R-evn, 
 un ouvert convexede E et f : 
 ! R
une application deuxfois di� �erentiablesur 
 . On a les �equivalences :

1. f est convexesur 
 ,

2. pour tout (x; h) 2 
 � E , on a :

f 00(x)(h; h) � 0: (6.21)

(f 00(x) est une forme quadratique semi-d�e�nie positive)

Preuv e:
Supposonsd'abord quef soit convexe.Soit x 2 
 et h 2 E tel quex + h 2 

(ce qui implique par convexit�e de 
 que x + th 2 
, pour tout t 2 [0; 1]),
avec (6.19), on a pour tout t 2 [0; 1] :

f (x + th) � f (x) + tf 0(x)(h)

or la formule de Taylor �a l'ordre 2 en x donne:

f (x + th) = tf 0(x)(h) + t2f 00(x)(h; h) + o(t2)

et donc :
t2f 00(x)(h; h) + o(t2) � 0

divisant par t2 et faisant tendre t vers 0 il vient bien

f 00(x)(h; h) � 0:
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R�eciproquement supposonsque(6.21)soit satisfaitepour tout (x; h) 2 
 � E .
Soit (x; y) 2 
 2, commedansla preuve dela proposition 6.4,pour t 2 � [0; 1],
on d�e�nit

g(t) := f (tx + (1 � t)y) � tf (x) � (1 � t)f (y)

et il s'agit de montrer que g(t) � 0 pour tout t 2 [0; 1]. On remarqueque g
est deux fois di� �erentiable sur ]0; 1[ avec :

g0(t) = f 0(y+ t(x� y))( x� y)� f (x)+ f (y), g00(t) = f 00(y+ t(x� y))( x� y; x� y)

ainsi (6.21) implique g00� 0 et donc g0 est croissant sur [0; 1] on ach�eve alors
la preuve exactement commepour la proposition 6.4. 2

Exercice 6.2 Soit f 2 C2(R2; R) montrer que f est convexesur R2 ssi
8x 2 R2, la Hessiennede f en x a une trace et un d�eterminant positif.
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Chapitre 7

In version locale, fonctions
implicites

Ce chapitre est consacr�e �a deux r�esultats centraux : les th�eor�emesde
l'inversion localeet celui desfonctions implicites. En optimisation, nousuti-
liseronscesr�esultats essentiellement en dimension�nie, cependant nous al-
lons les �etablir dans le cadre plus g�en�eral desespacesde Banach et ce, a�n
de bien mettre en �evidenceque cesdeux r�esultats tr �es importants reposent
sur le th�eor�eme de point �xe de Banach-Picard et donc n'utilisent que la
compl�etude.

7.1 Th �eor�eme de l'in version locale

Le th�eor�eme de l'inversion locale �enonc�e ci-dessousexprime que si la
di� �erentielle f 0(a) de l'application f au point a est inversible(en tant qu'ap-
plication lin�eaire) alors (l'application non lin�eaire) f est inversible sur un
voisinagede a. C'est pr�ecis�ement le but du calcul di� �erentiel que de d�eduire
d'une propri�et�e de f 0(a) une information sur le comportement de f au voisi-
nagede a.

Th �eor�eme 7.1 Soit E et F deux espaces de Banach, 
 un ouvert de E,
f 2 C1(
 ; F ) et a 2 
 . Si f 0(a) est inversiblealors il existedeuxvoisinages
ouvertsU et V respectivementde a et f (a) tels quela restriction f : U ! V
soit un di� �eomorphismede classeC1.

Preuv e:

Etap e 1 : r �eduction
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Posonspour tout x 2 
 � a :

g(x) := [f 0(a)]� 1(f (x + a) � f (a))

g est une application de classeC1 de l'ouvert 
 � a � E dans E de plus
g(0) = 0 et g0(0) = id. Comme g est obtenue comme compos�ee de f et
d'op�erations a�nes inversibles(et ind�e�niment di� �erentiables!) il su�t de
montrer le r�esultat pour g.

Pour x 2 
 � a, posons:

�( x) := x � g(x):

Comme� 0(0) = 0, il existe r > 0 tel que pour tout x 2 B(0; r ) on a1 :

k� 0(x)k � 1=2: (7.1)

Etap e 2 : g est une bijection de B(0; r ) dans B(0; r=2)

Soit y 2 B(0; r=2), pour tout x 2 B(0; r ) d�e�nissons:

� y(x) := �( x) + y = x � g(x) + y:

Remarquonsalors que :

g(x) = y , � y(x) = x: (7.2)

Pour x1 et x2 dansB(0; r ) et y 2 B(0; r=2), en utilisant (7.1) et le corol-
laire 6.1, on a :

k� y(x1)� � y(x2)k = k�( x1)� �( x2)k � sup
z2 [x1;x2]

k� 0(z)kkx1� x2k �
1
2

kx1� x2k

en particulier puisque� y(0) = y on a pour tout x 2 B(0; r ) :

k� y(x)k � kyk +
1
2

kxk � r=2 + r=2 = r:

Ce qui pr�ec�edemontre que, pour tout y 2 B(0; r=2), � y est une contraction
de B(0; r ). Il d�ecouledu th�eor�emedu point �xe pour lescontractions que � y

admet un unique point �xe dansB(0; r ). Avec(7.2), nousen d�eduisonsdonc
quepour tout y 2 B(0; r=2), il existeun uniquex 2 B(0; r ) tel queg(x) = y.
Donc g est une bijection de B(0; r ) dansB(0; r=2).

1Ici la norme k� 0(x)k d�esignenaturellement k� 0(x)kL c (E ) .
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Etap e 3 : g� 1 est 2-Lipsc hitzienne sur B(0; r=2)

Soit (y1; y2) 2 B(0; r=2)2, x1 := g� 1(y1) et x2 := g� 1(y2). Avec les nota-
tions de l' �etape 2, on a : x1 := � y1

(x1) et x2 := � y2
(x2). On a alors :

kg� 1(y1) � g� 1(y2)k = kx1 � x2k = k� y1
(x1) � � y2

(x2)k = ky1 � y2 + �( x1) � �( x2)k

� ky1 � y2k +
1
2

kx1 � x2k = ky1 � y2k +
1
2

kg� 1(y1) � g� 1(y2)k:

Commevoulu, on a donc bien :

kg� 1(y1) � g� 1(y2)k � 2ky1 � y2k:

Etap e 4 : g� 1 est di� �erentiable sur B(0; r=2)

Soit y 2 B(0; r=2) et x := g� 1(y) 2 B(0; r ), tout d'abord rappelons
qu'avec (7.1), on a :

k� 0(x)k = kid � g0(x)k �
1
2

< 1;

ceci impliquant en particulier que g0(x) est inversible.2

Nousallonsmontrer queg� 1 estdi� �erentiable eny et plus pr�ecis�ement que
(g� 1)0(y) = [g0(x)]� 1 = [g0(g� 1(y))] � 1. Tout d'abord notons qu'il d�ecouledu
th�eor�emede Banach 3.3 que [g0(x)]� 1 est continu. Il s'agit donc de montrer
que pour " > 0 il existe � " > 0 tel que pour tout k 2 B(0; � " ) tel que
y + k 2 B(0; r=2) on a :

kg� 1(y + k) � g� 1(y) � [g0(x)]� 1kk � "kkk: (7.3)

Soit k 2 E assezpetit pour quey + k 2 B(0; r=2) et posonsxk := g� 1(y + k).
D'apr�esl' �etape pr�ec�edente, on a :

kxk � xk = kg� 1(y + k) � g� 1(y)k � 2kkk: (7.4)

Par ailleurs, puisque k = g(xk) � g(x) = g0(x)(xk � x) + o(kxk � xk) =
g0(x)(xk � x) + � k , il existe � > 0 tel que :

kxk � xk � � ) k� kk := kg(xk) � g(x) � g0(x)(xk � x)k � " kxk � xk
2k[g0(x)] � 1k :

(7.5)
Si kkk � � =2 alors (7.4) entraine que kxk � xk � � , en utilisant (7.5) et �a
nouveau (7.4), il vient donc :

kg� 1(y + k) � g� 1(y) � [g0(x)]� 1kk = kxk � x � [g0(x)]� 1(g0(x)(xk � x) + � k)k

= k[g0(x)]� 1� kk � k[g0(x)]� 1kk� kk � k[g0(x)]� 1k
"kxk � xk

2k[g0(x)]� 1k
� "kkk:

on a donc �etabli (7.3) cequi ach�eve la preuve. 2

2Rappelons ici que si u 2 L c(E ) v�eri�e kid � uk < 1 alors u est inversible d'inverse
continue (voir le poly d'exercices).
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Remarque. Soit p entier p � 2, alors dansl' �enonc�e du th�eor�emede l'inver-
sion locale,on peut remplacerpartout "de classeC1" par "de classeCp" (�a
faire en exercice).

7.2 Fonctions implicites

Le th�eor�emedesfonctions implicites permet localement de passerd'une
condition implicite entre lesvariablesx et y du typef (x; y) = c �a unerelation
explicite du type y = g(x).

Th �eor�eme 7.2 Soit E, F et G trois espacesdeBanach,A et B deuxouverts
respectivementdeE et F , (a;b) 2 A � B , f 2 C1(A � B ; G) et c := f (a;b). Si
@2f (a;b) est inversible (dans L c(F; G)) alors il existeU un voisinageouvert
de a, V un voisinageouvert de b et g 2 C1(U;V) tel que:

f (x; y) 2 U � V : f (x; y) = cg = f (x; g(x)) : x 2 Ug:

Ce qui implique en particulier : g(a) = b et f (x; g(x)) = c 8x 2 U.

Preuv e:
Soit �( x; y) := (x; f (x; y)), 8(x; y) 2 A � B ; on a alors� 2 C1(A � B ; E � G).
Soit (h; k) 2 E � F , � 0(a;b)(h; k) = (h; @1f (a;b)h+ @2f (a;b)k). Pour (u; v) 2
E � G, comme@2f (a;b) est inversible,on a :

� 0(a;b)(h; k) = (u; v) , (h; k) = (u; [@2f (a;b)]� 1(v � @1f (a;b)u)):

Ainsi � 0(a;b) est inversible, avec le th�eor�emede l'inversion locale, nous en
d�eduisonsqu'il existeM voisinageouvert de (a;b) dansA � B et N voisinage
ouvert de�( a;b) = (a;c) tel que� r�ealiseun di� �eomorphismedeclasseC1 de
M sur N . Sansperte deg�en�eralit�e, on peut supposerqueM = M a � M b, avec
Ma (resp.M b) voisinageouvert de a dansA (resp.debdansB). Notonsalors
� � 1 : N ! M a� M b sousla forme� � 1(x; z) =: (u(x; z); v(x; z)) = (x; v(x; z)).
Posonsalors

U := f x 2 M a : (x; c) 2 N et v(x; c) 2 M bg; V := M b:

Par construction U est un voisinageouvert de a et V un voisinageouvert de
b. Pour tout x 2 U, d�e�nissonsg(x) := v(x; c) on a alors g 2 C1(U;V). Soit
(x; y) 2 U � V, on alors (x; c) 2 N , g(x) = v(x; c) 2 V et donc :

f (x; y) = c , �( x; y) = (x; c) , (x; y) = � � 1(x; c)

, (x; y) = (x; v(x; c)) , (x; y) = (x; g(x)) :

2
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Remarque. En d�erivant l'identit �e f (x; g(x)) = c on a :

@1f (x; g(x)) + @2f (x; g(x)) � g0(x) = 0

et comme,au voisinagede a, @2f (x; g(x)) est inversible,on a :

g0(x) = � [@2f (x; g(x))] � 1 � (@1f (x; g(x))) :

Remarque. On a utilis�e le th�eor�emede l'inversionlocalepour �etablir celui
des fonctions implicites. On peut montrer (le faire �a titre d'exercice) que
cesdeux �enonc�essont en fait �equivalents.

Remarque. L'hypoth�ese@2f (a;b) inversibledu th�eor�emenepeut être a�ai-
blie. Pour s'en persuader,le lecteur pourra consid�erer le casdu cercletrigo-
nom�etrique S1 := f (x; y) 2 R2 : f (x; y) := x2 + y2 = 1g. On a @2f (1; 0) = 0
et il n'existe pasde voisinagede (1; 0) sur lequelS1 serepr�esente localement
commeun graphex 7! g(x).
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Troisi �eme partie

Optimisation
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Chapitre 8

R�esultats d'existence et rapp els

8.1 Vocabulaire

Soit E un ensemble et f une fonction d�e�nie sur E �a valeurs r�eelles.
R�esoudrele probl�emede minimisation :

inf
x2 E

f (x) (8.1)

c'est trouver x � 2 E tel que f (x � ) � f (x) pour tout x 2 E. Un tel x �

(s'il existe) est alors une solution de (8.1). La quantit �e inf x2 E f (x) (valant
�eventuellement �1 , voir plus bas) est appel�ee valeur du probl�eme (8.1).
Cette valeur est di� �erente de �1 si et seulement si f est minor�ee sur E,
�evidemment seulce caspr�esente de l'in t�er̂et.

A ce stade,un petit rappel s'imposesur les bornesinf�erieuresde parties
deR, ene�et la valeur du probl�eme(8.1) estpar d�e�nition la borneinf�erieure
du sous-ensemble de R, f (E) := f f (x) : x 2 Eg. Si A est unepartie non vide
de R, saborne inf�erieure,inf A est par d�e�nition sonminorant maximal dans
R [ f�1g ce qui signi�e d'une part :

a � inf A, 8a 2 A

et d'autre part

8b > inf A, il existe a 2 A tel que a � b:

Si A n'est pasminor�ee,alors l'ensemble de sesminorants est r�eduit �a f�1g
et donc inf A = �1 . En�n, on �etend la borne inf�erieure�a l'ensemble vide en
posant inf ; = + 1 .

Si E est un ensemble non vide et f une fonction d�e�nie sur E �a valeurs
r�eelleset minor�ee, alors la valeur � := inf x2 E f (x) est un nombre r�eel,cer�eel

93



� est caract�eris�e par :

f (x) � � , 8x 2 E et 8" > 0, 9x" tel que f (x" ) � � + " :

En sp�eci�ant " = " n avec("n )n unesuite de r�eelsstrictement positifs tendant
vers 0, nousen d�eduisonsqu'il existexn 2 E tel que

f (xn ) � inf
x2 E

f (x) + "n :

Commef (xn ) � inf x2 E f (x), on a donc :

lim
n

f (xn ) = inf
x2 E

f (x): (8.2)

Toute suite (xn )n 2 EN v�eri�an t (8.2) est appel�ee suite minimisante du
probl�eme(8.1). Lorsquef n'est pasminor�eesur E, alors � := inf x2 E f (x) =
�1 et unesuite minimisante est simplement unesuite (xn )n 2 EN v�eri�an t :

lim
n

f (xn ) = inf
x2 E

f (x) = �1 : (8.3)

Notons bien que sansaucune hypoth�esesuppl�ementaire, il existe toujours
dessuitesminimisantes du probl�eme(8.1).

Lorsquel'ensemble E est �ni, (8.1) rel�eve desm�ethodesde l'optimisation
combinatoire qui ne sont pas l'objet de ce cours. Nous consid�ereronsici le
casde l'optimisation continue (E estun "continuum", par exempleun ouvert
d'un R-evn) ce qui nouspermettra d'utiliser les r�esultats de topologieet de
calcul di� �erentiel vus pr�ec�edemment. En particulier, E sera toujours muni
d'une structure m�etrique. Dansle cadrem�etrique, on distinguenaturellement
les notions localeset globalesde solution :

D �e�nition 8.1 Soit (E; d) un espace m�etrique et f une fonction d�e�nie sur
E �a valeursr�eelles.

1. On dit quex � est une solution globale de (8.1) ou un point deminimum
global de f sur E ssi f (x � ) � f (x) pour tout x 2 E.

2. On dit quex � est une solution locale de (8.1) ou un point de minimum
local de f sur E ss'il exister > 0 tel quef (x � ) � f (x) pour tout x 2 E
tel qued(x; x � ) < r .

3. On dit que x � est un point de minimum global strict de f sur E ssi
f (x � ) < f (x) pour tout x 2 E n f x � g.

4. On dit quex � un point de minimum local strict de f sur E ss'il existe
r > 0 tel que f (x � ) < f (x) pour tout x 2 E tel que d(x; x � ) < r et
x 6= x � .

En�n, on a �ecrit (8.1) sousla formed'un probl�emedeminimisation, cequi
englobe aussilesprobl�emesdemaximisation, ene�et maximiserunefonction
revient �a minimiser sonoppos�e.
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8.2 Th �eor�eme d'existence de Weierstrass et
varian tes

La premi�ere question �a se poser dans un probl�eme d'optimisation est :
existe-t-il (au moins) une solution? Nous allons rappeler quelquescrit �eres
simples qui assurent l'existence d'une telle solution. Rappelons d'abord le
th�eor�emeclassiquede Weierstrass(voir chapitre 1) :

Th �eor�eme 8.1 Soit (E; d) un espace m�etrique compact et f 2 C0(E; R)
alors il existex � 2 E tel que:

f (x � ) = inf f f (x), x 2 Eg:

Preuv e:
Nous avonsd�eja �etabli ce r�esultat, on seproposeici d'en donner une preuve
(l�eg�erement) di� �erente reposant sur la notion de suite minimisante : ce type
de preuve est le point de d�epart de ce qu'on appelle la m�ethode directe du
calcul desvariations. Soit donc (xn )n 2 EN une suite minimisante de f sur
E :

lim
n

f (xn ) = inf
x2 E

f (x): (8.4)

Comme E est compact, on peut, quitte �a extraire une sous-suiteque nous
continuerons �a noter (xn )n , supposer que (xn )n converge vers un �el�ement
x � 2 E. Commef est continue, f (xn ) convergevers f (x � ), en utilisant (8.4),
il vient donc :

f (x � ) = inf f f (x), x 2 Eg:

2

En pratique, les hypoth�esesde continuit �e et surtout celle de compacit�e
sont assezrestrictives et commenous allons le voir, peuvent être (un peu)
a�aiblies.

Intuitiv ement, commeon s'int�eresseici �a minimiser f , la situation o�u f
n'a des sauts que "vers le bas" n'est pas ĝenante (consid�erer par exemple
f (0) = 0, f (x) = 1 pour x 2 R n f 0g). Cette intuition conduit naturellement
�a la notion de semi-continuit �e inf�erieure:

D �e�nition 8.2 Soit (E; d) un espace m�etrique, f uneapplication d�e�nie sur
E �a valeursr�eelles et x0 2 E, on dit que:

1. f est semi-continue inf�erieurement (s.c.i. en abr�eg�e) en x0 ssi :

8" > 0, 9r > 0 tq x 2 E, d(x; x0) � r ) f (x) � f (x0) � ": (8.5)
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2. f est semi-continue inf�erieurement (s.c.i. en abr�eg�e) sur E ssi f est
s.c.i. en chaquepoint de E.

Rappelonsqu'�etant donn�eeune suite de r�eels(� n )n , on note liminf n � n la
plus petite valeur d'adh�erencede (� n )n dansR [ f�1 ; + 1g . On a alors la
caract�erisation suivante de la semi-continuit �e inf�erieureen un point :

Prop osition 8.1 Soit (E; d) un espace m�etrique, f une application d�e�nie
sur E �a valeursr�eelleset x0 2 E. Lesassertionssuivantessont �equivalentes:

1. f est semi-continue inf�erieurementen x0,

2. pour toute suite (xn )n 2 EN convergeant vers x0 on a :

liminf f (xn ) � f (x0); (8.6)

Preuv e:
1: ) 2: : soit (xn )n 2 EN convergeant vers x0 et (x ' (n) )n une sous-suitetelle
que

lim
n

f (x ' (n) ) = liminf n f (xn )

Supposonspar l'absurde que liminf n f (xn ) < f (x0) et soit " > 0 tel que

lim
n

f (x ' (n) ) = liminf n f (xn ) � f (x0) � ": (8.7)

Puisque f est s.c.i. en x0 il existe r > 0 tel que pour tout x 2 B(x0; r ) on
a : f (x) � f (x0) � "=2. Pour n assezgrand, on a x ' (n) 2 B(x0; r ) et donc :
f (x ' (n) ) � f (x0) � "=2 en passant �a la limite on a donc :

lim
n

f (x ' (n) ) � f (x0) � "=2

ce qui contredit (8.7)
2: ) 1: : Supposonsque f ne soit pass.c.i. en x0 alors il existe " tel que

pour tout r > 0, il existe x 2 B(x0; r ) tel que f (x) < f (x0) � " . En prenant
r = 1=n, il existe donc xn 2 B(x0; r ) tel que f (xn ) < f (x0) � " , on a alors :

lim
n

xn = x0 et liminf f (xn ) � f (x0) � "

ce qui contredit 2:.
2

Etant donn�eef une application d�e�nie sur E �a valeursr�eelles,on d�e�nit
son�epigraphepar :

Epi(f ) := f (x; t) 2 E � R : t � f (x)g

On a alors la caract�erisation suivante de la semi-continuit �e inf�erieure:
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Prop osition 8.2 Soit (E; d) un espace m�etrique, f une application d�e�nie
sur E �a valeurs r�eelles alors f est semi-continue inf�erieurement sur E ssi
Epi(f ) est ferm�e dansE � R.

Preuv e:
Supposonsd'abord f semi-continue inf�erieurement sur E. Soit (xn ; tn ) une
suite d'�el�ements de Epi(f ) convergeant vers (x0; t0) dans E � R. Pour tout
n on a f (xn ) � tn et commef est s.c.i. en x0 on a :

f (x0) � liminf f (xn ) � liminf tn = t0

ainsi (x0; t0) 2 Epi(f ).
Supposonsmaintenant que Epi(f ) est ferm�e. Soit x0 2 E et (xn )n 2 EN

convergeant vers x0, soit (x ' (n) ) une sous-suitetelle que :

lim
n

f (x ' (n) ) = liminf n f (xn )

Pour tout n, (x ' (n) ; f (x ' (n) ) 2 Epi(f )) et

lim
n

(x ' (n) ; f (x ' (n)) = (x0; liminf n f (xn )) :

CommeEpi(f )) est ferm�e, on en d�eduit que (x0; liminf n f (xn )) 2 Epi(f )) ce
qui signi�e exactement :

liminf n f (xn )) � f (x0):

2

Le th�eor�emedeWeierstrasss'�etendaux fonctionsqui sont seulement s.c.i :

Th �eor�eme 8.2 Soit (E; d) un espace m�etrique compact et f une fonction
s.c.i. de E dansR alors il existex � 2 E tel que:

f (x � ) = inf f f (x), x 2 Eg:

Preuv e:
Soit (xn )n 2 EN une suite minimisante de f sur E :

lim
n

f (xn ) = inf
x2 E

f (x): (8.8)

Comme E est compact, on peut, quitte �a extraire une sous-suiteque nous
continuerons �a noter (xn )n , supposer que (xn )n converge vers un �el�ement
x � 2 E. Commef est s.c.i en x � , on a :

lim
n

f (xn ) = liminf f (xn ) � f (x � );
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en utilisant (8.8), il vient donc :

f (x � ) = inf f f (x), x 2 Eg:

2

Dansun R-ev de dimension�nie, on peut remplacerl'hypoth�esede com-
pacit�e par l'hypoth�ese(8.9), appel�eehypoth�esede coercivit�e.

Th �eor�eme 8.3 Soit E une partie non vide ferm�ee de Rn , f une fonction
s.c.i. de E dansR telle que1 :

lim
x2 E , kxk! + 1

f (x) = + 1 (8.9)

alors il existex � 2 E tel que:

f (x � ) = inf f f (x), x 2 Eg:

Preuv e:
Soit (xn )n 2 EN une suite minimisante de f sur E :

lim
n

f (xn ) = inf
x2 E

f (x) < + 1 : (8.10)

Montrons d'abord que(xn )n est born�ee: si tel n'�etait pas le cas,il existerait
une sous-suite(x ' (n) )n v�eri�an t :

lim
n

kx ' (n)k = + 1 ;

avec l'hypoth�esede coercivit�e (8.9), on aurait alors :

lim
n

f (x ' (n)) = + 1 ;

ce qui contredirait (8.10). On a montr �e que (xn )n est born�eedans E, ferm�e
d'un R-evdedimension�nie, il existedoncunesous-suite(x ' (n) ) convergeant
vers un �el�ement x � 2 E. Commef est s.c.i en x � , on a :

liminf f (x ' (n) ) � f (x � );

en utilisant (8.10), il vient donc :

f (x � ) = inf f f (x), x 2 Eg:

2

1Rappelonsque (8.9) signi�e que 8 M > 0, 9r > 0 tel que pour tout x 2 E, kxk � r )
f (x) � M .
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8.3 Conditions d'optimalit �e

On s'int�eressedanstoute cette partie au probl�eme:

inf
x2 


f (x) (8.11)

Avec
 un ouvert deRn et f unefonction d�e�nie sur 
 �a valeursr�eellessatis-
faisant certaineshypoth�esesde di� �erentiabilit �e qui seront pr�ecis�eesau fur et
�a mesure.Le probl�eme(8.11) avec 
 = Rn par exempleest le probl�eme-type
d'optimisation sanscontrainte. Lesr�esultatsde ceparagraphesont suppos�es
connus aussiles �enoncerons-noussansd�emonstration.

Rappelonsd'abord la condition n�ecessairedu premierordre classique(ap-
pel�eeaussir�eglede Fermat) qui exprime que les points d'extrema locaux de
f sur 
 sont despoints critiques de f :

Prop osition 8.3 Si x � 2 
 est un point de minimum local de f sur 
 et si
f est di� �erentiableen x � alors :

r f (x � ) = 0:

Dans le casconvexe on a beaucoupmieux : le fait d'être point critique
est une condition su�san te de minimum global :

Prop osition 8.4 Soit 
 un ouvert convexede Rn , f une fonction convexe
sur 
 . Si f est di� �erentiable en x � 2 
 et r f (x � ) = 0, alors x � est une
solution de (8.11) i.e. un point de minimum global de f sur 
 .

La condition classiquen�ecessairedu second-ordrenousest fournie par :

Prop osition 8.5 Si x � 2 
 est un point de minimum local de f sur 
 et si
f est deuxfois di� �erentiableen x � , alors on a :

r f (x � ) = 0 et la matrice (sym�etrique) D 2f (x � ) est semi-d�e�nie-positive:

Terminonspar une condition su�san te de minimum local strict :

Prop osition 8.6 Si f est deuxfois di� �erentiableen x � 2 
 et si l'on a :

r f (x � ) = 0 et la matrice (sym�etrique) D 2f (x � ) est d�e�nie-positive;

alors x � est un point de minimum local strict de f sur 
 .

Remarque. Bien noter la di� �erenceentre la condition n�ecessairede la
proposition 8.5 et la condition su�san te de la proposition 8.6. Bien noter
aussique la condition su�san te de la proposition 8.6 n'est que locale mais
assureque x � est un minimum local strict .
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Chapitre 9

Optimisation sous contrain tes
d' �egalit �e

9.1 Notations et d�e�nitions premi �eres

Dans ce chapitre nous nous int�eressons�a des probl�emesd'optimisation
souscontraintes d'�egalit�e dans Rn . Etant donn�es 
 un ouvert de Rn , f et
g1; ::::; gm des fonctions d�e�nies sur 
 �a valeurs r�eelleset (c1; :::; cm ) 2 Rm ,
on consid�ere donc le probl�eme:

inf
x2 A

f (x) (9.1)

avec :
A := f x 2 
 : gj (x) = cj , j = 1; ::::;mg (9.2)

La fonction f �a minimiser s'appelle fonction objectif ou côut. Les fonctions
gj et les r�eelscj d�e�nissent lescontraintes d'�egalit�e de (9.1), les�el�ements de
A s'appellent les�el�ements admissibles, on supposera�evidemment danscequi
suit que A 6= ; . Commepr�ec�edemment, on distingue les solutions localeset
globales,strictes et larges:

D�e�nition 9.1 .

1. On dit quex � est une solution globale de (9.1) ou un point deminimum
global de f sur A ssi f (x � ) � f (x) pour tout x 2 A.

2. On dit quex � est une solution locale de (9.1) ou un point de minimum
local de f sur A ss'il exister > 0 tel quef (x � ) � f (x) pour tout x 2 A
tel quekx � x � k < r .

3. On dit que x � est un point de minimum global strict de f sur A ssi
f (x � ) < f (x) pour tout x 2 A n f x � g.
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4. On dit quex � un point de minimum local strict de f sur A ss'il existe
r > 0 tel que f (x � ) < f (x) pour tout x 2 A tel que kx � x � k < r et
x 6= x � .

Evidemment, la premi�erequestion�a seposerest cellede l'existenced'une
solution de (9.1), pour cela, on utilise les r�esultats du paragraphe8.2. En
e�et, cesderniers ont �et�e obtenus dans desespacesm�etriques g�en�eraux, ils
s'appliquent en particulier �a la partie A de Rn .

Il seracommode danscequi suit de noter sousforme plus synth�etique les
contraintes. Pour cela,on d�e�nit :

g :
�


 ! Rm

x 7! g(x) := (g1(x); :::; gm (x))

Ainsi, en posant c = (c1; ::::; cm ), l'ensemble admissibles'�ecrit simplement
A := g� 1(f cg).

9.2 Un peu d'alg �ebre lin �eaire

Avant d'aller plus avant, rappelonsquelquesr�esultats d'alg�ebre lin�eaire.
Tout d'abord, rappelonsquesi E est un R-ev et E1 et E2 deux sevde E, on
dit que E1 et E2 sont suppl�ementaires (ce que l'on note E = E1 � E2) ssi
pour tout x 2 E il existe un unique (x1; x2) 2 E1 � E2 tel que x = x1 + x2.
Autrement dit E = E1 � E2 ssi :

� :
�

E1 � E2 ! E
(x1; x2) 7! x1 + x2

estun isomorphismeentre E1� E2 et E. Cet isomorphismepermetd'identi�er
E au produit E1 � E2, dans ce cas on fera l'identi�cation x = x1 + x2 =
� � 1(x) = (x1; x2). Notons en�n que si E est de dimension �nie alors �
et � � 1 sont continues, dans ce cas l'identi�cation pr�ec�edente x = � � 1(x)
n'alt �ere en rien lesconsid�erations topologiqueset di� �erentielles.

Prop osition 9.1 Soit E et F deuxR-ev, v 2 L(E; F ), E1 := ker(v) et E2

un suppl�ementaire de E1 alors la doublerestriction de v �a E2 et Im(v) est
un isomorphisme.

Preuv e:
Notons w la double restriction de v �a E2 et Im(v), soit y 2 Im(v), il existe
x 2 E tel que y = v(x). CommeE1 � E2 = E, il existeun unique (x1; x2) 2
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E1 � E2 tel que x = x1 + x2, par d�e�nition de E1, on a v(x1) = 0 donc
y = v(x1 + x2) = v(x2) = w(x2) ainsi w est surjective. Supposonsmaintenant
que x 2 E2 v�eri�e w(x) = 0 = v(x) alors x 2 E1 \ E2 = f 0g ainsi w est
injective.

2

Lemme 9.1 Soit E un R-ev, u1; ::::; um m formes lin�eaires sur E et u 2
L(E; Rm ) d�e�ni par u(x) := (u1(x); :::; um (x)) pour tout x 2 E. Les asser-
tions suivantessont alors �equivalentes:

1. u est surjective,

2. u1; ::::; um est une famil le libre.

Preuv e:
Si u1; ::::; um est une famille li�ee, il existe desr�eelsnon tous nuls � 1; ::::; � m

tels que
P m

j =1 � j uj = 0. Ainsi pour tout x 2 E on a u(x) 2 H o�u H est
l'hyperplan de Rm d�e�ni par l' �equation

P m
j =1 � j yj = 0 ainsi Im(u) 6= Rm .

Si u n'est pas surjective Im(u) 6= Rm et donc Im(u) � H avec H un
hyperplan de Rm . Soit

P m
j =1 � j yj = 0 une �equation de H ( � 1; ::::; � m r�eels

non tous nuls), commeu(x) 2 H pour tout x 2 E, on a

mX

j =1

� j uj (x) = 0, 8x 2 E:

Ainsi u1; ::::; um est li�ee.
2

Achevons cespr�eliminaires avec une variante d'un corollaire du Lemme
de Farkas :

Lemme 9.2 Soit E un R-ev, u1; ::::; um et v m + 1 formes lin�eairessur E.
Les assertionssuivantessont alors �equivalentes:

1. \ m
j =1 keruj � ker(v),

2. il existe(� 1; ::::; � m ) 2 Rm telle que:

v =
mX

j =1

� j uj :

Preuv e:
Tout d'abord, il est �evident que 2: implique 1:. Supposonsmaintenant que
1: ait lieu, il s'agit de montrer que v 2 F := vect(u1; ::::; um ). F est un
sev de l'ev de dimension �nie G := vect(u1; ::::; um ; v). On identi�e G �a Rp
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(p = dim(G)) et on le munit de la structure hilbertienneusuellede Rp. Ainsi
on identi�e aussiG �a sondual. Si v =2 F , commeF est un sevferm�e de G on
peut s�eparerv de F : il existex 2 Rp et " > 0 tels que :

v(x) � inf
p2 F

p(x) � ": (9.3)

CommeG est un sev,nousd�eduisonsde (9.3) quep(x) = 0 pour tout p 2 F
(voir la d�emonstration du lemme de Farkas pour les d�etails), en particulier
ceci implique que x 2 \ m

j =1 keruj et donc 1: implique que v(x) = 0. Or avec
(9.3), on a v(x) � � " < 0 cequi constitue la contradiction recherch�ee.2

9.3 Conditions du premier ordre de Lagrange

Prop osition 9.2 Soit x � 2 A, unesolution locale de(9.1). On supposeque:

1. f est di� �erentiableen x � ,

2. g est de classeC1 au voisinagede x � ,

3. g0(x � ) est surjective

alors pour tout h 2 Rn , on a :

g0(x � )(h) = 0 ) r f (x � ) � h = 0 (9.4)

Preuv e:
Il s'agit de montrer que :

E1 := ker(g0(x � )) = \ m
j =1 ker(g0

j (x
� )) � ker(f 0(x � )) = r f (x � )? : (9.5)

Soit E2 un suppl�ementaire de E1, par la suite on notera les �el�ements de
Rn sous la forme x = (x1; x2) selon le "d�ecoupage"Rn = E1 � E2, on
notera en particulier x � = (x �

1; x �
2). On notera �egalement @i , i = 1; 2 les

di� �erentielles partielles selonle d�ecoupageRn = E1 � E2. Par construction,
on a : @1g(x � ) = 0. D'apr�es la proposition 9.1, @2g(x � ) est un isomorphisme
de E2 sur Im(g0(x � )) et commeg0(x � ) est surjective, Im(g0(x � )) = Rm donc
@2g(x � ) est un isomorphismede E2 vers Rm .

Puisqueg(x � ) � c = 0 et @2g(x � ) est inversible,il r�esultedu th�eor�emedes
fonctions implicites qu'il existe un voisinageouvert U1 de x �

1, un voisinage
ouvert U2 de x �

2 et une application 	 2 C1(U1; U2) tels que U1 � U2 � 
,
	( x �

1) = x �
2 et :

A \ (U1 � U2) = f (x1; 	( x1)) : x1 2 U1g:
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En d�erivant la relation g(x1; 	( x1)) = c valable sur U1, il vient :

@1g(x1; 	( x1)) + @2g(x1; 	( x1)) � 	 0(x1) = 0 8x1 2 U1

en prenant x1 = x �
1, en utilisant @1g(x � ) = 0 et le fait que @2g(x �

1; 	( x �
1)) =

@2g(x � ) est inversible,on obtient donc :

	 0(x �
1) = 0:

Soit h 2 E1, pour t 2 R su�samment petit, on a x �
1+ th 2 U1, (x �

1+ th; 	( x �
1+

th)) 2 A et :

f (x �
1 + th; 	( x �

1 + th)) � f (x � ) = f (x �
1; 	( x �

1)) :

Ainsi la fonction d'une variable, 
 h : t 7! f (x �
1 + th; 	( x �

1 + th)), d�e�nie sur
un voisinageouvert de 0, pr�esente un minimum local en t = 0, comme
 h est
d�erivable en 0 il vient donc :

_
 h(0) = 0 = (@1f (x � ) + @2f (x � ) � 	 0(x �
1)) (h) (9.6)

et comme	 0(x �
1) = 0 on end�eduit doncque@1f 0(x � )(h) = 0. Commeh 2 E1,

on a donc :
@1f 0(x � )(h) = 0 = f 0(x � )(h):

On a donc bien �etabli que E1 := ker(g0(x � )) � ker(f 0(x � )) = r f (x � )? . 2

Retenezque l'id �ee essentielle de la preuve pr�ec�edente est de se ramener
�a une minimisation sanscontrainte et ce grâce au th�eor�eme des fonctions
implicites.

Les conditions n�ecessairesdu premier ordre dites de Lagrangesont alors
fourniespar le th�eor�emesuivant :

Th �eor�eme 9.1 Soit x � 2 A, une solution locale de (9.1). On supposeque:

1. f est di� �erentiableen x � ,

2. g est de classeC1 au voisinagede x � ,

3. la famil le r g1(x � ); :::::; r gm (x � ) est libre,

alors il existe(� 1; ::::; � m ) 2 Rm tels que:

r f (x � ) =
mX

j =1

� j r gj (x � ): (9.7)

104



Preuv e:
Il r�esultedu lemme9.1queg0(x � ) estsurjective et doncqueleshypoth�esesde
la proposition 9.2 sont satisfaites.Ainsi on a \ m

j =1 ker(g0
j (x

� )) � ker(f 0(x � ))
ce qui est �equivalent �a :

\ m
j =1 r gj (x � )? � r f (x � )? :

Ainsi le lemme9.2 (ou le lemmede Farkas) permet d'en d�eduire qu'il existe
(� 1; ::::; � m ) 2 Rm tels que :

r f (x � ) =
mX

j =1

� j r gj (x � ):

2

Lesr�eels� 1; ::::; � m intervenant dans(9.7) sont appel�esdesmultiplicateurs
de Lagrangeassoci�esaux contraintes de (9.1) au point de minimum local x � .

Remarque. L'hypoth�eseque la famille r g1(x � ); :::::; r gm (x � ) est libre im-
plique quelesmultiplicateurs � 1; ::::� m associ�es�a x � sont uniques. La conclu-
sion du th�eor�eme9.1 signi�e simplement que le gradient de la fonction ob-
jectif en x � appartient �a l'espacevectoriel engendr�e par les gradients des
contraintes en x � .

Exemple 9.1 Cherchons �a minimiser f (x1; :::::; xn ) = x1 + :::: + xn sous
la contrainte g(x1; :::xn ) =

P n
i=1 x2

i = 1. Tout d'abord, par compacit�e de la
sph�ere il existeau moins une solution. Ensuite notons quer g(x) = 2x ainsi
les conditions du th�eor�eme de Lagrange sont remplies. Ainsi si x � est un
minimiseur il existe � 2 R tel que1 = �x �

i pour i = 1; :::; n ce qui implique
queles composantesde x � sont �egales.Avec la contrainte cela laisseles deux
possibilit�es :

x � = (n� 1=2; :::::; n� 1=2) ou x � = � (n� 1=2; :::::; n� 1=2):

Le premier cas correspond au point de maximum de f sur la sph�ere et le
second au point de minimum de f sur la sph�ere.

Remarque. Attention �a l'hypoth�ese"g0(x � ) surjective" (�equivalente, rappe-
lonsle, au fait quela famille r g1(x � ); :::::; r gm (x � ) est libre). Cette hypoth�ese
ne peut être a�aiblie pour que la conclusiondu th�eor�emede Lagrangereste
valide (voir exempleci-dessous).Par ailleurs, cette hypoth�eseporte sur x � ,
qui est en pratique ce que l'on cherche et donc a priori inconnu ! En�n, re-
marquonsquesi r g1(x � ); :::::; r gm (x � ) est libre alorsm � n c'est �a dire qu'il
y a moins de contraintes que de variables....
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Exemple 9.2 Il est facile de construire descontre exemples�a (9.7) si l'hy-
poth�ese" g0(x � ) surjective" n'est pasv�eri� �ee.Cherchons�a minimiser f (x; y) =
x sous la contrainte x2 + y2 = 0 : il n'y a qu'un point admissible(0; 0) et
r f (0; 0) = (1; 0) 6= � r g(0; 0) = 0, dansce cas, �a causede la d�eg�en�erescence
r g(0; 0) = (0; 0), il n'y a pas de multiplicateur de Lagrange.

Remarque. Nousverronsau paragraphesuivant comment en introduisant
un Lagrangien g�en�eralis�e, on peut aussi traiter les cas d�eg�en�er�es o�u g0(x � )
n'est passurjective (i.e. r g1(x � ); :::::; r gm (x � ) li�ee)

Lorsquele probl�eme(9.1) est convexe, la condition (9.7) est su�san te et
assureque le minimum est global. Ce cas est celui o�u les contraintes sont
a�nes et l'objectif convexe:

Prop osition 9.3 Supposonsque 
 est un ouvert convexede Rn , que f est
une fonction convexesur 
 et quegj estune fonction a�ne pour j = 1; :::; m.
Si x � 2 A est tel qu'il existe(� 1; ::::; � m ) 2 Rm tels que:

r f (x � ) =
mX

j =1

� j r gj (x � ): (9.8)

alors f (x � ) � f (x) pour tout x 2 A.

Preuv e:
Soit x 2 A, par convexit�e de f , on a :

f (x) � f (x � ) � r f (x � ) � (x � x � )

avec (9.8), il vient donc :

f (x) � f (x � ) �
mX

j =1

� j r gj (x � ):(x � x � ): (9.9)

Commelesgj sont a�nes et gj (x) = gj (x � ) = cj on a aussi:

gj (x) � gj (x � ) = 0 = r gj (x � ):(x � x � )

en reportant dans(9.9), il vient bien f (x � ) � f (x). 2
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9.4 Lagrangien et lagrangien g�en�eralis �e

Le lagrangiendu probl�eme(9.1) est la fonction d�e�nie sur 
 � Rm par :

L (x; � 1; ::::� m ) := f (x) �
mX

j =1

� j (gj (x) � cj ): (9.10)

Remarquonsalors que si f et les fonctions gj sont di� �erentiables en x 2 

alors on a :

r xL (x; � 1; ::::; � m ) = r f (x) �
mX

j =1

� j r gj (x): (9.11)

et
@� j L (x; � 1; ::::; � m ) = cj � gj (x) (9.12)

Ainsi le fait que x 2 A i.e. v�eri�e la contrainte g(x) = c peut s'exprimer
par :

@� j L (x; � 1; ::::; � m ) = 0 pour j = 1; :::; m

ou, sousforme plus synth�etique, en posant � = (� 1; ::::; � m ) :

r � L (x; � ) = 0: (9.13)

Avec (9.11), la condition de Lagrangesetraduit par :

r xL (x; � 1; ::::; � m ) = 0:

Le th�eor�eme9.1 peut donc sereformuler commesuit :

Th �eor�eme 9.2 Soit x � 2 A, une solution locale de (9.1). On supposeque:
1. f est di� �erentiableen x � ,
2. g est de classeC1 au voisinagede x � ,
3. la famil le r g1(x � ); :::::; r gm (x � ) est libre,
alors il existe� = (� 1; ::::; � m ) 2 Rm tels que:

L 0(x � ; � ) = 0: (9.14)

Nousavonsd�eja discut�e le caract�erecontraignant de la condition "g0(x � )
surjective" qui porte sur le point inconnu x � . Pour rem�edier �a cela on peut
ajouter un multiplicateur �a la fonction objectif, ceci conduit �a la d�e�nition
du lagrangien g�en�eralis�e. Le lagrangieng�en�eralis�e du probl�eme (9.1) est la
fonction d�e�nie sur 
 � Rm+1 par :

L 0(x; � 0; � 1; ::::� m ) := � 0f (x) �
mX

j =1

� j (gj (x) � cj ): (9.15)

La condition du premier ordre peut en e�et seformuler par :
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Th �eor�eme 9.3 Soit x � 2 A, une solution locale de (9.1). On supposeque:

1. f est di� �erentiableen x � ,

2. g est de classeC1 au voisinagede x � ,

alors il existedesr�eels(� 0; � 1; ::::; � m ) 2 Rm+1 non tous nuls tels que:

� 0r f (x � ) =
mX

j =1

� j r gj (x � ): (9.16)

Preuv e:
D�e�nissons pour tout x 2 
, H (x) := (f (x); g(x)) 2 Rm+1 . Par hypoth�ese,
H est di� �erentiable en x � : H 0(x � ) = (f 0(x � ); g0(x � )). Distinguons alors deux
cas:

Premier cas : H 0(x � ) est surjectiv e. Ceci implique queg0(x � ) est sur-
jective on peut alorsappliquer le th�eor�eme9.1et prendre� 0 = 1 dans(9.16).

Deuxi �eme cas : H 0(x � ) n'est pas surjectiv e. Puisque

H 0(x � ) = (f 0(x � ); g0
1(x

� ); :::; g0
m (x � )) ;

il r�esulte alors du lemme 9.1 que la famille de formes lin�eaires sur Rn ,
(f 0(x � ); g0

1(x
� ); :::; g0

m (x � )) est li�eecequi revient �a dire que

la famille (r f (x � ); r g1(x � ); :::; r gm (x � )) est li�eedansRn .

Il existedonc desr�eels(� 0; � 1; ::::; � m ) 2 Rm non tous nuls tels que :

� 0r f (x � ) =
mX

j =1

� j r gj (x � ):

2

Remarque. Notons que la condition (9.16) est �equivalente �a :

r xL 0(x � ; � 0; � 1; ::::; � m ) = 0

par ailleurs, g(x � ) � c = 0 s'exprimeaussisousla forme

@� j L 0(x � ; � 0; � 1; ::::; � m ) = 0 pour j = 1; :::; m:

Notons en�n que
@� 0

L 0(x � ; � 0; � 1; ::::; � m ) = f (x � )

donc, en g�en�eral L 0
0(x

� ; � 0; � 1; ::::; � m ) est di� �erent de 0.
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9.5 Conditions du second ordre

Les conditions n�ecessairesdu second-ordrepour un minimum local de
(9.1) sont donn�eespar :

Th �eor�eme 9.4 Soit x � 2 A, une solution locale de (9.1). On supposeque:

1. f est deuxfois di� �erentiableen x � ,

2. g est de classeC2 au voisinagede x � ,

3. la famil le r g1(x � ); :::::; r gm (x � ) est libre,

alors il existe� := (� 1; ::::; � m ) 2 Rm tel que:

r xL (x � ; � ) = r f (x � ) �
mX

j =1

� j r gj (x � ) = 0 et (9.17)

@2
xx L (x � ; � )(h; h) � 0 pour tout h 2 ker(g0(x � )) (9.18)

Preuv e:
Il r�esultedu th�eor�emedeLagrange9.1qu'il existe� 2 Rm tel quer xL (x � ; � ) =
0, autrement dit :

f 0(x � ) =
mX

j =1

� j g0
j (x

� ): (9.19)

PosonsE1 := ker(g0(x � )) et soit E2 un suppl�ementaire de E1. Comme
pr�ec�edemment, on notera les�el�ements de Rn sousla forme x = (x1; x2) selon
la d�ecomposition Rn = E1 � E2, on notera en particulier x � = (x �

1; x �
2). On

notera �egalement @i , i = 1; 2 les di� �erentielles partielles selonle d�ecoupage
Rn = E1 � E2. Par construction, on a : @1g(x � ) = 0. D'apr�es la proposition
9.1, @2g(x � ) est un isomorphismede E2 sur Im(g0(x � )) et commeg0(x � ) est
surjective, Im(g0(x � )) = Rm donc @2g(x � ) est un isomorphismede E2 vers
Rm .

L'identit �e (9.19) implique en particulier :

@2f (x � ) =
mX

j =1

� j @2gj (x � ): (9.20)

Puisqueg(x � ) � c = 0 et @2g(x � ) est inversible,il r�esultedu th�eor�emedes
fonctions implicites qu'il existe un voisinageouvert U1 de x �

1, un voisinage
ouvert U2 de x �

2 et une application 	 2 C2(U1; U2) tels que U1 � U2 � 
,
	( x �

1) = x �
2 et :

A \ (U1 � U2) = f (x1; 	( x1)) : x1 2 U1g:
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En d�erivant une premi�ere fois la relation g(x1; 	( x1)) = c valable sur U1,
il vient :

@1g(x1; 	( x1)) + @2g(x1; 	( x1)) � 	 0(x1) = 0 8x1 2 U1 (9.21)

en prenant x1 = x �
1, en utilisant @1g(x � ) = 0 et le fait que @2g(x �

1; 	( x �
1)) =

@2g(x � ) est inversible,on obtient donc :

	 0(x �
1) = 0: (9.22)

En d�erivant (9.21), il vient :

@2
11g(x1; 	( x1)) + 2@2

12g(x1; 	( x1)) � 	 0(x1)+

@2
22g(x1; 	( x1))(	 0(x1); 	 0(x1)) + @2g(x1; 	( x1)) � 	 00(x1) = 0:

(9.23)

pour x1 = x �
1, en utilisant (9.22), il vient alors :

@2
11g(x � ) + @2g(x � ) � 	 00(x �

1) = 0: (9.24)

Pour x1 2 U1 posonsF (x1) := f (x1; 	( x1)), F pr�esente alorsun minimum
local en x �

1 et commeF est deux fois d�erivable en x �
1 on a :

F 0(x �
1)(h) = 0 pour tout h 2 E1: (9.25)

et
F 00(x �

1)(h; h) � 0 pour tout h 2 E1: (9.26)

Avec descalculssemblables �a (9.23) et (9.24), on a :

F 00(x �
1)(h; h) = @2

11f (x � )(h; h) + @2f (x � )(	 00(x �
1)(h; h))

(9.26) devient alors :

@2
11f (x � )(h; h) + @2f (x � )(	 00(x �

1)(h; h)) � 0 pour tout h 2 E1: (9.27)

Avec (9.20) et (9.24), on a par ailleurs :

@2
11f (x � )(h; h) + @2f (x � )(	 00(x �

1)(h; h))

= @2
11f (x � )(h; h) +

mX

j =1

� j @2gj (x � )(	 00(x �
1)(h; h))

= @2
11f (x � )(h; h) �

mX

j =1

� j @2
11gj (x � )(h; h):

110



Si bien que (9.27) ser�eecrit :
 

@2
11f (x � ) �

mX

j =1

� j @2
11gj (x � )

!

(h; h) � 0 pour tout h 2 E1 = ker(g0(x � ))

or pour h 2 E1, on a :
 

@2
11f (x � ) �

mX

j =1

� j @2
11gj (x � )

!

(h; h) =( f 00(x � ) �
mX

j =1

� j g00
j (x � ))( h; h)

= @2
xx L (x � ; � )(h; h)

ce qui ach�eve la preuve. 2

Remarque. Attention �a la condition h 2 ker(g0(x � )) dans (9.18). La condi-
tion du second-ordre(9.18) :

@2L (x � ; � )(h; h) � 0 pour tout h 2 ker(g0(x � ))

signi�e que la forme quadratique @2
xx L (x � ; � ) est semi-d�e�nie positive sur

ker(g0(x � )) (pas sur Rn en entier en g�en�eral). Notons qu'on peut aussiexpri-
mer cette forme quadratique sousla forme d�evelopp�ee:

@2
xx L (x � ; � ) = f 00(x � ) �

mX

j =1

� j g00
j (x � )

Remarque. Notezbien quepour �ecrire la condition du second-ordre,il faut
avoir d�etermin�e d'abord les multiplicateurs de Lagrange.

En�n, voici desconditions su�san tes pour un minimum local de (9.1) :

Th �eor�eme 9.5 Soit x � 2 A. On supposeque:

1. f est deuxfois di� �erentiableen x � ,

2. g est de classeC2 au voisinagede x � ,

3. la famil le r g1(x � ); :::::; r gm (x � ) est libre,

S'il existe � := (� 1; ::::; � m ) 2 Rm tel que:

r xL (x � ; � ) = r f (x � ) �
mX

j =1

� j r gj (x � ) = 0 et (9.28)

@2
xx L (x � ; � )(h; h) > 0 pour tout h 2 ker(g0(x � )) , h 6= 0 (9.29)

alors x � est un point de minimum local strict de f sur A.
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Preuv e:
En reprenant lesnotations de la preuve du th�eor�eme9.5, il su�t de montrer
que x �

1 est un point de minimum local strict de F (rappelonsque F (x1) :=
f (x1; 	( x1)) pour x1 2 U1). On commencepar remarquer:

F 0(x �
1) = @1f (x � ) + @2f (x � ) � 	 0(x �

1)

Or, noussavons que

	 0(x �
1) = 0; @1g(x � ) = 0 et @1f (x � ) =

mX

j =1

� j @1gj (x � ) = 0

et donc F 0(x �
1) = 0. Commedansla preuve du th�eor�eme9.5, on a aussipour

tout h 2 ker(g0(x � )) = E1 :

F 00(x �
1)(h; h) = @2

11f (x � )(h; h) + @2f (x � )(	 00(x �
1)(h; h))

= (f 00(x � ) �
mX

j =1

� j g00
j (x � ))( h; h)

= @2
xx L (x � ; � )(h; h)

Ainsi par (9.29), F 00(x �
1) est une forme quadratique d�e�nie positive sur E1.

On d�eduit alors de la proposition 8.6 que x �
1 est un point de minimum local

strict de F et donc un point de minimum local strict de f sur A .
2
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Chapitre 10

Optimisation sous contrain tes
g�en�erales

10.1 Notations

Dans ce chapitre nous nous int�eressons�a des probl�emesd'optimisation
souscontraintes d'�egalit�e et d'in�egalit�e dans Rn . Etant donn�es 
 un ouvert
de Rn , f , g1; ::::; gm , k1; :::; kp desfonctions d�e�nies sur 
 �a valeursr�eelleset
desr�eelsc1, ::: , cm , d1, ::::, dp, on consid�ere le probl�eme:

inf
x2 A

f (x) (10.1)

avec :

A := f x 2 
 : gj (x) = cj , j = 1; ::::;m; , ki (x) � di , i = 1; ::::; pg (10.2)

La fonction f �a minimiser s'appelle fonction objectif ou côut. Les fonctions
gj et les r�eelscj d�e�nissent les contraintes d'�egalit�e de (10.1), les fonctions
ki et lesr�eelsdi d�e�nissent lescontraintes d'in�egalit�e de (10.1). Les�el�ements
de A s'appellent les�el�ements admissibles, on supposera�evidemment dansce
qui suit queA 6= ; . Commepr�ec�edemment, on distingue lessolutions locales
et globales,strictes et larges:

D�e�nition 10.1 .

1. On dit quex � est une solution globale de (9.1) ou un point deminimum
global de f sur A ssi f (x � ) � f (x) pour tout x 2 A.

2. On dit quex � est une solution locale de (9.1) ou un point de minimum
local de f sur A ss'il exister > 0 tel quef (x � ) � f (x) pour tout x 2 A
tel quekx � x � k < r .
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3. On dit que x � est un point de minimum global strict de f sur A ssi
f (x � ) < f (x) pour tout x 2 A n f x � g.

4. On dit quex � un point de minimum local strict de f sur A ss'il existe
r > 0 tel que f (x � ) < f (x) pour tout x 2 A tel que kx � x � k < r et
x 6= x � .

Pour �etudier l'existenced'une solution de (10.1), on utilise les r�esultats
du paragraphe8.2.

Il seracommode danscequi suit de noter sousforme plus synth�etique les
contraintes d'�egalit�e, on d�e�nit :

g :
�


 ! Rm

x 7! g(x) := (g1(x); :::; gm (x))

Ainsi lescontraintes d'�egalit�e de (10.1) s'�ecrivent simplement g(x) = c (c :=
(c1; :::; cm )).

Soit x 2 A si ki (x) = di alors on dit que la i -�emecontrainte d'in�egalit�e
est satur�eeenx (certainsdisent plut ôt serr�ee, et enanglais,on dit : binding).
On note I (x) l'ensemble descontraintes satur�eesen x 2 A :

I (x) := f i 2 f 1; ::::; pg t.q. ki (x) = di g:

10.2 R�esultats pr �eliminaires

Dans tout ce paragrapheon consid�ere x � 2 A tel que les conditions sui-
vantes sont satisfaites:

1. g est de classeC1 au voisinagede x � ,

2. ki est di� �erentiable en x � pour tout i 2 I (x � ),

3. la famille r g1(x � ); :::::; r gm (x � ) est libre,

4. les contraintes d'��n�egalit�e sont quali� �eesen x � ce qui par d�e�nition
signi�e :

9h0 2 ker(g0(x � )) tel que r ki (x � ) � h0 < 0 8i 2 I (x � ): (10.3)

L'hypoth�esedequali�cation (10.3)esttr �esimportante, ellepeut �egalement
s'exprimer par

9h0 tel que r gj (x � ) � h0 = 0 8j 2 f 1; :::; mg, et

r ki (x � ) � h0 < 0 8i 2 I (x � ):
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PosonsE1 := ker(g0(x � )) et soit E2 un suppl�ementaire deE1. Commedans
le chapitre pr�ec�edent, on notera les�el�ements de Rn sousla formex = (x1; x2)
selonle "d�ecoupage"Rn = E1 � E2, on noteraenparticulier x � = (x �

1; x �
2). On

notera �egalement @i , i = 1; 2 les di� �erentielles partielles selonle d�ecoupage
Rn = E1 � E2. Par construction, on a : @1g(x � ) = 0. Comme au chapitre
pr�ec�edent, @2g(x � ) estun isomorphismedeE2 versRm . Puisqueg(x � ) � c = 0
et @2g(x � ) est inversible, il r�esultedu th�eor�emedesfonctions implicites qu'il
existe un voisinageouvert U1 de x �

1, un voisinageouvert U2 de x �
2 et une

application 	 2 C1(U1; U2) tels que U1 � U2 � 
, 	( x �
1) = x �

2 et :

f (x1; x2) 2 U1 � U2 : g(x1; x2) = cg = f (x1; 	( x1)) : x1 2 U1g: (10.4)

En d�erivant la relation g(x1; 	( x1)) = c valable sur U1, il vient :

@1g(x1; 	( x1)) + @2g(x1; 	( x1)) � 	 0(x1) = 0 8x1 2 U1

en prenant x1 = x �
1, en utilisant @1g(x � ) = 0 et le fait que @2g(x �

1; 	( x �
1)) =

@2g(x � ) est inversible,on obtient donc :

	 0(x �
1) = 0: (10.5)

Fixons maintenant " > 0 et h 2 Rn v�eri�an t :

h 2 E1 = ker(g0(x � )) et r ki (x � ) � h � 0 8i 2 I (x � ): (10.6)

D�e�nissonspour t > 0 :

x1(t) = x �
1 + t(h + "h 0): (10.7)

On a alors x1(0) = x �
1, x1(t) 2 E1 et x1(t) 2 U1 pour t > 0 assezpetit.

D�e�nissonspour t > 0 assezpetit pour que x1(t) 2 U1 :

x(t) := (x1(t); 	( x1(t))) : (10.8)

Par construction, notonsquex(0) = x � et avec(10.4), g(x(t)) = c pour t > 0
assezpetit. On a alors :

Lemme 10.1 Sousles hypoth�esespr�ec�edentessoit x(t) 2 U1 � U2 d�e�ni par
(10.8) pour t > 0 assezpetit, on a :

x(t) = x � + t(h + "h 0) + o(t)

et x(t) 2 A pour t > 0 assezpetit.
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Preuv e:
On a x1(t) = x � + t(h + "h 0), posonsx2(t) = 	( x1(t)) commex1(0) = x �

1 et
	 est d�erivable en x �

1 avec 	 0(x �
1) = 0, x2 est d�erivable en 0 avec :

_x2(t) = 	 0(x �
1)(h + "h 0) = 0

donc x2(t) = o(t) et commex(t) = (x1(t); x2(t)), il vient :

x(t) = (x �
1 + t(h + "h 0); x �

2 + o(t)) = x � + t(h + "h 0) + o(t): (10.9)

On sait d�eja que g(x(t)) = c, il s'agit de montrer que x(t) satisfait aussi
les contraintes d'��n�egalit�e pour t > 0 assezpetit, pour cela distinguons les
contraintes satur�eesdes contraintes non satur�eesen x � . Si i =2 I (x � ) alors
ki (x � ) < di et puisqueki est continue en x � = x(0) et x(:) est continue en
t = 0, on a par continuit �e ki (x(t)) < di pour t > 0 assezpetit. Si i 2 I (x � )
alors on a ki (x � ) = ki (x(0)) = di et avec(10.9)on a :

ki (x(t)) = di + tr ki (x � ) � (h + "h 0) + o(t)

par hypoth�eser ki (x � ) � h � 0 et r ki (x � ) � h0 < 0 donc ki (x(t)) � di pour
t > 0 assezpetit.

2

10.3 Condition d'optimalit �e de Kuhn et Tu-
cker

Noussommesen mesurede prouver le th�eor�emede Kuhn et Tucker (par-
fois aussiappel�e th�eor�emede Karush, Kuhn et Tucker ou KKT) :

Th �eor�eme 10.1 Soit x � 2 A une solution locale de (10.1) telle que:

1. f est di� �erentiableen x � ,

2. g est de classeC1 au voisinagede x � ,

3. ki est di� �erentiableen x � pour tout i 2 I (x � ),

4. la famil le r g1(x � ); :::::; r gm (x � ) est libre,

5. les contraintes d'��n�egalit�e sont quali� �eesen x � :

9h0 2 ker(g0(x � )) tel quer ki (x � ) � h0 < 0 8i 2 I (x � ):

alors il existe(� 1; ::::; � m ) 2 Rm et � i � 0 pour tout i 2 I (x � ) tel que:

r f (x � ) =
mX

j =1

� j r gj (x � ) �
X

i 2 I (x � )

� i r ki (x � ): (10.10)
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Preuv e:
Soit h v�eri�an t (10.6) et x(t) d�e�ni pour t > 0 assezpetit par (10.8), d'apr�es
le lemme10.1,on a x(t) 2 A, commex(0) = x � et x(:) est continu en 0 on a
donc pour t > 0 assezpetit :

1
t
(f (x(t)) � f (x(0)) � 0: (10.11)

Commef est di� �erentiable en x � et en utilisant la premi�erepartie du lemme
10.1,on peut passer�a la limite t ! 0+ dans(10.11), il vient alors :

r f (x � ) � (h + "h 0) � 0: (10.12)

comme" > 0 est arbitraire, on obtient aussi:

r f (x � ) � h � 0: (10.13)

Comme(10.13)a lieu pour tout h v�eri�an t (10.6),on d�eduit (10.10)du lemme
de Farkas.2

Les r�eels � j et � i sont appel�es des multiplicateurs de Kuhn et Tucker
associ�esaux contraintes de (10.1) au point de minimum local x � .

Lorsquele probl�eme(10.1) est convexe, la condition (10.10)est su�san te
et assureque le minimum est global.

Prop osition 10.1 Supposonsque 
 est un ouvert convexede Rn , que f et
k1; :::; kp sont des fonctions convexessur 
 , gj est une fonction a�ne pour
j = 1; :::; m. Si x � 2 A est tel qu'il existe (� 1; ::::; � m ) 2 Rm et � i � 0 pour
tout i 2 I (x � ) tel que:

r f (x � ) =
mX

j =1

� j r gj (x � ) �
X

i 2 I (x � )

� i r ki (x � ): (10.14)

alors pour f (x � ) � f (x) pour tout x 2 A.

Preuv e:
Soit x 2 A, par convexit�e de f , on a :

f (x) � f (x � ) � r f (x � ) � (x � x � )

avec (10.14), il vient donc :

f (x) � f (x � ) � �
X

i 2 I (x � )

� i r ki (x � ):(x � x � ) +
mX

j =1

� j r gj (x � ):(x � x � ): (10.15)
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Commelesgj sont a�nes et gj (x) = gj (x � ) = cj on a aussi:

gj (x) � gj (x � ) = 0 = r gj (x � ):(x � x � )

en reportant dans(9.9), il vient donc :

f (x � ) � f (x) �
X

i 2 I (x � )

� i r ki (x � ):(x � x � ) (10.16)

Pour i 2 I (x � ), ki (x � ) = di et puisquex 2 A, on a ki (x) � di , par convexit�e
de ki il vient alors :

0 � ki (x) � ki (x � ) � r ki (x � ):(x � x � ) (10.17)

en reportant dans(10.16), il vient bien f (x � ) � f (x). 2

10.4 Lagrangien

On peut aussi formuler les conditions d'optimalit �e KKT, au moyen du
lagrangienassoci�e �a (10.1). L'id �eeest d'introduire desmultiplicateurs pour
toutes lescontraintes d'in�egalit�e dans(10.10),pour tout i on a :

{ soit i =2 I (x � ) et � i = 0 dans(10.10),
{ soit i 2 I (x � ) et donc ki (x � ) � di .

ce qu'on peut r�esumerpar la condition de compl�ementarit �e entre multipli-
cateurset contraintes qui exprime que si une contrainte n'est pas satur�eele
multiplicateurs associ�e est nul :

� i (ki (x � ) � di ) = 0 pour tout i 2 f 1; ::::; pg: (10.18)

Le lagrangiendu probl�eme(9.1) estla fonction d�e�nie pour tout (x; �; � ) 2

 � Rm � (R+ )p par :

L (x; �; � ) := f (x) �
mX

j =1

� j (gj (x) � cj ) +
pX

i =1

� i (ki (x) � di ): (10.19)

Remarquonsalors que si f et les fonctions gj sont di� �erentiables en x 2 

alors on a :

r xL (x; �; � ) = r f (x) �
mX

j =1

� j r gj (x) +
pX

i =1

� i r ki (x): (10.20)

@� j L (x; �; � ) = cj � gj (x) (10.21)
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et
@� i L (x; �; � ) = ki (x) � di (10.22)

Ainsi le fait que x � 2 A i.e. v�eri�e la contrainte g(x � ) = c peut s'exprimer
par :

r � L (x � ; �; � ) = 0: (10.23)

Avec (9.11) et (10.18), la condition de Kuhn et Tucker setraduit par :

r xL (x � ; �; � ) = 0:

Le th�eor�eme10.10peut donc sereformuler commesuit :

Th �eor�eme 10.2 Soit x � 2 A une solution locale de (10.1) telle que:

1. f est di� �erentiableen x � ,

2. g est de classeC1 au voisinagede x � ,

3. ki est di� �erentiableen x � pour tout i 2 I (x � ),

4. la famil le r g1(x � ); :::::; r gm (x � ) est libre,

5. les contraintes d'��n�egalit�e sont quali� �eesen x � :

9h0 2 ker(g0(x � )) tel quer ki (x � ) � h0 < 0 8i 2 I (x � ):

alors il existe� = (� 1; ::::; � m ) 2 Rm et (� 1; ::::; � m ) 2 Rm
+ tels que:

� i (ki (x � ) � di ) = 0 8i 2 f 1; ; pg (10.24)

r xL (x � ; �; � ) = 0: (10.25)

r � L (x � ; �; � ) = 0: (10.26)
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