UFR Math ematiques de la decision

Notes de cours

CALCUL DIFFERENTIEL ET
OPTIMISATION

Guilla ume CARLIER

L3, annee 2008-2009






Cesnotesdecourssort constitueesdetrois partiestotalisant dix chapitres.
La premiere partie comprend quatre chapitres de topologie. Cette partie
reprendlintegralite d'un coursintitul e Analysefonctionnelle, enseigme en Li-
cenceen 2004-2005plus quelquesrajouts utiles en optimisation (applications
bilin eaires cortinues, lemme de Farkas-Minkowski...). Nous ne traiterons
pasintegralemeh en cours ce qui provient du coursd'analysefonctionnelle,
mais j'ai laiss cesparties assezcompletes pour votre culture et a titre de
complemert parcequ'ellespeuvent vousetre utiles par ailleurs.

La secondepartie comprendtrois chapitresdecalculdi erertiel qui comple-
tent votre cours de deuxieme annee, la principale nouveaute concerneles
theoremesde l'in version locale et desfonctions implicites qui sort essetiels
en optimisation mais aussia la basede la geonetrie di erertielle.

La derniere partie concernel'optimisation. Nous introduirons la notion
de semi-cotinuit e inferieure, prouveronsensuitequelquesresultats generaux
d'existence et procederonsa quelquesrappels sur l'optimisation sanscon-
trainte, vue endeuxiemeannee. On traitera ensuitedesconditionsd'optimalit e
pour I'optimisation souscortraintesd'egalite (Lagrange)puis souscortraintes
d'egalite et d'inegalite (KKT).

Pour les parties Calcul di erentiel et Optimisation, je me suistreslarge-
mert inspire des notes d'un cours tres complet que J. Blot enseignaiten
premiere annee de 'ENSAE dans les annees90, qu'il en soit sinceremen
remerce ici.

Cesnotesde coursnevousseror pro tables quesivouspreparezreguliere-
mert et serieusemenlesT.D.'s du poly d'exercicesqui lesaccompagneet ne
vous dispensen bien evidemmen pasd'assisterau cours.

N'hesitezpas a me signalerles erreurs et les coquilles qui subsisteraieh
dans cesnotes. De maniere gererale, vos suggestionssort les bienverues,
c'estgracea ellesque cesnotespourront &tre amelioreespour vos camarades
desprochainesannees.J'esperequecepoly vousserautile et vousensouhaite
une bonnelecture.

G. CARLIER
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Topologie



Chapitre 1

Espaces metriques

1.1 Denitions premi eres

De nition 1.1 Soit E un ensemblenon vide. On appelle distance sur E
toute applicatond: E  E ! R, veriant lesproprietes:
1. (symetrie) d(x;y) = d(y;x) pour tout (X;y) 2 E E,
2.dx;y) =0, x=y
3. (inegalite triangulaire) d(x; z)  d(x;y) + d(y; z) pour tout (X;y;z) 2
E E E.

On aprelle es@ce metriquela donneed'un couple(E; d) ou d estunedistance
sur E.

Bien noter que dansla de nition precderie onad 0. Noter egalemen
que la de nition preaderie implique aussijd(x;z) d(y;z)j d(x;y), pour
tout (x;y;2)2E E E.

Exemple 1.1 Pour E = R, d(x;y) := jx yj estla distane usuele. Pour
E = R", x = (Xg;::5 %) ety = (yq1;::5;Yn) on considere souventlesdistances:
di(X;y) == Qxi Vils do (XY) 1= MaXizan)Xio Vi
i=1
et la distance euclidienne:

X1 1
b(y) = (i ¥i)A)zE:
i=1
Exemple 1.2 Soit E un ensemblenon vide et de nissons pour (x;y) 2 E?,
dix;y) = 1six 6 yetd(x;y) = 0si x =y onverie aisementqued estune
distanee sur E (appeleedistana grossiere sur E).
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Nous verrons par la suite d'autres exemplesdans le cadre des espaces
vectorielsnormes.

1.2 Topologie des espaces metriques

Soit (E; d) un espacemetrique, x 2 E etr > 0, on notera Bg(Xx;r) (ou
simplemen B(x;r) s'il n'y a pasd'ambiguite) la boule ouverte de certre x
et derayonr :

B(x;r):=fy2 E :d(x;y)<rg

et Be(x;r) (ou simplemen B(x; r) s'il n'y apasd'ambiguite) la boulefermee
decertre x etderayonr 0:

B(x;r):=fy2 E :d(x;y) rg:

Le terme de"b oule” provient du casdela distanceeuclidienne(la distance
d, de nie plus haut). A titre d'exercice,dessinezdans R?, la boule B (0; 1)
pour lestrois distancesd,, d, et d; , qu'en pensezvous?

De nition 1.2 Soit (E;d) un esmce metriqueet A E, on dit queA est
borneessiil existex 2 E etr > OtelsqueA B(x;r).

Si A estune partie de E, on de nit sondiametre diam(A) par :
diam(A) := supgfd(x;y); (X;y) 2 A%g:

On veri e aisemern que A estborneessidiam(A) est ni.

On peut maintenart de nir lesensenbles ouverts de (E;d) :

De nition 1.3 Soit (E;d) un esmace metrique et A une partie de E. On dit
que:

1. A estouvertssipour tout x 2 A, 9r > Otel queB(x;r) A,
2. A estferme ssi E nA estouvert.

3. A estun voisinagedex 2 E ssi9r > O tel queB(x;r) A.

Autrement dit, un ensenble estouvert ssiil estvoisinagede chacunde ses
points. L'ensenble desouverts de (E; d) s'appelle la topologiede E induite
par la distanced. On veri e aisemen qu'une boule ouverte (resp. fermee)est
ouverte (resp. fermee).

Prop osition 1.1 Soit (E;d) un es@ce metrique, on a alors :
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1. E et; sontouverts,
2. unereunion (quelonque)d'ouverts est ouverte,
3. uneintersection FINIE d'ouverts est ouverte.

La demonstration est elemenaire et laisee au lecteur qui s'ertraienera
ainsi a sefamiliariser avec les de nitions...

Par passageiu complemernaire, on obtient lesenon@scorrespndart aux
fermes:

1. E et; sort fermes,
2. unereunionFINIE de fermesestfermee,
3. uneintersection (quelconque)de fermesest fermee.

Exemple 1.3 Il esta noter I'importance du mot FINIE dansles enonces
precedents.En e et, soit pour n 2 N, lintervalle ouvertl, :=] 1=n;1=n],
I'intersection de ces ouverts est f0g qui n'est pas ouverte. La reunion des
intervalles fermesJ, := [0;1 1=n] estlintervalle [0; 1] qui n'est ni ouvert
ni ferme.

Denition 1.4 Soit (E;d) un es@oee metrique, A une partie deE etx 2 E
on dit que:

1. x estun point interieur a A ssi9r > Otel queB(x;r) A (autrement
dit A estun voisinagede x),

2. X estun point adherenta A ssi8r > 0, B(x;r) renmontre A.
3. x estun point frontiere de A ssi8r > 0, B(x; r) renmntre A et E nA.

On appelle interieur de A et I'on noteint(A) I'ensembledespoints interieurs
de A. On appelle adherene de A et l'on note A, I'ensembledes points
adherents a A. On appelle frontiere de A et I'on note @\ I'ensembledes
points frontiere de A. Enn on dit queA estdensedansE ssiA = E.

On a clairemert lesinclusions:
int(A) A A
et il estfacile de montrer (faites le en exercice...):
@ = Anint(A):

Exemple 1.4 Il convient de noter queint(A) peut tresbien etre 'ensemble
vide (considerer dans R : f0Og, N, Q, un ensembleni...). Concrnant la
densite : Q et RnQ sontdensesdansR, ]0; 1[ estdensedans|0; 1] etc....
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On a aussiles proprietesimportantes :

Prop osition 1.2 Soit (E;d) un esm@ce metrique, A une partie deE, ona:
1. int(A) estouvert et c'est le plus grand ouvert contenu dansA,
2. A estferme et c'est le plus petit ferme contenant A.

Preuv e:

Montons d'abord queint(A) estouvert : soit x 2 int(A) alors9r > 0tq
B(x;r) A, doncsiy 2 B(x;r=2)onaB(y;r=2) B(x;r) A cequi
mortre quey 2 int(A) et doncB(x;r=2) int(A). int(A) estdoncouvert et
evidemmen int(A) A. Montrons maintenant queint(A) estle plus grand
ouvert cortenu dansA. Soit U ouvert avecU A et soit x 2 U, commeU
estouvert 9r > 0tq B(x;r) U maiscommeU Al vient B(x;r) A et
doncx 2 int(A) cequi montre U int(A) et achewe la preuve.

La demonstration du point 2) est similaire et donc laiseeau lecteur.

O

L'enone preceden implique en particulier les caracterisations:

A ouvert , A= int(A);

et
A ferme , A= A:

Exercice 1.1 Soit (E;d) un esm@ce metrique et A une partie de E. Montrer
que: B
A = Enint(E nA); int(A) = EnE nA:

Exercice 1.2 DansR" muni dela distanee d; (cf Exemplel.1), determiner
I'adherene de B(x; r) et I'int erieur de B(x;r).

Dans les espacesmetriques, on a une notion de proximite et donc de
limite :

Denition 1.5 Soit (E4;d;) et (E;; dy) deuxes@aes metriques,x; 2 E; et
f une application de E; nfx,g dansE,. On dit quef (x) tend vers| 2 E,
quandx tend versx; ce quel'on note :

lim  f(x) =1

X! X1;X6 X1

ssi8" > 0,9 > 0tg. pour tout x 2 E; tel quex 6 Xy, di(X; X1) )
do(f (x);1) .
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Beaucoupde proprietestopologiquesdans les espacesnetriques peuvert
se traduire par des proprietes sequertielles (i.e. en utilisant des suites) :
retenez ce principe, l'utilisation de suites rend souert les demonstrations
plus simplesque le maniemen desde nitions gererales.Rappelonsd'abord
ce qu'est une suite corvergerie :

De nition 1.6 Soit (E;d) un esmce metrique et (X,) une suite d'elements
de E, on dit quex 2 E estlimite dela suite (x,) (ce quel'on notera x, ! X
oulimpX, = x) ssi: 8" >0,9N 2N tg.8n N, d(x,;x) ".Ondit que
(Xn) estconvemgentesi elle admetune limite.

Quandlim, x, = X, ondit aussiquex, corvergeversx. Remarquonsque
la corvergencede (x,) versx (dansE) estequivalente a la corvergencevers
0 de d(xn;x) (dansR).

Il corvient de noter que si une suite est corvergerte alors elle admet une
UNIQUE limite (cette propriete s'exprimeendisant quelesespacesnetriques
sort separes :

Prop osition 1.3 Soit (E;d) un esmce metrique et (x,) une suite conver-
gented'elementsde E, alors salimite estunique.

Preuv e:
Supposonsque (X,) admette pour limite x ety dansE. Ona0 d(x;y)
d(x; xp)+ d(x,;y) ainsienpassan alalimite enn! +1 onobtient d(x;y) =
Oi.e.x =y dou l'unicite. O

Prop osition 1.4 Soit (E;d) un es@ce metrique, A une partie deE, on a:
1. soit x 2 E, x 2 A ssix estlimite d'une suite d'elementsde A,

2. A estferme ssi pour toute suite conveigente(x,) d'elementsde A, la
limite de cette suite appartient a A.

Preuv e:
2) decoulede 1) et du fait que A estferme ssiA = A. Supposonsx 2 A, alors
pourtout n 2 N , B(x; 1=n) rencortre A, soitdoncx, 2 A\ B(x; 1=n) comme
d(x; x,) 1=n, x, corvergevers x. Reciprogquemer suposonsque x soit la
limite d'une suite (x,) d'elemens de A montrons que x 2 A. Soitr > 0,
pour n assezgrand d(x; x,) < r ainsi, commex, 2 A,onaA\ B(x;r) 6 ;.
Finalemert r > 0 etart arbitraire on a bienx 2 A.

O

Exercice 1.3 En vous inspirant de la demonstiation precedente montrer
quex 2 @A ssix estlimite d'une suite d'elementsde A et limite d'une suite
d'elementsde E nA.
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Exercice 1.4 Soit (E;d) un es@aee metriqgue et A une partie non videdeE.
Pour tout x 2 E on de nit la distance dex a A par :

d(x; A) ;= inffd(x;a) a2 Ag

1. Montrer quex 2 A ssid(x; A) = 0.

2. Montrer que I'ensembleA, = fx 2 E : d(x;A) < 1=ng est ouvert
(n2N).

3. Determiner\ oy Ap.

4. Deduire de ce qui precedequetout ferme peut s'ecrire comme une in-
tersection denombabled'ouverts.

1.3 Suites de Cauchy, espacesmetriques com-
plets

Denition 1.7 Soit (E;d) un es@ace metrique et (X,), une suite d'elements
de E, on dit que(x,), estde Cauchyssi: 8" > 0, 9N 2 N t.g. pour tout
(p;g) 2 N>avep N etg N ona: d(Xp;Xg)

La de nition precederie peut aussis'exprimer endisart que (X,), estde
Caudy ssi
sup d(Xp;Xq)! OquandN ! +1:
p N;g N
Evidemmen, toute suite cornvergerie estde Caudy (s'en persuadet), la
reciproque n'est cependart pas vraie : les espacesnetriques pour lesquels
cette reciprogue est vraie sort dits complets:

De nition 1.8 Soit (E;d) un es@ce metrique, on dit que(E; d) estcomplet
ssi toute suite de Cauchyd'elementsde E convelgedansE.

Exemple 1.5 Le corpsdesrationnelsQ muni de la distance usuele (induite
par celle de R) n'est pas completgen e et, il estfacile deverier quela suite
de rationnels de nie par x, :=  ._, 1=(k!) est de Cauchy, on montre par
ailleurs qu'elle ne peut pas conveger versun rationnel). En revancheR muni
de sa distane usuele est complet. De m&éme, R" muni de nimporte laquele
des distanes d;, d,, d; est complet. Nous verrons d'autres exemplesaux
chapitres suivants.

Voici une premiere propriete desespacexomplets:
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Prop osition 1.5 Soit (E;d) un es@oe metriqgue complet et (F,) une suite
decmissantede fermesnon videsdont le diametre tend vers 0, alors l'inter-
section desF,, estnon vide.

Preuv e:
Soit d, := diam(F,) et soit pour tout n 2 N, x, 2 F,. Pour tout couple
d'entiers petgavecp;q N ona:d(Xp Xq) dy etcommedy tend versO
guandN ! +1 , cecimontre quela suite (x,) estde Caudy : elle corverge
donc, appelonsx salimite. Commex estla limite de la suite d'elemeris de
Fn, (Xp)p n, €t COMmMeF, estfermeonax 2 F, cequi acdhewe la preuve.

O

Notonspour cloreceparagraphequ'une suite de Caudy estnecessairemen
bornee(s'enpersuader)doncenparticulier lessuitesconvergenessort bornees.

1.4 Compacit e

Rappelonsd'abord quelquesde nitions relatives aux suites extraites et
valeur d'adherence.

De nition 1.9 Soit E un ensemblenon vide et (x,), une suite d'elements
de E, on appelle sous-suite(ou suite extraite) de la suite (x,), toute suite
dela forme (x: (n))n avee' une application strictement croissantede N dans
N.

De nition 1.10 Soit (E;d) un esmce metrique et (X,) une suite d'elements
de E. On dit que x est valeur d'adherene de (x,) ssi l'une desassertions
equivalentessuivantesest satisfaite :

1. (x,) admetune sous-suitequi conveige vers X,
2.8">0,8N2N,9n N tq.d(x,;x) ",
3. 8" > 0l'ensemblefn 2 N : d(x,;x) "gestinni.

Exercice 1.5 Prouver | equivalene destrois assertionsprecedentes.

Exercice 1.6 Prouverquesi' estcommedanslade nition 1.9alors' (n)
n pour tout n.

Exemple 1.6 La suite ( 1)" admetdeuxvaleursd'adherene: 1 et 1.

Denition 1.11 On dit quel'espace metrique (E; d) est compact ssi toute
suite d'elementsde E admetune sous-suiteconvergente.On dit qu'une partie
A de l'espace metrique (E;d) est compacte ssi toute suite d'elementsde A
admet une sous-suiteconveigentedansA.
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Prop osition 1.6 Soit (E;d) un es@ce metrique. Si A estune partie com-
pacte de E alors A estfermeeet borne.

Preuv e:
Soit (xn)n 2 AN une suite corvergerte, notonsx 2 E salimite. CommeA est
compacte,(X,), admet une soussuite qui corvergedans A, une telle sous-
suite corverge necessairemenvers x (s'en persuader...)d'ou x 2 A ce qui
montre que A estfermee.

Supposonsque A ne soit pasborneeon a alorsdiam(A) = +1 et doncll
existe deux suites(x,) 2 AN, et (y,) 2 AN telles que

Iinm d(Xn;yn) = +1: (1.2)

Comme A est compacteon peut trouver des soussuites (X () €t (Y ()
convergean respectivemern versleselemerns x ety de A, on a donc

d(X: (ny;Y () d(X (ny;X) + d(X;y) + d(y;y ) b od(X;y)

cequi cortredit (1.1).

O

Attention : un ferme borne n'est pasnecessairemedncompact,nousaurons
I'occasionde revenir sur ce point.

Les parties compactesd'un metrique compactsort facilesa caracteriser
puisque:

Prop osition 1.7 Soit (E;d) un esm@ce metrique compact et A une partie de
E alors A estune partie compacte de E ssi A estferme dansE.

Preuv e:
Si A estcompactealorsA estfermeedansk d'apresla proposition precederie.
SupposonsA fermeeet soit (x,) 2 AY, par compacite de E, (x,) admet une
sous-suitequi corvergeversune limite x 2 E, A etant ferme x 2 A et donc
la soussuite corvergeaussiversx dansA cequi prouve que A estcompacte.
O

Notonsquela notion de compacit estplus forte quecellede completude:

Prop osition 1.8 Tout es@oe metrique compact est complet.

Preuv e:
Soit (E; d) un espacemetrique compactet (x,), unesuite de Caudy dansk.
CommeE estcompact, (x,) admetune valeur d'adherencex 2 E. Montrons
que (X,) corvergeversx : soit " > 0, commela suite est de Caudy, il

15



existe N; tq pour tous ertiers p;q Nj; ona: d(Xp;Xg) "=2. Commex

estvaleur d'adherence,il existeN, N; tel qued(xn,;X) "=2.Ainsi pour
tout p Nzona:d(Xxp;x) d(Xp;Xn,)+ d(Xn,;X) ". Cequi montre que
(Xn) corvergeversx et donc que (E; d) est complet.

O

Bien noter quela reciproque estfausse: R est complet mais pascompact
(car non borne!). Remarquonsaussiau passagegue dans la demonstration
preedernie nousavons etabli le resultat :

Lemme 1.1 Soit (E;d) un es@mcee metrique et (X,), une suite d' elements
de E alors (x,)n conveme ssi (Xp), est de Cauchy et admet une valeur
d'adherence.

Th eoreme 1.1 Dans R muni de sa distane usuele, tout ferme borne est
compact.

Preuv e:
Soit F un ferme borne de R, puisque F est borne, F est inclus dans un
segmen [a;b] de R, sansperte de gereralite, nous pouvons supposer que
F  [0;1]. Soit (Xn)n 2 FY  [0;1F, on va mortrer que (x,) admet une
sous-suitequi estde Caudy en procedart commesuit. Pour tout p2 N , on
decompse|[0; 1] en 2° segmets de longueur2 P :

1
[0;1] = 12 10 = [k2 P;(k+ 1)2 P
k=0

Pour p = 1 I'un desdeux intervalles| et I3 quel'on notera J; esttel que
I'ensenble fn 2 N : x, 2 Jig estin ni. On ecrit ensuite

[

J; = |2
k2f 049 D 12 0y

et commeprecedemmen 9k 2 f0;:::;4g tq I'un desintervalles|?;:::;12 que
l'on notera J, verie :

J, Jj, etlensenblefn2 N tg. x, 2 J,gestinni:

On construit ainsi par recurrenceune suite decroissates d'intervallesfermes
Ji J; it Jptel queJ, estdelongueur2 P et pour tout p, I'ensenble
fn2 N:x,2 J,gestinni.

Soit n; le premier ertier k tq Xx 2 J1, N, le premierertier K  n; + 1
tq Xk 2 Jz, ..., Np le premierertier K np 1+ 1tq X 2 Jp,. La suite (Xq,)p

16



est une sous-suitede (x,)n. Notons maintenant que par construction, on a
pour tout r;s P, (Xns;Xn,) 2 Jp €t commeJ, estde diametre 2 P, on a
JXns  XnJ 2 Petdonc(x,,), estde Caucy. CommeR estcomplet, (X,),
corvergeet commeF est ferme salimite estdansF. Ceci montre que (X;)
admet une sous-suitecorvergerie dansF, F estdonc compact.

O

Exercice 1.7 Soit (E;d) un esmece metriqguecompact et (x,,), 2 EN montrer
guela suite (x,), convemgessi elle admetune unique valeur d'adherence.

Terminons ce paragraphepar I'imp ortante caracterisation de la compa-
cite (Qui peut, en suivant un point de vue di erert €tre prise commeune
de nition) suivante :

Th eoreme 1.2 Soit (E;d) un es@ce metrique et A une partie deE. A est
compacte ssi de tout recouvrementde A par une famille d'ouverts de E, on
peut extraire un recouvrement ni.

Nous admettronsici ceresultat qu'il corvient cependart de retenir.

1.5 Continuite

De nition 1.12 Soit (Eq;d;) et (E;; dy) deuxes@oes metriques,f une ap-
plication deE; dansE, etx 2 E;. On dit quef estcontinue enx ssi8" > 0,
9 > 0t.g.di(x;y) ) d(f(x);f(y)) ".Ondit quef estcontinue sur
E, ssif estcontinue en chacunde sespoints.

Exemple 1.7 Soit (E;d) un espce metrique, Xo 2 E etde nissons8x 2 E,
f(x) ;= d(X;Xg). On a alors jf (x) f(y)] d(x;y) et donc (en prenant
simplement\ = "" dansla de nition precedente)f estcontinue sur E.

Prop osition 1.9 Soit (Eq;d;) et (Ez; d,) deuxesmoesmetriques,f une ap-
plication de E; dansE,. Alors les assertionssuivantessont equivalentes

1. f estcontinue sur E;,

2. pour tout ouvert O de E,, f (O) estun ouvertde E,
3. pour tout ferme F deE,, f 1(F) estun ferme de E;,
4. pour toute suite (x,) d'elementsde E; on a:

limx, = x dansE; ) Ilimf(x,) = f(x) dansEo:
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Preuv e:
Onvamontrer 1)) 2)) 3)) 4)) 1).

1)) 2):soitOunouvertdeE,, x2f (0O)ety:=f(x)2 O, comme
O estouvert, 9" > 0tq B(y;") O. Par continuitedef enx, 9 > 0tq
pour tout x°2 E1, x°2 B(x; )) f(X% 2 B(f(x);") = B(y;") O, ainsi
B(x; ) f 1(O)doncf 1(O) estun voisinagede x, commex estun point
arbitraire def (O) on endeduit quef *(O) estouvert.

2)) 3): (par passageau complemenaire), soit F ferme de E,, et soit O
l'ouvert O := E,nF, d'apres2),f 1(O) estouvert maisf (O) = E;nf 1(F)
doncf (F)= E;nf }(0), ainsif 1(F) estferme.

3) ) 4): soit (x,) 2 EN une suite corvergerie de limite x 2 E; et
supposonspar l'absurde quef (x,) ne corvergepasversf (x). Alors 9" > 0
tg 8N 2 N,9ny N tq

do(f (Xny )sF (X)) ™ (1.2)

PosonsF := E, nB(f(x);"), F est ferme (complemenaire d'une boule
ouverte) et donc par 3), f %(F) est ferme. Notons que (1.2) signie que
Xny 2 f 1(F) pourtout N. Comme(xp,, ) corvergeversx quandN ! +1 et
commef *(F) estferme,onendeduit quex 2 f (F)i.e.dy(f (x);f (X))
cequi estabsurde.

4)) 1) :supposonsquef nesoit pascortinue enun point x de E4, alors
il existe" > 0tq pourtout > 0, il existex 2 E; tel qued;(x ;X) et
do(f (x );f(x)) > ". En prenart , := 1=n et en notant x, := x , on a alors
di(Xn;X) 1=net dy(f (Xn);x) > " > 0 cequi cortredit I'assertion4).

O

Prop osition 1.10 Soit (Eq;d;) et (E;;dy) deux esmces metriques, f une
appliation continue de E; dansE,. Si E; estcompact alors f (E;) estune
partie compacte de E,.

Preuv e:
Soit (z,) := f(Xy) (avecx, 2 E;) une suite de f (E;). CommeE; estcom-
pact, X, admet une soussuite (x: (n)) corvergerte, f etant cortinue la sous
suite z () = f (X (n)) estaussicorvergerte. Cecimontre doncquef (E;) est
compact.

O

Corollaire 1.1 Si (E;d) estcompact et f estcontinue de E dansR (muni
de sa distane usuele) alors f atteint sesbornessur E.
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Preuv e:
f (E) estun compactde R c'estdoncun ferme borne enparticulier sesbornes
sort nies et appartiennent af (E). O

Le corollaire precdert peut etre vu comme un resultat d'existenceen
optimisation. Il implique en e et que lorsqueE est compact, les problemes
d'optimisation :

supff (x), x 2 Eg et infff (x), x 2 Eg

admettert au moinsune solution, autremert dit le sup. (resp.inf.) preceden
estun max. (resp. min.).

Exercice 1.8 Soit f une fonction continue de R dansR telle que:

lim f(x)= +1

ixjl +1
montrer quelin mum def sur R estatteint.

Exercice 1.9 Soit A une partie compacte d'un esmce metrique (E; d), on
de nit :

da(x) := inffd(x; a), a2 Ag:

Montrer quel'inf precedentest atteint. Montrer que da(:) est continue sur
E.

Denition 1.13 Soit (E4;d;) et (E;; d;) deuxesmees metriques,f une ap-
plication de E; dansE,. On dit quef estuniformementcontinue sur E; ssi
8">0,9 >0tg. pourtout (x;y) 2 Ef, di(x;y) ) dof (x);f(y)) "

Attention : il corvient de bien distinguer la de nition precdene de celle
de cortinuite (dansla de nition dela cortinuite enun point, " " depend de
" et du point consicere, alorsquedansla de nition del'uniforme cortinuite
ne depend quede ", c'est preciemer pour celaquel'on parle d'uniformit e).

Exercice 1.10 Trouvezunefonction deR danslui m&émequi soit uniformement
continue. Trouvezune fonction de R danslui mémequi soit continue et non
uniformement continue.

Rappelonsla de nition desapplications Lipschitziennes:

Denition 1.14 Soit (E4;d,) et (E;; d;) deuxesmees metriques,f une ap-
plication deE; dansk; etk 2 R, . On dit quef estk-Lipschitzienne(ou Lip-
schitziennede rapport k) ssipour tout (x;y) 2 E;  E; onady(f (X);f (y))
kdi(x;y). On dit enn quef estLipschitziennessi 9k 0O tel quef soit
K-Lipschitzienne.

19



Exercice 1.11 Soit (E;d) un es@mce metrique. Montrer que:
1. Pour tout xo 2 E, l'application x 7! d(x; Xo) est1-Lipschitzienne.
2. Pour toute partie non vide A de E I'application

x 7! da(x) := inffd(x;a), a2 Ag
est 1-Lipschitzienne.

Exercice 1.12 Montrer quelesapplications lipschitziennesde (E; d;) dans
(E2; dp) sontuniformementcontinues. Trouverune application uniformement
continue de R dansR qui n'est pas Lipschitzienne.

Exercice 1.13 Montrer qu'unefonction continue et periodiquede R dansR
est uniformement continue.

Exercice 1.14 Soitf : R! R uniformementcontinue. Montrer qu'il existe
deuxconstantesa et b tellesquejf (x)] ajxj+ b 8x 2 R.

Le resultat suivant (Theoremede Heine) enonceque si I'espacede depart
est compactalors les notions de cortinuite et de cortin uite uniforme coinci-
dert :

Th eoreme 1.3 Soit (Eq;d;) et (E,; d,) deux esmoes metriques,f une ap-
plication continue de E; dansE,. Si (E;;d;) est compact alors f est uni-
formement continue sur E;.

Preuv e:
Supposons,par lI'absurde que f ne soit pas uniformemen cortinue alors il
existe" > 0, il existe deux suitesd'elemerns de E,, (x,) et (yn) telles que
di(Xn;Yn) tendeversOet do(f (Xn);f (yn)) " pourtout n. E; etant compact
on peut extraire dessous-suitesonvergenesde(x,) et (y,) delimites respec-
tivesx ety. En passan ala limite onobtient x = y et dy(f (x);f(y)) "> 0
cequi estabsurde.

O

1.6 Points xes de contractions

Le theoreme suivant (point xe pour les cortractions ou theoreme de
point xe de Banad-Picard) est tresutile dans beaucoupde situations (il
sert en particulier a demortrer les theoremesde Caudy-Lipschitz, de I'in-
version locale ou encoreest tres utile dans certains problemesde program-
mation dynamique) et il illustre parfaitemert I'imp ortance de la notion de
completude.
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Th eoreme 1.4 Soit (E;d) un esmce metrique completet f une contraction
de E, c'est a dire une application de E dansE telle qu'il existek 2]0; 1[ tel
que:

d(f (x);f(y)) kd(x;y), 8(x;y) 2 E E:

Alors f admet un unique point xe : il existe un unique x 2 E tel que
f (x) = x. De plus, pour tout xqg 2 E, si on de nit par recurrenc la suite x,
par Xn,+1 = f (X,), pour n O, la suite x, convelgeversx quandn! +1 .

Preuv e:

On commenced'abord par montrer l'unicit e, supposonsquef admette deux
points xes X; et X,. Commef (Xx1) = Xy etf (X2) = X,, onaalorsd(Xy; Xp) =
d(f (x1);f (X2) kd(x1;x,) et commek < 1, il vient d(xi;x) = 0 donc
X1 = X, d'ou l'unicit e.

Montrons maintenant l'existence. Soit xo 2 E, de nissons la suite x,
commedans|'enon@ et montrons que celle-ciest de Caudty. On commence
par remarquerque pour tout n 2 N on a d(Xp+1;Xn) = d(f (Xn);f (Xn 1))
kd(x,;Xn 1) eniterant I'argument on a donc aussi:

d(Xn+1;Xn)  k"d(X1;Xo) (1.3)
Pourg p N onadonc:

d(Xp;Xq)  d(Xp;Xps1) + 4+ d(Xq 15Xq)  d(X1;Xo)(KP + i+ kK9 1
kN

d(xsiXo) 7

commek 2]0;1[, kN tend vers0 quand N ! +1 , linegalite precederie
implique donc que (x,) est de Caudy et donc admet une limite x dans
E puisque(E;d) est complet. On verie aisemen quef est cortinue donc
Xn+1 = f(Xn) corvergeversf (x) onadoncx = f (x). O

Il faut bien retenir que le theoreme precedert indique tres simplemern
commen trouver le point xe d'une cortraction f : on part de xog AR-
BITRAIRE (c'est assezremarquable)et on calcule les itereesx; = f (Xp),
X = f(x41)... cette suite corvergeversle point xe def (noter aussiquela
vitessede corvergenceest geonetrique : d(x; x,)  K"d(X; Xo)).

Noter que dansle theoremepreader I'hypothesede corntraction (k < 1)
est fondamertale. Pour s'en corvaincre consicererf (x) = x + 1 dansR...

Exercice 1.15 Resoude dansR I'equationarctan(x) = x et etudier le com-
portement dessuitesveri ant Xx,.; = arctan(x,) (Xo 2 R arbitraire).
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1.7 Connexit e

Une derniere notion importante est celle de connexite. Intuitiv emen, un
ensenble connexeest un ensenble "d'un seultenart”.

De nition 1.15 Soit (E;d) un es@ce metrique on dit que E est connexe
ssiles seulssousensembles la fois ouvertset fermesde (E;d) sontE et;.

La caracterisation suivante permetde mieux visualiserla notion de connexite.

Prop osition 1.11 Soit (E;d) un es@mce metrique, les assertionssuivantes
sont equivalentes

1. (E;d) estconnexe,

2. toute application continue de E dansf 0; 1g est constante (f 0; 1g etant
muni par exemplede la distane naturelle de R).

Preuv e:
Supposons(E;d) connexeet soit f 2 CO%(E;f0;1g), soit A; = f (0) et
A, =f 1(1). Par cortinuitedef, Ag et A; sort ouverts et A; = E nA, ainsi
Ao et A; sort aussifermes,donc Ag ou A; estvide ce qui montre quef est
constart.

Soit A une partie a la fois ouverte et fermeede E, en de nissant B =
E nA, le couple (A; B) forme alors une partition ouverte de E. De nissons
f la fonction indicatrice de A, f est alors une fonction cortinue de E dans
f0;1g. Si 2: est satisfaite, f est constarte donc A est vide ou egalea E, ce
gui montre que (E; d) est connexe.

O

Exemple 1.8 Un singletonestconnexe.En revancheles sousensemblesie
R, f0; 1g ou Z ne sont pas connexes.Dans R?, 'ensembleconstitue de deux
boulesdisjointes B, et B, n'est pas connexe(considerer la fonction valant 1
sur B; et O sur B)).

Un criteresimplede connexite estcelui de connexite par arcs; un ensenble
connexepar arcsest un ensenble dont les points peuvent &tre joints par un
arc cortinu :

De nition 1.16 Soit (E;d) un esmce metriqgueon dit queE estconnexepar arcs
ssi pour tout (Xx1;X) 2 E?, il existe 2 CO[0;1}E) tel que (0) = x; et
(1) = Xo.

On a alors
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Prop osition 1.12 Tout es@ce metrique connexepar arcs est connexe.

Preuv e:
Supposons(E; d) connexepar arcs, et soit f une application continue de E
dansfO0; 1g, il s'agit de montrer que f est constarte. Supposonspar I'ab-
surde qu'il existe (x1;%,) 2 E? tel que f(x1) = 0 et f(xy) = 1 et soit

2 CY[0;1E) tel que (0) = x; et (1) = X,. Pour tout t 2 [0;1] on
de nit alorsg(t) := f ( (t)), onaalorsg 2 C°([0;1];R), g(0) = Oetg(1) = 1.
Avec le theoreme desvaleursintermediares,il existe donctgy 2]0; 1] tel que
o(to) = 1=2, or, g(to) = f ( (tp)) 2 f0; 1g, d'ou la cortradiction voulue. O

Exemple 1.9 DansR", les sous-ensemblesonvexessont connexespar arcs
et donc connexes.

Exemple 1.10 SoitE unepartie deR" etx, 2 E, ondit queE estetoile par
rapport a xo ssipour tout x 2 E, le sggmentjoignant xo a x estentierement
inclus dans E (noter la di erene avee la convexite...). Si E est etoile par
rapport a l'un de sespoints, alors E est connexepar arcs donc connexe.

Dans, la preuve de la proposition 1.12,nousavons utilise le theoremedes
valeursintermediaires.En voici la gereralisation naturelle formuleeentermes
de connexite : Iimage d'un ensenble connexepar une application cortinue
est connexe.

Prop osition 1.13 Soit (E;d;) et(E;; d;) deuxesmeesmetriques.Si (E1; dy)
estconnexeet f estune application continue de E; a valeursdansE,, alors
I'image f (E;) estconnexe.

Preuv e:
Soit g une application continue de f (E;) dansf0; 1g et soit h(x) := g(f (x))
pour tout x 2 E;, h estcontinue de E; qui est connexedansf 0; 1g, donch

est constarte sur E; cequi implique que g est constarte sur f (E,).
O
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Chapitre 2

Espaces vectoriels norm es,
espaces de Banach

Danstout cechapitre, E designeun R-espacevectoriel.

2.1 Denitions premi eres

Denition 2.1 On appelle norme sur E toute appliation : kik : E! Ry
veri ant :

1. kxk=0, x=0,
2. kx + yk  kxk + kyk, 8(x;y) 2 E?,
3. kxk=7j jkxk,8(; x)2R E.

On appelle es@ace vectoriel norme (evn) la donnee d'un couple (E; kik)
ave E un es@ce vectoriel reelet kik une norme sur E.

Une normede nit unedistancesur E (et doncunetopologie,desfermes,
descompacts...)donneepar :

d(x;y) := kx yk, 8(x;y) 2 EZ

Bien noter ici quelesevnne sort qu'un casparticulier desespacesnetriques
etudiesau chapitre preceden. En particulier une norme de nit une distance
mais une distance n'est pas necessairemenassaiee a une norme (prendre
I'exemple de la distancegrossere).

Notonsaussique kxk = k  xk et jkxk kykj kx yk.
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Exemple 2.1 Pour E = R", nousavonsdeja renontre les normes:

X X )
kxky = max(iXaj; 5 jXnj) kxke = jxijikxke = (0 jxij?)tP
i=1 i=1
Nous verrons par la suite, quepour tout p  1:
X.I -
kxko = ( jxikP)2=P (2.1)

i=1

de nit une norme sur R". On peut construire de nombreux autres exemples
(par exempleen notant quela sommeou le max d'un nombre ni de normes
esten@re une norme).

Exemple 2.2 E = C%(a;l; R) munie dela norme
kf ky := maxfjf (t)j, t 2 [a;blg:
Sur E on peut aussiconsiderer les normes:

Zb Zb
kiki:=  jfjikfke:= (212

a a

ou plus generalementpour toutp 1:
YA b
kfkp:= ( jfjP)r™
a

Exemple 2.3 E =11 := f(Xn)n 2 RY : (Xn)n borneeg munie de la norme
kxky := supjXnj, n 2 N:

De nition 2.2 Soit E un R-ev, kik; et k:k, deuxnormessur E on dit que
ces deux normes sont equivalentesssi il existe deux constantesstrictement
positives a et b telles que pour tout x 2 E on ait :

akxk; kxks,  bkxkj:

La notion denormesequivalertes estimportante car deuxnormesequivalertes
ont lesmémesouverts, les mémesfermes,les mémesbornes,lesmémescom-
pacts, les m&émessuites corvergeries etc... autremert dit ellesde nissert la
meémetopologie(.... et le meémecalcul di erertiel) .
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Exemple 2.4 Sur R", lesnormesk:k; et kikk; sont equivalentes en e et,
on a clairement pour tout x 2 R", kxk; kxk; et kxk;  nkxk; . Nous
verrons au paragraphe 2.3 que sur R", en fait, TOUTES les normes sont
equivalentes.

Exemple 2.5 Considerons sur E := C([0; 1;R) les normes kik; et kiky
comme dans lI'exemple 2.2. Il est facile de voir que pour tout f 2 E on
a: kfk, kfk; mais ces2 normes ne sont pas equivalentespour autant.
En e et, considerons la suite de fonctions f,(t) := max(0;n(1 nt)), on a
kf ki = n et kf,k; = 1=2, il ne peut donc exister de constante positive a
telle quekf ,ky akf ,k; pour toutn 2 N .

On a vu au chapitre preeden I'imp ortance de la notion de completude
dans le cadre gereral des espacesnetriques, ainsi les evn complets appeles
espacegle Banad jouert un role tresimportant en analyse:

De nition 2.3 On apelle esmoe de Banach tout evn qui muni de la dis-
tance asseiee a sa norme est complet

2.2 Series avaleurs dans un espace de Banach

Soit (E;k:k) un evrget (Xn)n 2 EY, on rappelle que la serie de terme
gereral X, (notation : (| X,), vocabulaire : sgieavaleurs dansE) estla
suite formeespar sessommespartielles: S, := |, | X«.

n

D e nition 2.4F,Soit (E;k:k) un evn et (P . Xn)n une serie a valeurs dans
E. Ondit que( | Xn)n estconvelgentessila suite de sessommespartiel les
convege dans (E; k:k), on appellg, sommede la serie Iapllmlte dessommes
partielles qu'on note S|mplemen|§, e O Xn. On dit que( |, Xn)n €stnorma-
lement convelgentessila serie (|, kxyK), estconvegentedansR.

P
On rappelle que la serie (a termes positifs) (|, kx,K), corverge ssila
suite de sessommesgpartielles est de Caudy :

xXP
8">09N 2Ntqg8p qgq N, kxgk " (2.2)

k=qg+1
: P
danscecasla suite desrestes |-, kxck tend versO quandn! +1 .

P
Prop osition 2.1 Soit I5E;k:k) un esmce de Banachet ( , Xp) une serie
a valeursdans E, si (|, X,) est normalementconvelgentealors (|, X,)
convelgedansE.

n
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Preuv e: P
Il sut demortrer quela suite dessommespartielles S, := |, | X, estde
Caudy, oronapourp (q:

X Xt
KS,  Sek kxik kxik (2.3)

k=qg+l k=g+l

commela serie est normalemen corvergene, le menbre de droite de (2.3)
tend versO quandq! +1,(S,), estdoncde Caudy et la serie corverge.
O

Attention : la convergencenormaleestsu san te pour la corvergenceamais
pas necessairédans R consicerer la serie alterneede terme gereral ( 1)"=n
qui est corvergerie mais non absolumen corvergerie).

Exercice 2.1 Soit (E;k:k) un evn, montrer que (E; k:k) est un esm@mce de
Banach ssi toute serie a valeursdans E normalementconvegenteest abso-
lument convemgente.

P
Exercice 2.2 Soit (f,) une suite borneede (C°([0; 1]; R); kiky ) eb( hon)
une serie a valeurs dans R convelgente, montrer que la serie ( , nfn)
convege dans (C°([0; 1]; R); k:k; ) (on pourra utiliser le theoreme2.6).

2.3 Espaces vectoriels norm es de dimension
nie

En dimension nie, nousallonsvoir quetoute lesnormessort equivalernes,
cequi signi e enpratique quel'on peut utiliser sur R" n'importe quellenorme
sanschanger de topologie, on parle alors simplemen de la topologie de R"
sanspreciserla norme.

Th eoreme 2.1 Lesparties compactesde (R¥; k:k; ) sontsesparties fermees
bornees.En particulier toute suite borneede (R*; k:k; ) admetune sous-suite
convemgente.

Preuv e:
Soit F une partie fermee bornee de R¥ pour la norme kik; . Il existe alors
M > OtellequeF B(O;M)=[ M;M]k. Soit(x,)n 2 FY ([ M;M]JON,
en vertu du theoreme 1.1, [ M;M] est un compact de R, on peut donc
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extraire une sous-suité (x- (n))n telle que pour i = 1;::;k la suite desi-
emescomposartes (X;: ())n corverge vers une limite x; 2 R. Notons x =
(X1;::5Xk), pour tout i onajxi: (ny Xij! Oquandn! +1 etdonc

limkx: ny Xk = O
n

Ainsi (xy, ) corvergeversx, enn x 2 F car F estferme ce qui achew la
preuve.
O

Theoreme 2.2 Si E estun esm@mce vectoriel reel de dimension nie alors
toutesles normessur E sont equivalentes.

Preuv e:
Sansperte de genreralite supposonskE = R". Soit N une norme sur R", nous
allons montrer que N est equivalerte a la norme k:k; de R" (si toutes les
normessort equivalertes a une norme donnee alors par \transitivit e" elles
sort toutes equivalertes entre elles). Soit Igel; ::5;€,) une basede R" et soit

x 2 R" quel'on ecrit dans cette basex = i”:l Xi€&,ona:
X X X
N(x)=N( xe) xiiN(e)  ( N(&))kxk,
i=1 i=1 i=1

P
doncN(x) Ckxk; pourtout x 2 R" (C=  N(g)). On adoncpour tout

X,V :
IN(X) N JN(x y)j Ckx yk; (2.4)

ce qui montre en particulier que N estcorntinue de (R"; k:k; ) dansR.

Soit S ;= fx 2 R" : kxk; = 1g, S estun ferme borne de (R"; kik; ) et
donc un compact en vertu du theoreme2.1. D'apres (2.4), N atteint donc
sonin mum sur S soit doncxg 2 S tqg N(Xp) = mingN commexg 2 S on
aXo6 0etdoncN(xp) > 0posons = N(Xg). Pour x 6 0, x=kxk; 2 S et

donc: N (3)
X X
Xk ) ) kxk;

La derniereinegalite etant aussisatisfaite pour x = 0, ceciacheve de montrer
gueN et k:k; sort equivalertes. O

En combinant lestheoremes2.1et 2.2, 0n obtient le resultat suivant dont
la preuve est laisseeau lecteur :

N (

1En realite, il faut e ectuer plusieurs extractions successies, les details sort laissesau
lecteur...
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Th eoreme 2.3 Soit (E; k:k) un evnreelde dimension nie, lesparties com-
pactesde (E; k:k) sont sesparties fermeeset bornees.En particulier, toute
suite bornee de (E; k:k) admet une sous-suiteconvemgente.

Attention, le resultat precden estfaux endimensionin nie (il estméme
\tr esfaux" car on mortre quela boule unite fermeed'un evn n'est JAMAIS
compactesi ce dernier est de dimensionin nie).

Exercice 2.3 Soit (X,)n 2 (RYY, et N une norme sur R*. Montrer les
equivalenes:

1. (Xn)n convemgeversx pour kik; ,
2. (Xn)n convemgeversx pour N,
3. pour tout i = 1;::;;K (Xin )n cONvelgeversx; dansR.

2.4 Inegalit es de Holder et de Mink owski

On seproposede mortrer ici, deux inegalitesimportantes, qu'il faut sa-
voir redemortrer et d'etablir que la formule (2.1) de I'exemple 2.1 de nit
e ectivemenrt une norme sur R". Dans ce qui suit p est un reel strictemert
superieur a 1 et g estsonexmsantconjugue, c'estadire veri e 1=p+ 1=q= 1.
Onaainsiqg> letg= pHp 1). Onadabord:

Lemme 2.1 Soit x ety deuxreelspositifs on a :
xP yq
Xy ——+ = (2.5)
P 9

Preuv e:
Commet 7! exp(t) estcorvexeet 1=p+ 1=g= 1 ona pour tout (u;v) 2 R? :

u v 1 1
exp(B + a) Bexp(u) + aexp(v) (2.6)

Six> 0ety> 0onposeu = pIn(x) et v = dn(y), avec(2.6), il vient :

xP yq
X —+ —
Y p q

Enn, (2.5) estclairemern satisfaitesix = Oouy = 0cequi achee la preuve.
O

Cecipermet d'etablir I'in egalite de Helder :
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Prop osition 2.2 Soit (a;;:::;;a,), et (by;:::;b,) desreels,on a :

X1 - - X1 - - —_— X1 - - —_—
jahj ( jai)*P(C  jhjote (2.7)
i=1 i=1 i=1
Preuv e:

On peut clairemer suposerlesa; et lesh non tous nuls, de nissonsalorsles
reelsstrictemernt positifs

X-I . . 1— X-I . . 1_
S=( ja)™T:=( jhjHT™

i=1 i=1

En appliquart I'in egalite (2.5) a x; := jaj=Sety; := jhj=T, il vient d'abord :

o
jabj  jal® ki

ST pSP  (Td (2.8)

en sommar cesinegalites,on obtient :

X jgbp 1 X o1 X

% o5 Jalr = jhj® (2.9)
i=1 P" o A i
Par de nition de S et T, le menbre de droite de (2.9) vaut 1=p+ 1=q= 1let

donc:
xn

jahj ST
i=1
cequi prouve (2.7). O
On peut en deduire I'in egalite de Minkowski :

Prop osition 2.3 Soit (Xq;:::;Xn), et (y1;::5;yn) desreels,on a:

X1 . . 1— X1 . . 1— X1 - . 1_

C xi+wiP)™ x>+ wiP)™ (2.10)
i=1 i=1 i=1

Preuv e:
Remarquonsd'abord :

xn xn xn
jXi + yij° jxijixi + yij® t+ ivilixi + yijP * (2.11)

i=1 i=1 i=1
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En appliquart l'inegalite de Helder a a; = jx;j et b = jx; + y;jP 1, et en
utilisant (p  1)g= pil vient :

X0 X X i
iiixi+yilP o PTPC jxi+ i D9t
i=1 i=1 " i=1 o (212)
= xiP)PC O jxi + i)t
i=1 i=1
De méme,ona:
X1 . e . 1 X1 - . 1— X1 . . 1_
yiiixi + vij® (WP ixi+ wiP) (2.13)
i=1 i=1 i=1

Avec (2.11), (2.12) et (2.13), il vient
|
X.I - . X.I - . l— X] . . 1— X.I . . 1— -
ity O Xty O X)) TP O yih)T (2.14)
i=1 i=1 i=1 i=1
nalement, commel 1=q= 1=p, (2.14) sereecrit (lorsquelesx; + y; sort
non tous nuls)

X1 - - 1— X1 - - 1— X1 - - 1—
( x+yi)™ C xP)P+ 0 wih)™
i=1 i=1 i=1
Enn linegalite (2.10) est eviderte lorsquex; + y; = O pour tout i. O
Finalemert on a le resultat annone :

Th eoreme 2.4 Soit pour tout X = (Xg;::5;Xp) 2 R :

X
kxkp := ( jxijP)*": (2.15)

i=1

k:kp, de nit une norme sur R".

Preuv e:
Il estclair quekxk, = 0ssix = Oetquekx k, = j jkxkp, 8(; x) 2 R R",
en n l'in egalite triangulaire provient de I'in egalite de Minkowski (2.10). O

Exercice 2.4 En vousinspirant de ce qui precedemontrer quepourp 1:
yA b
f71( jfjP)re
a

est une norme sur C°([a; b; R).
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2.5 Exemples d' espaces de Banach

Evidemmern tout R-ev de dimension nie muni d'une norme quelconque
estun espacede Banad :

Prop osition 2.4 RN muni de nimporte quele norme estun esm@ce de Ba-
nach.

Preuv e:
Soit (Xn)n 2 (RN)YN une suite de Caudy pour la normek:k; (le choix d'une
norme n'importe pas ici puisqu'en dimension nie toutes les normes sort
equivalertes). Il estclair que chaquesuite formeepar lescomposanes: (x})n,
..., (XN, estde Cauchy dansR et commeR estcomplet, cessuitescorvergent
respectivemen versdeslimites x%, ..., xN . Il estalorsclair que(x,), corverge
dansRN versx = (x%;::5;xN). O

Exercice 2.5 ProuverqueRN estcompletcommesuit. Soit (X,), une suite
de CauchydansRX, montrer que

1. (Xn)n esthbornee et admetune sous-suiteconvegente,
2. en deduire que (x,), converge et conclure.

Passongmaintenant a quelquesexemplesd'espacesde Banad de dimen-
sionin nie. Soit X un ensenble, (E;k:k) un espacede Banad et B(X;E)
I'ensenble desapplications borneesde X dansE :

B(X;E):=ff : X! E tq supkf (x)k< +1g (2.16)

x2X

on veri e trivialement que B (X;E) estun evet quesurE :

kfk, := supkf (x)k (2.17)

x2X

est une norme appelee norme de la corvergenceuniforme (ou simplemen
norme uniforme).

Remarque.

Il faut bien distinguer la corvergenceuniforme et la corvergencesimple
((f,) corverge uniformemen versf lorsquekf, fk; tend vers O alors
que(f,) corvergesimplemen versf lorsque(f,(x)) corvergeversf (x) dans
(E; k:k) pourtout x 2 X). Evidemmen si(f,) convergeuniformemern versf
alors (f,) corvergesimplemen versf maisla reciproque est fausse(trouvez
descorire-exemples).
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Th eoreme 2.5 Soit X un ensemblegt (E; k:k) un es@ace de Banach alors
(B(X;E); kiky ) estun es@ace de Banach.

Preuv e:
Soit (f,), une suite de Caudy de (B(X; E);k:k; ), cequi signie :

8">0,9N 2 Ntg. 8p;9 N; 8x2X; kfp(x) fq(x)k ™ (2.18)

Nousallons prouver que (f ), convergedans (B (X; E); k:k; ) enpassan
par trois etapes.

Etap e 1 : identication d'une limite ponctuelle

Soitx 2 X (x e),(2.18)implique enparticulier quela suite (f ,(x)), 2 EN
est de Caudy et comme(E; k:k) estun Banad, elle corverge: soit f (x) sa
limite.

Etape 2 :f 2 B(X;E)

D'apres(2.18), il existeN tel quepour tout p;q N, et pour tout x 2 X

ona:
Kfo(x) fq(Ok 1 (2.19)

Pour x 2 X xe, prenonsp = N, faisonstendre g vers +1 dans (2.19),
commef 4(x) corvergeversf (x) onobtient kfy(x) f(x)k 1 maiscomme
X 2 X estarbitraire dansl'in egalite precdertie, nous obtenons:

supkf (x) fn(X)k 1) (f fn)2B(X;E)
x2X

et commefy 2 B(X;E) onendeduit quef 2 B(X;E).
Etap e 3 : (fn), converge vers f dans (B(X;E); kik; )

Soit" > 0, d' apres (2.18), il existe N tq pour tout p;q N et tout
X 2 X onakfy(x) fq(x)k ". Commeprecedemmen xons x 2 X,
prenonsp N et faisonstendre q vers+1 , on obtient alors:

kfo(x) f(x)k ™ (2.20)
Mais comme(2.20) a lieu pourtout p N ettout x2 X ona:
8p N; kf, fky "

cequi achew la preuve. O

Notons que dans ce qui preceede,l'ensenble de depart X est totalement
arbitraire. Un casparticulier interessan est celuiou X = N, ene et dans
cecasB(N;E) = I' (E) est l'espacedes suites borneesd'elemeris de E.
En munissan |* (E) de la norme uniforme et en appliquart le theoreme
precden on a ainsi:
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Corollaire 2.1 Soit (E;k:k) un esmce de Banach, alors I* (E) muni de la
norme uniforme est un esfce de Banach.

Un autre casinteressan est celui ou X est muni d'une distanced, dans
ce cas on peut s'interessera l'espacevectoriel C)(X;E) des applications
cortinues et bornee$ de X dans E. En munissant C)(X;E) de la norme
uniforme de nie par (2.17),ona:

Th eoreme 2.6 Soit (X;d) un es@ce metrique et (E; kikk) un espace de Ba-
nach, alors (C2(X; E); kik; ) estun esmce de Banach.

Preuv e:
Soit (fn)n une suite de Caudy de (CJ(X;E);kk; ), d'apres le theoreme
2.5, nous savons que (f,), corwverge vers une limite f 2 B(X;E) dans
(B(X;E);kiky ), il noussut doncde montrer quef estcortinue pour pou-
voir conclure.

Soit" > Oetsoit N tq pourtout n N onait :

Ko Tl o (2.21)

Soit Xxg 2 X, commefy estcortinue en Xg, il existe > 0 tel que:

8x 2 B(Xo; ), kfn(Xo) fn(X)k 3 (2.22)

Pour x 2 B(Xo; ) ona:

kf (x) f(xo)k kf(x) fn(X)k+kfn(X) fn(Xo)k+ kfn(Xo) f(Xo)k
kf ka]_ + "=3+ kf ka]_
" (avec(2.21))

cequi montre quef estcortinue en Xg.
O

Exercice 2.6 Soit (E1;Ny),...(Ex ; Nk ) desesmeesde Banachet soit E :=
E: i Ex montrer quesur E :

N (Xq;:5 XK ) = Ni(Xi); M(Xq; 5 %k) = i:nl1
i=1

ax Ni(xi):

sont des normes equivalenteset que E muni d'une de ces normes est un
esf@ace de Banach.

2Notons au passageque si (X ;d) est compact alors toute application f cortinue de
(X;d) dans (E; k:k) estborneepuisquef (X) est compact donc borne.
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2.6 Atten tion a la dimension in nie

Il s'agit dans ce paragraphed'attirer votre attention sur le fait que cer-
taines proprietes\bien commales” desevn de dimension nie sort fausses
en dimensionin nie :

dans un evn de dimensionin nie, un ferme borne n'est pas automa-
tiguemert compactou, cequi reviert au méme, il peut existerdessuites
borneessanssous-suitecorvergerie,

endimensionin nie, touteslesnormesnesort pasequivalertes (je vous
rervoie a I'exemple 2.5),

en dimensionin nie, le choix d'une norme a de I'imp ortance: muni de
la normeuniforme C°([0; 1]; R) estun espaceale Banad maismuni dela
normek:ky, il n'est pascomplet, commenousallonsle voir. Autrement
dit, en dimensionin nie il n'est pas automatique qu'un evn soit un
Banad.

Bref, un certain nombre de proprietestopologiquesautomatiquesen di-
mensionin nie (completude, compacie desfermesbornes, ou, commenous
le verrons au prochain chapitre, la cortinuite des applications lineaires...)
sort en defaut desquel'on passea la dimensionin nie.

Passongmaintenant enrevue quelquesexemples.

Une suite born ee sans valeur d'adh erence dans (C2(R;R); kiky ) :

Posonspour x 2 R, fo(x) := max(0;1 jxj) et pourtout n 2 N, f,(x) :
f (x n). La suite (f,) estborneedans(CJ(R;R);kk; ), eneet : kf k; =
kfok; = 1. Supposonspar l'absurde quela suite (f ,) admette une soussuite
(f- (n))n qui corvergeversunelimite f dans(CJ(R; R); kik; ). Notonsd'abord
quef,=0sur] 1;n 1]ondoit doncavoirf = Osur] 1;'(n) 1]
pour tout n et doncf = O sur R. Mais si (f- (,)) corverge vers O (dans
(CY(R;R); kiky )), alors kf- (n)k; tend vers O, ce qui est absurde puisque
kf . (n)kl = 1.

Cet exemplemorntre que la boule unite fermeede C(R; R) (pour kik; )
n'est pas compacte.

Une suite born ee sansvaleur d'adh erence dans (C°([0; 1];R); kik; ) :
Soit pour tout n 2 N ettout t 2 [0;1], f,(t) := t¥*. Onakf,k, =1
pour tout n. Supposonspar I'absurde qu'une sous-suitg(f (n)), corvergevers
une limite f dans (C°([0; 1]; R); k:k; ). En particulier pour tout t 2 [0; 1],
f- ) (t) corvergeversf (t). Commef,,(0) = O pour tout n on doit alors avoir
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f(0) = 0. Pour t 2]0;1], f,(t) corvergevers1 doncf (t) = 1 pourt 2]0;1]
mais avecf (0) = O cecicortredit la cortinuite supposedef .

Une suite de Cauchy de (C°([ 1;1];k:ki) qui ne converge pas :
Pourn2 N ett2[ 1;1]de nissons

8
< 1 si t2[ 1 1=n]

fn)= nt si t2[ 1=n;1=n]
1 si t2[1=n;1]

Montrons d'abord que (f,) est de Caudy dans (C°([ 1;1] k:ki). Pour
celade nissonsla fonction (discortinue en0) :

8 :
< 1 si t2[ 10

f)=_ 0 si t=0
1 si t2]0;1]:

Un calcul immediat donne:

(2.23)

ainsi pour tout p;g N ona:
Z 1 Z 1

Kfp ke jfo fi+  jfq fj

2
= (2.24)
1 1 N

ce qui montre que la suite est de Caudy.

Supposonspar l'absurde que (f,,) corverge dans (C°([ 1;1]; k:ki) vers
une limite g. Soit" > O, pourtout n 1="onaf,=f sur[ 1, 1]n[ " "]
onadonc: Z

kfn gkl Jf gJ

[ Lan[ "]
enfaisat n! +1 onendeduit quef = gsur[ 1;1]n[ "; "] et comme
" > Qestquelconqueonaf = gsur[ 1;1]nf0Ogcequicorredit la cortinuite
supposede g.
Cet exemplemontre que (C°([ 1;1]; k:k1) n'est pasun espacale Banad.

Exercice 2.7 Soitf,(t) = t" pourn 2 N ett 2 [0;1]. Etudier la conver-
gene simple, la convegene uniforme et la convegene® en norme k:k; dela
suite (f,,) dansC°([0; 1], R).

Montrer que (f,) estde Cauchydans(C°([0; 1]; R); k:k1). Conclure.
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Chapitre 3

Applications lin eaires,
bilin eaires contin ues, dualit e

Dans ce qui suit etant donnes (E; k:kg) et (F; kikg) deux e.v.n, on no-
tera L(E;F) (resp. L.(E;F)) l'espacevectoriel des applications lineaires
(resp. lineaires cortinues) de E dans F. Pour E = F, on notera simple-
mert L(E) (resp. L.(E;F)) I'espacevectoriel des endomorphismes(resp.
endomorphismesoninus) de E.

3.1 Caract erisation
Th eoreme 3.1 Soit (E; kikg) et (F;kikg) deuxe.v.n,etf 2 L(E;F), les
assertionssuivantessont equivalentes

1. f 2 L(E;F),

2. f estcontinue en un point,

3. f estborneesur la boule unite fermeede E, Bg(0; 1),

4. il existeune constanteM 0 tq kf (x)ke M kxkg 8x 2 E,

5. f estLipschitziennesur E.

Preuv e:

1)) 2)estevidert.

2) ) 3) :supposonsf cortinue enxo 2 E, alors 9r > 0 telle que pour
tout x 2 Bg(Xo;r) on ait :

Kf(x) f(xoke 1 (3.1)
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Soitu2 Be(0;1) onaxg+ ru2 Be(xo;r) et doncavec (3.1), il vient :
Kf (Xo+ ru) f(Xo)ke = kf (ru)ke = rkf (u)kg 1 (3.2)

on en deduit doncque 8u 2 Bg(0;1), onakf (u)ke  1=r.
3)) 4): Supposonsdoncqu'il existeM > O telle que:

kf (Wke M, 8u2 Bg(0;1): (3.3)
Soit x 2 E avecx 6 0, on a x=kxkg 2 Bg(0;1) ainsi avec (3.3) :

kf (X)ke

kf (x=kocke ke = =
E

M) kf(X)ke Mkxkg: (3.4)
et la derniere inegalite dans (3.4) est eviderte pour x = 0.
4)) 5): Par linearite,ona pour tout (x;y)2 E E :

kf (x) f(y)ke = kf(xX y)ke Mkx yke (3.5)

cequi montre quef estM -Lipschitzienne sur E.

5)) 1) estevidert.
O

Exemple 3.1 Soit E := C°%[ 1;1];R). Consideronssur E, la norme 1 :
Z 1
kf ky = jf (t)jdt
1
et la norme uniforme :
kf ki = maxfjf(t)j, t2[ 1;1]o:

Soitenn pourtoutf 2 E, T(f) := f (0). T estclairementune forme lineaire
surk (.e. T2 L(E;R)) etpourtoutf 2 E :

IT(F) kfk

si bienqueT est continue lorsqueE est muni de la norme uniforme.

Nous allons voir que T n'est PAS continue lorsque E est munie de la
norme k:k;. Pour cela, considerons la suite de fonctions :

fo() ;= max(O;n(1 njtj)); t2[ 1,1, n2 N :

Un calcul elementaire montre quekf ,k; = 1 pourtoutnetT(f,)=n! +1.
Ainsi T n'est pasborneesur la boule unite fermeede (E; kik;) etdoncT n'est
pas continue.
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Exercice 3.1 Les notations etant celles de I'exercice precedent, etudier la
continuit e de l'application (lin eaire!) S deE dansR? de nie pourtoutf 2 E

par Z 1 Z 1 Z 1
S(f):=( f(dt tf()dt €f(t)d)
1 0 1

lorsquel’on munit E dela norme k:k, puis dela norme k:k; et R® denim-
porte quele norme (cf. theoreme2.2).

Comme d'habitude, on s'attend a ce que les chosesse passeh bien en
dimension nie, eneet :

Th eoreme 3.2 Soit (E;k:kg) et (F; kikg) deuxe.v.n. Si E estdedimension
nie alorsL(E;F) = L.(E;F).

Preuv e:
Sansperte de gereralite, on supposequeE = R" et kikkg = kik; . M*_l,nissons
E d'une base(es;:;;&,). Soitf 2 L(E;F) et x 2 E, ecrivonsx = i”xia,
alorsona:

X x X
kf 0Ok =k xif (&)ke jxijkf (e)ke  kxke  Kf (&)ke

i=1 i=1 i=1
cequi prouve quef 2 L(E;F). O

Remarque. Remarquonsque la conclusion du theoreme precden est
en gereral faussesi c'est F qui est de dimension nie (voir les exemples
precdens).

Terminons ce paragraphepar un resultat remarquabled( a Banad sur
la continuite de I'inversed'une application lineaire bijective entre espacesle
Banad :

Th eoreme 3.3 Soit (E;k:kg) et (F;k:kr) deuxesmoes de Banachet f 2
L.(E;F), sif estbhijective alorsf 12 L.(F;E).

La demonstration de ce resultat profond depassde cadrede ce cours(le
lecteur interesg pourra consulterle livre de Brezis[1] : chapitre consace au
lemme de Baire et a sesconsequences)Nous admettrons donc ce resultat
dansce qui suit.
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3.2 Espaces d'applications lin eaires contin ues,
dual top ologique
Th eoreme 3.4 Soit (E; k:kg) et (F; kikg) deuxe.v.n.
1. Sur L.(E;F) l'application :
f 70 kf ke e:r) = supfk f (x)ke : kxke 19

de nit une norme.

2. Si (F;kikkg) est un es@cee de Banach, L.(E;F) muni de la norme
de nie precedemmentest un esm@ce de Banach.

Preuv e:
L'assertion 1. est eviderte et sapreuwve laisseeau lecteur.

Soit (f,) une suite de Caudy de (L.(E;F); k:k. e:F)), soit g, la restric-
tion def, aBg(0;1). Onag, 2 CY(Be(0;1);F) carf, estcortinue et :

konki = kfnke (eF): (3.6)
Par de nition de g, on a aussipour tout (p;g) 2 N? :
kgp qu]_ = kfp quLc(E;F): (37)

Ceci implique que (g,) est de Caudy dans (C2(Bg(0; 1); F);kiky ), donc,
graceautheoreme2.6,g, corvergeversunelimite g dans(C2(Be (0; 1); F); kik; ).
De nissonsalorsf parf (0) = Oet:

f(x) = kxkg(& : (3.8)

Notons d'abord que g = f sur Be(0;1), eneet g(0) = f(0) = O et si
X 2 Bg(0;1)nf0Og, pourtout nona:

X X
kagn(M) - kafn(M) - fn(x) - gn(x)

etdoncg = f surBg(0; 1), enpassan ala limite dansla relation precederie.

Montrons quef estlineaire: soit (x1;X.;t) 2 E  E R, pour tout n,
par linearitedef,, ona?!:

0 :fn(xl + tXZ) fn(Xl) tf n(XZ)

X1 + tX
=kx; + thkgn(m) kX 1koh (

X1
lek

X2

) thZkgn(kXZk

)

IDans ce qui suit, on fera un legerabus de notation, en posart kxkg, (x=kxk) = 0 pour
x = 0.
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enpassam a la limite onaf (x; + tx,) = f (xq) + tf (X2). On en deduit donc
quef estlineaire.

Puisqueg = f sur Bg(0;1), f est bornee sur Bg(0;1) et doncf 2
L.(E;F). Enn, commeg, = f, etg=f surBg(0;1),ona:

kgn gkl = kfn kac(E;F)

d'ou I'on deduit quef, corvergeversf dans(L.(E;F);kik. &:F))-
O

Remarque. Soitf 2 L(E;F) et x 2 E nf0g puisquex=kxkg estde norme

lona:
X

kaE
ce qui par homogenreite donneaussi:

kf

ke kfki eF)

kf (X)k;: kf kLc(E;F)kaE: (39)

Evidemmen (3.9) estaussiveri eepar x = 0. Il faut retenir (3.9) qui s'avere
tresutile dansla pratique.

Remarque. Notonsquedansletheoremepreceden (commedansle theoreme
2.6) c'est I'espaced'arrivee qui doit etre un Banad (I'espacede depart est
un evn quelconque).

De nition 3.1 Soit (E; k:k) un R-evn, on appelle dual topologiquede E et
I'on note E° I'espace vectoriel desformes lineaires continues sur E : E°:=
L(E;R)

On munit E%dela norme"duale" dela normedeE :
8f 2 EXkf kgo := supfj f (X)j : kxke 19 (3.10)

Il resulte du theoreme(3.4) et de la completude de R que (E% k:kgo) estun
espacede Banad.

Attention : ne pas confondrele dual algebriquede E, E := L(E;R) et
sondual topologiqueE ° (je vousrervoie aux exemplesdu debut du chapitre).
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3.3 Applications bilin eaires contin ues

On va maintenant etendre les resultats precederis aux applications bi-
lineaires.Les preuves sort analoguesa cellesdesparagraphesprecderis et
donc laissesen exerciceau lecteur.

Etant donnestrois R-ev E, F et G, on appelle application bilin eaire de
E F avaleursdansG toute application :

E F ! G
(xy) 7' alxy)

telle que:

{ pourtout y 2 F, lI'application x 7! a(x;y) estlineairede E dansG,

{ pourtout x 2 E, l'application y 7! a(x;y) estlineairede F dansG.

On note Lo(E F;G) lI'ensenble desapplications bilineairesde E  F
a valeursdans G. On veri e aisemen quelL,(E F;G) a une structure de
R-ev.

P
Exemple 32 E=F=R", G=Retaxy)= [, XV.

Exemple 3.3 E = M,(R), F = G = R" etl'applicationquia(A;x) 2 E F
asseie AX.

Exemple 3.4 Eo R-evquelonque,E = F = G = L(E) et I'application qui
a(u;v)2 E F asse@ieu V.

LorsqueE, F et G sort muniesde normesrespectivesk:ke, kikg, et kikg,
on peut s'interessera la cortinuite deselemens de L,(E F;G). On note
L..(E F;G) I'ensenble deselemers continusdelL,(E F;G). Notonsque
L..(E F;G) estunsevdelL,(E F;G). On aalorsla caracterisation:

Th eoreme 3.5 Soit (E;kike), (F;kikg) et (G;kikg) trois e.v.n, et a 2
Lo.(E F;G), lesassertionssuivantessont equivalentes
1. a2 Ly (E F;G),
2. il existeune constanteM 0 tq ka(x; y)ke M kxkeg kykg, 8(x;y) 2
E F.

Preuv e:

Adapter la preuve du theoreme3.1.

O

LorsqueE et F sort de dimension nie, on a simplemen :
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Th eoreme 3.6 Soit (E;k:kg), (F;kikg) et (G;k:kg) troise.v.n. SiE et F
sontde dimension nie alorsL,(E  F;G) = Loo(E F;G).

Preuv e:

Adapter la preuve du theoreme 3.2. O

Th eoreme 3.7 Soit (E; kikg), (F;kikg) et (G;kikg) trois e.v.n
1. SurL,(E F;G) l'application :

a7 kak, e ro) = suptka(x;y)ke : kxke 1, kyke 19

de nit une norme.

2. Si (G;kikg) estun esmoe deBanach,L,.(E F;G) muni dela norme
de nie precedemmentest un esm@ce de Banach.

Preuv e:

Adapter la preuve du theoreme3.4. 0
Noter quesia2 L,.(E F;G),ona:

ka(x;y)ke  kaki, e rc)kxkekyks 8(x;y) 2 E F: (3.11)

3.4 Un isomorphisme utile

Nous allons voir ici que I'on peut identier L(E;L(F;G)) (respective-
mernt L.(E;L.(F;G))) aL,(E F;G) (respectivemen Lo.(E F;G)). Cette
identi cation est particulieremen utile encalculdi erertiel deslors quel'on
consicere desdi erertielles d'ordre 2 ou plus.

Plus preciemen, soitv 2 L(E;L(F;G)) et de nissonspour tout (X;y) 2
E F:

a,(xy) = (v(x))(y)
il estimmediat deveri er quea, estbilineaire: a, 2 Lo(E F;G). Soit alors
I'application :

L(E;L(F;G)) ! LaE F;G)
\; 7! ay

Il estclair gue estlineaire (donc si on veut absolumen utiliser desnota-
tions, 2 L(L(E;L(F;G));L.(E F;QG))).
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Soit maintenant a2 L,(E F;G), alors pour tout x 2 E, I'application
a(x;:) appartient a L(F;G) (a(x;:)(y) = a(x;y) pour tout y 2 F). Par
ailleurs par bilinearite on a pour tout (x1;X2; )2 E2 F :

a( x 1+ Xp;:) = a(Xg;:)+ a(xs;):
Ce qui signi e que l'application :

A E! L(F;G)
&t ox T ALX) = alx;))
appartient aL(E;L(F;G)). Soit maintenant

L.(E FG) ! L(E;L(F;G))
a 7! A,

Soita2 Lo(E F;G)et(x;y)2E Fona:
(. )Caxy) = (Aax)(y) = alx;y)
a, X ety etant arbitraire on a donc

=idsurL,(E F;QG)
= id surL(E;L(F;G)):
Autrement dit  estunisomorphismeet estlinversede . L'isomorphisme
permetdonchiendidentier L(E;L(F;G)) aL,(E F;G). L'identi cation
precdene est puremert algebrique. Supposonsmaintenant queE, F et G
sort muniesde normesrespectivesk:kg, kikg, et kikg. On a alors

Theoreme 3.8 Soit et de nis commeprecedemment,on a alors :
1. Soitv2 L(E;L(F;G)) alorson a:

V2 L(E;L(F;G)), (Vv)2Lyx(E F;G):
2. Pourtoutv2 L.(E;L.(F;G)),ona:
KVKL (E:Lc(Fie) = K( VKL, Fo)
Preuv e:
Par de nition, ( v) 2 Lo.(E F;G) ssiil existeM 0 tel que
kv(x)(y)ke M kxkekyke 8(x;y) 2 E F:
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Ceciequivaut a : il existeM 0 tel que
8x 2 E, v(x) 2 L¢(F;G) et kv(x)k . (r.c) M kxke

ce qui signi e exactemen quev 2 L (E;L(F;G)).
Soitv 2 L¢(E;L(F;G)), ona:

K( VKL, e Fo) = supk (V(X))(Y)ke : kxke 1, kyke 19
= SUp(kV(X)kLC(F;G) . kxkg lg: kaLc(E;Lc(F;G))

O

Le theoreme 3.8 exprime donc non seulemen que L.(E;L.(F;G))) et
L..(E F;G) sort isomorphesnaisenplusisometriques( estuneisometrie
deL (E;L¢(F;G)) dansL,(E F;G), cesespacegtan munis deleur norme
naturelle).
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Chapitre 4

Espaces de Hilb ert

4.1 Denitions et propri etes premi eres

De nition 4.1 Soit E un R-ev, on appelle produit salaire (ps) sur E toute
application h;:i : E  E! R quiest:
1. bilineaire : pourtout x 2 E (xe)y 7! hx;yi estlineaire, et pour tout
y2 E (xe)x 7! yi estlineaire,
2. symetrique : hx;yi = hy;xi, 8(x;y) 2 E E,
3. de nie positive: hx;xi 0,82 E ethx;xi =0, x=0.

Notonslesidertit esfacilesa etablir enutilisant la bilin earite et la symetrie :
X+ y;x+yi = hxi+hy;yi+ 2 yi; @.1)
h y;x yi=hgxi+hyyi 2k yi, 8(x;y) 2 E  E: '

De nition 4.2 On appelle es@ce prehilkertien la donneed'un couple(E; h;:i)
ave E un R-ev et It;:i un produit salaire sur E.

La donneed'un produit scalairepermet de de nir une norme sur E, et
cegracea l'in egalite de Caudy-Scwarz :

Prop osition 4.1 Soit (E;h;:i) un esmce prehilkertien.
1. pour tout (x;y) 2 E E on al'in egalite de Cauchy-Schwarz
jhGyij (o xi)P(hy;yi)t (4.2)
De plusil y a egalite dans(4.2) ssix ety sontlies.

I'application x 7! (hx; xi)¥* estune norme sur E appeleenorme asseieeau
psh;:i.
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Preuv e:

1) : De nissonspour tout t 2 R,
g(t) := hx + ty; x + tyi = t>hy;yi + 2thx;yi + hx; xi

g estun trinfbmeent (non degerere siy 6 0 maissiy = 0 les2 menbresde
(4.2) valert 0) et g(t) O 8t par positivite du ps. Le discriminant de g est
donc negatif soit :

(b yi)®> b xi by yi s
on obtient (4.2) en prenart la racine carreede I'in egalite precederte.

Il estclair quesix ety sort lies,il y a egalite dans(4.2). Reciproquemen
siil y a egalite dans(4.2) alors le discriminant de g estnul et donc g admet
une racinedoublety 2 R, maisg(ty) = 0 ssix + tgy = O et doncx ety sort
lies.

2) : Notons kxk := (hx; xi)¥™2, commeh;:i estun ps, on a kxk = 0 ssi
x = 0. La bilinearite implique clairemert kx k = j jkxk. Restea montrer
I'in egalite triangulaire : soit (x;y) 2 E  E ona

kx + yk? =kxk? + kyk? + 2hx; yi
kxk? + kyk? + 2kxkkyk (d'apresCaudy-Sdwarz)
=(kxk + kyk)?

ce qui achewe de mortrer que k:k estunenormesur E. O

Notons k:k la norme ass@ieeau ps h;:i remarquonsque la connaissance
de cette norme permet de \retrouv er" le produit scalairepar l'identit e sui-
vante (identit e de polarisation) :

h; yi = %(kx+ yk?  kxk®  kyk?): (4.3)

Mentionnons aussil'identit e du parallelogramme:

kx + yk? + kx  yk? = 2(kxk® + kyk®): (4.4)

Remarque. Il decoulede I'in egalite de Caudy-Scwarz que pour tout x 2
H, la formelineairey 7! hx;yi estconinue sur H.

De nition 4.3 Soit (E; h;:i) un es@ce prehilkertien. On dit que(E; h;:i)
estun esp@ce de Hilbert ssi E muni dela norme assaieea h;:i estcomplet
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P
Exemple 4.1 E = R" muni du produit salaire usuel: hyi :== 'L xy;.
Plus generalement, toute matrice carreede taille n symetrique et de nie po-
sitive A de nit un pssur R" via :

hx; yi := x%Ay:
Evidemment, le cas du ps usuelcorrespnd a A = |,.

P
Exemple 4.2 |12 'espace dessuitesreeles (x,) tq  jX,j2 < +1 muni du
produit salaire : X
hx; yi = XnYn:
n 0

Exemple 4.3 L'espace de Letesguel 2([0; 1]; R) muni de:
z 1
(f;g) 7t f(t)g(t)dt
0

est un Hilbert mais C°([0; 1]; R) muni de la méme structure est seulement
prehilkertien.

Etant donne un espaceprehilbertien (H; h;i), on dit que deux vecteurs
u et v sort orthogonauxssihu;vi = 0. Pour A H on appelle orthogonal
de A l'ensenble :

A’ :=fx2H:hyi=0,8y2Ag:

On veri e sanspeineque A? estun sevferme de H car intersection de sev
fermes.

4.2 Pro jection sur un convexe ferme

Le theoreme de projection nous seratresutile par la suite, notammert
pour etablir lestheoremesde Rieszet de separation. Il peut (et doit, dans
le cadre de ce cours) €tre compris comme un resultat "id eal" en optimi-
sation. Il enonceen e et l'existence, l'unicit e et donne une caracterisation
pour le probleme (d'optimisation !) de projection (point le plus proche) sur
un cornvexe ferme d'un espacede Hilbert : on peut di cilemen t demander
plus....

On rappelle ici qu'un sousensenble C d'un ev H est corvexe ssi pour
tout (x;y)2C Cettoutt2[0;1]Jona:tx+ (1 t)y2C.
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Th eoreme 4.1 Soit (H;h;:1) un es@ce de Hilbert et C un convexeferme
non vide de H. Pour tout x 2 H il existe un unique elementde C appele
projection de x sur C et notee pc(X) tq :

kx pc(X)k = inffkx yk,y2 Cg:

pc (X) estcaracterise par : pc(x) 2 C et lesinequationsvariationnelles :

hx  pc(x);y pc(X)i 0, 8y2C: (4.5)
Preuv e:

Notons d?(x; C) le carre de la distancedex a C :
d?(x; C) := inffkx yk? y 2 Cg:

Rappelonsl'identit e du parallelogrammesousla forme suivante :

u V u+ v
k% + k

k
2 2

k? = %(ku2k+ kvk?) , 8(u;Vv) 2 H?: (4.6)

Unicit e
Supposonsy; et y, dansC tels que:

kx yik? = kx y.k? = d?(x; C) 4.7)
par ailleurs, comme(y; + y,)=2 2 C puisqueC estcorvexe,on a:
kx  (y1+ Yy2)=2k?> d?(x; C): (4.8)

En appliquant (4.6) au= (x vy;) etv=(x Y, etenutlisant (4.7) et
(4.8), il vient :

P C) = J(kx yik2+ ki k)

= kx (it y2)=22+ k(yr  y2)=2k* dP(%;C) + k(y:  y2)=2K o
et doncy; = y,.
Existence
Pourn2 N, soity, 2 C tq :
kx y.k? d?(x;C)+ 1=n? (4.10)
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L'identit e (4.6) appligueeau = (X Y,) etv= (X Y, donned'abord :
%(kx Yok? + kX ygk?) = kX (Yo + Yg)=2K? + K(Yp Yq)=2k*:  (4.11)

Ensuite, comme(y, Yq)=22 C,ona:
kx  (yp+ Yg)=2k* d?(x; C): (4.12)
De (4.10), (4.11) et (4.12) il vient donc:
1 1
2
k(Yp Yok 02 + 2_(112
on deduit aisemen de (4.13), que (yn) estde Caudy donc converge,notons

pc(x) salimite. Comme C est ferme, pc(x) 2 C et on a kx  pc(x)k? =
d?(x; C) en passam a la limite dans(4.10).

(4.13)

Caract erisation variationnelle
Soity2 C ett 2 [0;1], comme(l t)pc(x)+ty2 Cona:
kx  pc(X)k*  kx ((1 t)pc(x) + ty)k* = kx pc(x) tly pc(x))k?

=kx  pc()K*+ t’ky  pc(x)k®  2th  pe(x);y  pe(x)i
(4.14)

En simpliant par kx pc(x)k?, endivisart part et enfaisart tendret vers
0" on obtient que pc(x) verie (4.5).
Reciproquemer, supposonsquez 2 C verie
bk zy zi 0, 8y2C: (4.15)
Soity 2 C, onaalors:
kx yk*=kx zk®*+kz yk®+2hx z;z yi kx zk®

ce qui mortre que z = pc(X).

O

Notonsquela preuve preederte peut etre reprisetelle quelle pour traiter
la variante suivante :

Th eoreme 4.2 Soit (H; h;:i) un es@ce prehilkertien et C une partie convexe
complete non vide de H. Pour tout x 2 H il existeun unique elementde C
appele projection de x sur C et notee pc(x) tq :

kx pc(X)k=inffkx yk,y2 Cg:
pc(X) estcaracterise par : pc(x) 2 C et lesinequationsvariationnelles:
hx  pc(x);y pc(x)i 0, 8y2C: (4.16)
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Une premiere propriete de la projection sur un corvexeferme est donnee
par :

Prop osition 4.2 Leshypotheseset notations sont cellesdu theoreme4.1 ou
4.2. Pour tout (x;y) 2 H?, on a:

X yipe(X) pc(y)i Oetkpc(x) pc(y)k kx yk (4.17)

En particulier pc estcontinue.

Preuv e:
En utilisant les inequationsvariationnelles caracterisant pc(x) et pc(y) on
a:

x  pc(X);pc(y) pc(x)i  Oethy pc(y);pc(X) pc(y)i O

Sommart cesinegaliteset enutilisant I'in egalite de Cauchy-Sdwarz, il vient :

kpc(X) pc()K?  Mpc(X) pe(y);x yi kpe(X) pc(y)kkx yk (4.18)

cequi implique (4.17).

O

Un casparticulier important est celuiou C estun sevferme de H. Dans
ce casnon seulemen le theoreme 4.1 s'applique (un sev est corvexe!) mais
dansce caspc estlineaire (et cortinue d'apres (4.17)) : c'est la projection
orthogonalesur C.

Prop osition 4.3 Soit C un sevferme d'un Hilbert (H; h;:i) et de nissons
pc commeau theoreme4.1. Pour x 2 H, pc(X) estcaracterise par :

pc(x) 2 Cet(x pc(x)) 2 C”:
Enn pc 2 L¢(H;C) et pc s'appelle projection orthogonalesur C.

Preuv e:
Nous savons que pc(x) est caracterise par : pc(x) 2 C et (4.5). Or C est
un sev donc 2pc(x) et pc(x)=2 sort dans C, en prenart y = 2pc(X) puis
y = pc(x)=2 dans(4.5) il vient d'abord hx  pc(x); pc(x)i = 0, donc(4.5) se
reecrit
hx pc(x);yi 08y2C

mais en changeam y 2 C en y 2 C on obtient bien (x pc(x)) 2 C?.
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Il sut demontrer quepc estlineaire: soit (Xx1;X»;t) 2 H2 R. Posons
Z= pc(Xy)+tpc(Xz),0naz2 Cetx;+txy z= (X1 Pc(X1))+t(X2 Pc(X2))
donc(x;+tx, 2z) 2 C? onadoncz = pc(x1+ tx,) cequi mortre la linearite
de Pc.

O

Notons que (toujours dansle casC sev) pc est alors une projection au
sensalgebrique du terme (pc  pc = pc) et queid pc estla projection
orthogonalesur C? .

4.3 Le dual d'un espace de Hilb ert

Une conequencamportante du theoremede projection estquel'on peut
iderti er un Hilbert a son dual topologique. C'est I'objet du theoreme de
represemation de Riesz:

Th eoreme 4.3 Soit (H;h;:i) un esm@ce de Hilbert, etf 2 H alors il existe
un unigquex 2 H tel que:

f(u)=hui,8u2H: (4.19)

Preuv e:
L'unicit e est eviderte et laisseeau lecteur. Sif = 0, on prend x = 0, suppo-
sonsdoncf 6 0, danscecasF := ker(f) estun hyperplan ferme de H. Soit
Xo 2 H tel quef (xo) = 1. En appliquart la proposition 4.3, de nissonsyy la
projection orthogonalede x, sur F, on a alors xg 6 Yy, puisquexg 2 F et yg
est caracterise par :

Vo2 F = ker(f); et (xo VYo)2 F7”: (4.20)
en particulier, commehx, Yyo;Yol = Oona:
hXO yO;Xoi = kXO y0k2 60 (421)

De nissonsalors:

Xo Yo Xo Yo
= = 4,22
X kKXo Yok? o  Yo; Xol ( )

d'apres (4.20), x 2 F? et doncpouru 2 F onaf(u) = lx;ui = 0. Par
ailleurs :

. _ o Yoi Xol
h; Xgif = —————— = 1= f (X):
o = e Yo X (Xo)
On conclut que (4.19) estvraiecar F  Rxo = H.

O
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Remarque. Notonsx; la solution de:
hx; ui = f (u), 8u 2 H:

Et consiceronsl'application T deH dansH?qui af assaie x;. Il estfacile
devoir queT 2 L,(H;H9 et que T estun isomorphisme.On a mémemieux
(le demortrer en exercice): T estune isometrie

KT (f )k = kf kyo, 8f 2 H®

4.4 Separation

Une autre application importante du theoreme de projection concerne
les theoremesde separation (Hahn-Banad) dans les Hilbert. Separer deux
ensenbles signi e grossomodo “faire passerun hyperplan ertre les deux”.
Nousallonscommencerpar la forme la plus simple (separationd'un point et
d'un corvexeferme) :

Th eoreme 4.4 Soit (H;h;:i un esmce deHilbert, xo 2 H, C un convexeferme
tel quexo 2 C, alorsil existep2 H, p6 Oet" > 0 tels que

hp;xoi  hp;yi ", 8y 2 C: (4.23)

Preuv e:
PosonsKk := C Xxg=1fy Xg, Y2 Cg, K estun corvexefermeet 02 K.
Soit p := px (0) la projection de 0 sur K, commeO 2 K onap 6 O, par
ailleurs p veri e lesinequationsvariationnelles:

(0 p;z pi 0,822K)() Mp;zi kpk?>0,822K : (4.24)
De (4.24)etK = C Xg, il vient donc:
ho;yi  hp;xoi + kpk?, 8y 2 C: (4.25)

O

Il faut bien comprendre geonmetriquemert ce que signie le theoreme
precdern : la separationde x, et C exprime le fait que X, et C sesituent de
part et d'autre d'un hyperplan ane (parallelea p’) c'esta dire dans deux
demi-espaceslistincts. Le theoremepreceden est un resultat de separation
stricte (presencedu " > 0), autremert dit C estinclus dansle demi-espace
ouvert fx 2 H : hp;x Xpi > "=2g tandis que X, est evidemmemn dans
fx2H: hpx X< "=2g.
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Remarque. La cornvexite de C estune hypothesefondamernale : dans R?
soit C = B((0;0); 1) nB((0; 1); 1=2), xo := (0;3=4) 2 C et on ne peut pas
separerxq de C.

Remarque. Il existe destheoremesde separation valablesdans descadres
beaucoupplus generaux que celui desespacesie Hilbert. Lesingredierts de
demonstrationsort cependart plus delicats et depassenle cadrede cecours.

Soit A et B deux parties non videsd'un ev, I'ensenble A B estde ni
par :
A B:=fa b;(a;b2A Bg:

Lemme 4.1 Soit (H;h;:1) un es@ce de Hilbert, A et B deux parties non
videsdeH. On a:

1. Si A et B sont convexesalors A B estconvexe,
2. Si A estcompmct et B estferme, alors A B estferme.

Preuv e:
La preuve de I'assertion 1. estimmediate et laisse au lecteur. Prouvons 2;,
supposonsquela suitex, = a, b, ((a,;b) 2 A B) convergeversunelimite
X. CommeA estcompact,(a,) admetunesoussuite (a (,)) qui corvergevers
un elemern adeA. On endeduit queb ) = a () X (n) COrvergeversa X,
commeB estfermeb:= a x estdansB doncx 2 A B.

O

Remarque. Pour A et B seulemeh fermeson n'a pasengereral A B
ferme.DansR? soitA .= R, fOgetB:=f(X;y)2R?:x 1,y 1=xgA
et B sort deux corvexesfermeset (0;0) 2 A B. En consicerant a, = (n;0)
et b, = (n; 1=n) il estfacile de voir que (0;0)2 (A B).

Th eoreme 4.5 Soit (H; h;:i) un es@ce de Hilbert, K un convexecompact
et C un convexeferme deH telsqueK \ C = ;, alorsil existep2 H, p6 0
et" > 0 tels que

hp;yi ojxi ", 8(x;y) 2K C: (4.26)

Preuv e:
PosonsD := K C, D estun corvexeferme de H d'apresle lemme4.1 et
0 2 D puisqueK \ C = ;. En appliquart le theoreme4.4, on peut separer

(strictement) 0 de D et doncil existep2 H,p6 Oet" > 0 tels que
0 Mhp;zi ",822D: (4.27)
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C'est a dire, par de nition deD

hp;yi hp;xi ", 8(x;y)2 K C: (4.28)

45 Lemme de Farkas

Nous terminons ce chapitre par une congquenceparticulieremen im-
portante du theoremede separation : le lemmede Farkas (en fait de Farkas-
Minkowski). En optimisation, ceresultat estla cle devoOte dela demonstration
du theoremede Kuhn et Tucker.

Rappelonsqu'une partie K d'un R-ev E estun conessi:
8(t;x) 2 Ry  K;tx 2 K:
Nous auronsd'abord besoindu lemme suivant :

Lemme 4.2 Soit E unevn,q2 N et (a;:::;;aq) 2 E9 et soit :

K = a, (1 g 2 RYE

i=1
Alors K estun cOne convexeferme de E.

Preuv e:
Le fait que K soit un conecornvexeestevidert. Pour montrer qu'il estferme,
faisonsunerecurrencesur g. Pour g = 1, le resultat estevidert. Faisonsdonc
I'hypotheseau rangq 1 quepour tout (as;:::;a4) 2 E9, le cone:

est ferme. Soit maintenart, (aj;::;;aq.1) 2 E, il s'agit de montrer quele
cone: (
XHI‘
K := @, (1 qa) 2 R¥?
i=1
estferme. Consideronsd'abord le cas,ou a 2 K pouri = 1;::;;g+ 1, dans
cecasK estle sevengende par lesvecteurs(a;:::;;aq+1 ), K estdoncun
sevde dimension nie de E, il estpar conequen ferme (s'en corvaincre!).
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Supposonsmaintenant qu'il existei 2 f1;::;;q+ 1gtel que a 2 K, quitte
a permuter lesindicesnous pouvons supposer

a1 2 K: (4.29)

Montrons queK estferme. Rappelonsd'abord quepar hypothesederecurrence
le cOne suivant estferme :

Ko:= @, (10 gn) 2 RTY

i=1

Soit y, 2 K corvergean dansE versy, il s'agit de montrer quey 2 K.
Pour tout n 2 N il existe i, 0,i= 1,::;;qet , Otel que:

Yn = in@ T npags1 = Zn T pags (4.30)

(z, = P iq:1 ind 2 Kp). Montrons que , estbornee: sinonil existerait
une soussuite que nous noterons encore , tendant vers+1 , en divisant
(4.30) par |, enpassan a la limite, et en utilisant le fait que K, estferme,
on obtiendrait : .
ag1 = lim = 2 K
n n

cequi cortredirait (4.29). Comme , borneeon peut, a une sous-suitepres,
supposerque , corvergevers 0. Commey, = z,+ npagu1 corvergevers
y on en deduit que z, corvergeversz =y  a g1, €n utlisant a nouveau
queK, estfermeonaz 2 Ky etdoncy = z+ a4 appartient ak.

O

Le lemmede Farkas s'enoncecommesuit :
Prop osition 4.4 Soit(H;h;:i) unesmoedeHilbert, g2 N et(a;a;;:::;a) 2
H a1 alors les proprietes suivantessont equivalentes

1. pourtout x 2 H, si hg;;xi O pour i :Pl;:::;q alorsha;xi 0,

2. il existe( 1;::5 o) 2 RY telsquea= 1, a.

Preuv e:

L'implication 2:) 1. esteviderte. Remarquonsque 2: signi e simplemen
quea?2 K avec

( )
K = ia, (150 ) 2 RY
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Supposonsque 1. est satisfaite et a 2 K. En vertu du lemme 4.2 K est
convexe ferme : on peut donc separer strictemert a de K. Il existe donc
x2 H et" > 0tel que:

suphp;xi  ha;xi ™ (4.31)

p2K
Soit p2 K commetp 2 K pour tout t > 0, (4.31) implique en particulier :

supthp;xi < +1
>0
ce qui implique donc hp;xi O pour tout p 2 K. Comme0 2 K, il vient
donc:
suphp;xi = 0
p2K

En reportant dans(4.31), on a donc:

suphp;xi = 0 ha;jxi ™ (4.32)
p2K
Ceciimpligue enn quehg;;xi  Opouri = 1;::;;getha;xi " > 0 cequi

cortredit 1:.. O
Une conegquencammediate du lemmede Farkasestla variante suivante :

Corollaire 4.1 Soit (H;h;:i) un esmce de Hilbert, (p;g) 2 N N et
(a1; i @p; Aper s i1 @pe gy @) 2 HPH 'L alors lesproprietessuivantessont equivalentes

1. pour tout x 2 H, si hg;xi O pouri = 1;::;p et hg;xi = 0 pour
i =p+ L:np+qgalorsha;xi 0, b
2. il existe( 1;:5 p) 2 RY et( pra;iil peg) 2 Ritelsquea= " 79 ja.

57



Deuxi eme partie

Calcul di erentiel
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Chapitre 5

Quelgues rapp els

5.1 Plusieurs notions de di erentiabilit e

Dans ce qui suit on sedonne (E;k:kg) et (F;k:kg) deux R-evn, un
ouvert de E et f une application de nie sur avaleursdansF. Six 2
alorsil exister > 0 tel que B(x;r) en particulier sih 2 E ett 2 R est
assezpetit (tel quejtjkhkg < r) alorsx + th 2 . On a alors une premiere
notion de derivabilite : celle de derivabilit e dansla direction h :

Denition 5.1 Soitx 2 eth 2 E, ondit quef estderivableenx dansla
direction h ssila limite suivanteexiste(au sensde la topologie de (F; k:kg)) :

 lim %(f (x+th) f(x):

Si cette limite existe, on I'appelle derivee directionnelle de f en x dansla
direction h et on la note Df (x; h).

Notonsquef estderivableenx dansla direction h ssileslimites (a droite
et a gaude) suivantes (au sensde la topologiede (F; k:kg)) :

lim. %(f (x+th) () et lim %(f (x+ th) f(x):

existert et sort egales.Ceciconduit a la de nition :

Denition 5.2 Soitx 2 eth 2 E, ondit quef estderivablea droite en
x dansla direction h ssila limite suivante existe (au sensde la topologie de
(F;kikg)) -

lim. %(f (x+th) f(x):

Si cette limite existe,on I'appelle deriveea droite def enx dansla direction
h et on la note D*f (x; h).
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En remarquart que si f est derivable a droite en x dansla direction h
alors:

D'f(x h)= lim %(f(x+th) f(x))

nous en deduisonsque f est derivable en x dans la direction h ssif est
derivable a droite en x danslesdirectionsh et h et:

D*f(x; h)y= D'f(x;h):
Trois exerciceqtr es) faciles,avant d'aller plus loin :

Exercice 5.1 Montrer queDf (x; 0) existe(aucunehypothesesur f ) et vaut
0.

Exercice 5.2 Montrer quesi f estderivablea droite en x dansla direction
h, alors pour tout > O, f estderivablea droite en x dansla direction h
et:

D*f(x; h)= D "f(x;h):

Exercice 5.3 Montrer quesi f estderivableen x dansla direction h, alors
pour tout 2 R, f estderivableen x dansla direction h et:

Df (x; h)= D f(x;h):

Denition 5.3 Soit x 2 on dit quef est Gateaux-cerivableen x ssi f
admetune deriveedirectionnelle dansla direction h pour tout h 2 E et I'ap-
plication h 7! Df (x;h) estlineaire et continue. On note alors Df (x; h) :=
Dgf (X)(h) et Dgf (X) 2 L(E;F) s'aprelle la derivee au sensde Gateaux
def en x. On dit quef est Gateaux derivablesur ssif est Gateaux-
di erentiableen chaquepoint de x 2

Remarque. La Géateaux di ereriabilit e est une notion assezfaible qui
n'‘entraine pasautomatiquemen la cortinuite. Pour s'enpersuaderon etudiera
avec prot le comportemert au voisinagede O de la fonction f : R2! R
de nie par

1 si y=x?etx60

F(xy) = 0 sinon

Remarque. Lefait quelesderiveesdirectionnellesDf (x; h) existert 8h 2 E
n'impliquent pas que f soit Gateaux-cerivable en x. Pour s'en persuader,
etudier la fonction f : R?! R de nie par

0 si.  (x;y) = (0;0)
f(xy) = X sinon
X2+ ]yj
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Remarque. (importante) La de nition dela Gateaux-di erertiabilit edepend
du choix desnormessur E et F. Il estcependarn facile de voir quele choix de
normesequivaleries sur E et F conduit a la m&mede nition. En particulier,

si E et F sort de dimension nie, le choix de normesparticulieresest sans
incidencesur la de nition 5.3.

Une notion plus forte estla notion de di erertiabilit e au sensde Fredet :

Denition 5.4 Soitx 2 ondit quef estFrechet-cerivable(ou simplement
derivableou di erentiable) en x ssiil existeL 2 L¢(E;F) et une fonction "
de nie sur un voisinagede 0 dansE et a valeursdansF tels que:

f(x+h)=f(x)+ L(h)+ khke “(h) avet limp ok"(h)ke = 0:  (5.1)

Sousforme quarti ee,(5.1) signi e exactemen : 8" > 0,9 - > 0 tel que
pourtout h2 E, ona:

khke -) kf(x+h) f(x) L(hke "khkg

Remarque. (importante) La de nition dela (Fredet)-di erertiabilit edepend
du choix desnormessur E et F. Il estcependan facile de voir quele choix de
normesequivalertes sur E et F conduit ala mémede nition (s'encorvaincre
atitre d'exercicefacile). En particulier, si E et F sort de dimension nie, le
choix de normesparticuli eresest sansincidencesur la de nition 5.4.

Remarque. Sif estderivable en x alors f est cortinue en x (noter la
di erenceavecla Gateauxdi erertiabilit e).

On ecrit aussiusuellemen (5.1) sousla forme syrthetique :
f(x+ h)="f(x)+ L(h)+ o(h) (5.2)

la notation o(h) designam une fonction qui "tend vers 0 (dans F) plus vite
que h lorsqueh tend vers0 (dansE)", c'estadire :
ko(h)kg
h! c|>;mheo khkg

=0 (5.3)

Remarque. LorsqueE est de dimension nie, en vertu du theoreme 3.2
L.(E;F) = L(E;F) et doncon peut omettre la condition "L cortinue" dans
la de nition 5.4.
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Lemme 5.1 Soitx 2 S'il existeL; 2 L.(E;F) etL, 2 L (E;F) telsque:
f(x+ h)=1(x)+ Ly(h)+ ofh) = f(x)+ Lz(h) + o(h):
alorsL; = Lo.

Preuv e:
Ona(L; Ly)h= o(h) doncpour” > O, il existe > 0 tel que pour tout
h2B(0; ),ona:
k(L1 L2)(h)ke  "khke

et donc
KLy Lok (e:F)

comme" > 0 estarbitraire, on endeduiteL; = L».

O

Le lemmeprecdert montre qu'il existeau plusun elemen L deL.(E;F)
veriant (5.2), cecipermet de de nir la derivee (au sensde Fredet) def en
X, f {x) de maniereintrinseque:

Denition 5.5 Soitx2 etf di erentiableen x, on appelle di erentielle
(ou derivee) de f en x, et I'on note f {x) l'unique element de L (E;F)
veri ant :

f(x+ h) = f(x)+ fx)(h) + ofh):

On dit quef estdi erentiablesur ssif estdi erentiableen chaquepoint
dex 2

Sif estdi erertiable enx alorsf estGateauxdi erertiable enx, admet
desderiveesdirectionnellesdanstoutes les directions, et :

fqAx) = Df (x); Df (x;h) = f{x)(h) 8h 2 E:

Bien retenir que la deriveede f en x (qu'elle soit au sensGateaux ou
Fredhet) est une application lineaire cortinue de E vers F. Lorsquef est
di erertiable sur (G#Ateaux ou Fredet), sa derivee (f°: x 7! fqx) ou
Dgf : x 7! Dgf (X)) estdonc une application de nie sur a valeursdans
L(E;F).

De nition 5.6 On dit quef estde classeC! sur (ce quel'on note f 2
C( ;F)) ssif estdi erentiablesur etf®2 COo ;L.(E;F)).

On a alorsle :
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Theoreme 5.1 Sif estGateaux-di erentiablesur etDgf 2 CO( ;L (E;F))
alors f estde classeC?! sur

Nous prouveronsceresultat au chapitre suivant. Le theoreme5.1 esttres
utile car il permet de procedercommesuit pour mortrer en pratique que f
estde classeC! :
{ Etap e 1 : On calculeDf (x;h) pour (x; h) 2 E.
{ Etap e 2 : On morntre que h 7! Df (x; h) estlineaire cortinue donc f
est Gateaux-di erertiable enx et Df (x;h) = Dgf (x)(h).

{ Etap e 3 : On mortre queDgf : x 7! Dgf (x) estcortinuede dans
L.(E;F).

Concernan les applications bijectives,on a lesde nitions :

De nition 5.7 Soit unouvertdeE, °unouvertdeF etf une bijection
de sur Condit que:
{ f estun homeomorphismede sur °%sif 2 CO( ; 9 etf 12
coC %),
{ f estun C'-di eomorphisme(ou di eomorphismede classeC?') de
sur %sif 2CY ; Yetf 12CH %).

Lorsque lI'espacede depart E est un espacede Hilbert et que lI'espace
d'arriveeest R, alors la derivee etant une forme lineaire cortinue sur E, on
peut en utilisant le theoremede Rieszidenti er la deriveea un elemen de
E, celaconduit a la notion de vecteur gradiert :

Denition 5.8 Soit (E;h;:i) un es@oe de Hilbert, un ouvertde E, f
une application de nie sur E a valeursreelesetx 2 . Sif estGateaux-
di erentiableen x, on appelle gradientdef enx etl'on noter f (x) l'unique
elementde E tel que:

Dgf (x)(h) = hr f (x);hi pourtout h?2 E:

Dansle casparticulier E = R" (muni de sonpsusuel),nousverronspar la
suite quele gradiert def enx estle vecteurforme par lesderiveespartielles
par rapport aux n coordonneesde f enx.

5.2 Regles de calcul

Prop osition 5.1 Soitf et g deuxapplictions de nies sur a valeursdans
Fetx2 ,ona:
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1. si f estconstante au voisinagede x alors f estdi erentiableen x et

fqx) = 0,
2. sif estdi erentiableenx, pourtout 2 R, f estdi erentiableen x
et:

( )= I
3. Sif etgsontdi erentiablesenx 2 alorsf + g aussiet :
(f + 9)1x) = £ + g1x)
4. SiL 2 L,(E;F) alorsL 2 CYE;F)et: LYz) =L pourtoutz2 E.

Sur la derivabilite des applications bilineairescortinueson a le resultat
dont la preuwve est laiseeen exerciceau lecteur :

Prop osition 5.2 Soit E, F et G, trois R-evn,a 2 L,.(E F;G) alors
a2 CY{E F;G)etpourtout (x;y)2E Fet(hki2E F,ona:

alx; y)(h; k) = a(x; k) + a(h;y):

Prop osition 5.3 Soit E, F4;:::;;F, desR-evn, un ouvertde E, et pour
i = 1;::;p, fi une applications de nie sur  a valeursdansF;. Pour x 2
on de nit :

f(x) = (Fa(x); 15 p(X)) 2 Y Fi;
alors f estdi erentiableen x 2 ssi f; estd;_lerentiable enx 2 pour
I = 1;:;;petlon adansce cas:
fAx)(h) = (F(x)(h); £ ()(h)) pour tout h 2 E
On peut noter le resultat precedent sousforme synthetique :
fO= (fy;ufp)°= (Funf))

qui exprime que la derivation sefait composarte par composarie.
Concernarn la derivabilite d'une compose2, on a :

Th eoreme 5.2 SoitE, F et G troisevn, unouvertdeE, U un ouvertde
F, f uneappliation de nie sur avaleursdansF, g uneapplication de nie
sur U avaleursdansG etx 2 . Sif estdi erentiableenx, f(x) 2 U etg
estdi erentiableenf (x) alorsg f estdi erentiableenx etl'on a:

(g )0 =dlf(x) f):
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Corollaire 5.1 Si, en plus deshypothesesdu theoreme precedent, on sup-
posequef estdeclasseC?! sur , quef () U et queg estde classeC*
surU alorsg f estdeclasseC?! sur

Sur la derivabilite d'un produit (scalaire vecteur),ona:

Prop osition 5.4 Soit E, et F et deuxevn, un ouvertde E, f une ap-
plication de nie sur a valeursdansF, u une application de nie sur a
valeursdansR et x 2 . Sif etu sontdi erentiablesen x, alorsu f est
di erentiableenx etl'on a:

(u H)X)(h) = WAX)(h) f(x)+ ux) fIAx)(h) pour tout h2 E:

En n, nousadmettrons le resultat suivant sur la derivabilit e de l'inverse.
Retenezque le resultat qui suit n'est valable que dansle cadre complet car
sademonstration utilise le theoremede Banad 3.3.

Th eoreme 5.3 Soit E, F deuxes@mcesde Banach un ouvertdeE, U un
ouvertdeF, f un homeomorphismede dansU (f *:U! )etx2 .Si
f estdi erentiableen x et si f {x) estinversiblealorsf ! estdi erentiable
enf(x) et:

(f HAF ) = [FA] ™

5.3 Deriv ees partielles

Interessonsious maintenant au casou l'espacede depart est un produit
devn:E = E; i EpchaqueEy estmuni d'une normeNy et E estmuni
de la norme produit :

N X = (Xqg;:5Xp) 7V N(X) := Ny(Xq) + i+ Np(Xp):

(ou de n'importe quelle norme equivalerte).

Danscequi suit, on consicere un ouvert deE delaforme = £, «
avec  un ouvert de Ex, F un evn et f une application de nie sur a
valeursdansF.

Denition 5.9 Soit x = (X1;::5Xp) 2 et k 2 f1;::;pg, on dit quef
admet une derivee partielle par rapport a la k-ieme variable en x ssi la k-
iemeapplication partielle :

y2 7V (Xa i Xe 1Y Xkea s Xp) 2 F

estdi erentiableen xx. On appelle alors derivee partielle def par rapport a
la k-iemevariableenx etl'on note @f (x) (ou aussisouvent@, f (x), é%(x),
Df (x), fx, (X), fxok (x)) la deriveede cette application partielle en xy.
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Remarque. La notion de deriveepartielle estrelieea cellede deriveedirec-
tionnelle. En e et, il estfaciledevoir quesif admetunederiveepartielle par
rapport a la k-iemevariable enx alorsf estderivable en x dansla direction
(0; ;0 hy; 0;::;;0) et 'on a:

Df (x; (0;:::;0; hy; 0;:::;0) = @f (x)(hy)

Noter quela notion dedi erertiabilit e dela de nition precederie estcelle
de Fredhet et bien comprendreque @f (x) 2 L.(Ex; F). Le lien entre derivee
et et deriveespartielles est donne par desformules conrueset utiles :

Prop osition 5.5 Soitx = (X1;::5;Xp) 2 , sif estdi erentiableenx alors,
pour tout k 2 f1;:::;pg, f admetune deriveepartielle par rapport a la k-ieme
variableen x eton a:

@f (x)(hy) = FAX)(0;:::5; hy; i 0), 8hy 2 Ey; (5.4)
et pour tout h = (hy;:::5hp) 2 E -

xXP
FO)h) = @f (x)(he): (5.5)

k=1

Le fait d'etre di erertiable implique donc d'admettre des deriveespar-
tielles, la reciproque est fausse(cf remarquesur les deriveesdirectionnelles).
En revanche si f admet des deriveespartielles et que cellesci dependent
cortinOmert de x alorsf estde classeC?, c'estl'objet du :

Theoreme 5.4 Sipourtoutk 2 f1;::;;pgettoutx 2 ,f admetunederivee
partielle par rapport a la k-iemevariableen x et si I'application x 7! @f (x)
(de nie sur etavaleursdansL (Ek;F)) estcontinue sur alorsf estde
classeC? sur et la formule (5.5) est satisfaite.

Cetheoremetresutile en pratique serademortr e au prochain chapitre.

5.4 Repr esentation matricielle en dimension
nie
Nous allons maintenant nousinteresserau casou E et F sort de dimen-

sion nie. Danscecas,puisquela deriveedef enx estuneapplication lineaire
de E dansF, on peut la represeter sousla forme d'une matrice. Comme
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d'habitude quandon fait du calcul matriciel, il estutile derepresetter lesvec-
teurs sousforme de vecteurscolonnes On supposedonc dans ce paragraphe
queE = R",F = RP, estunouvertdeE = R" etf uneapplication de nie
sur avaleursdansF = RP. On Bote les eIe_;Lmerts de R" sousla forme:

X1

et f, sousla forme:

f(x) =

fp(X)
avec f; de nie sur a valeursreellesest la i-eme composarte de f. Nous
savonsquef estdi erertiable enx 2  ssichaquecomposare def, f4, ...,
f, estdi erertiable enx et danscecaschaquef; admetune deriveepartielle
par rapport a chaque variable x;. D'apresla formule (5.5) on a pour tout
i2fl;;pgettout h2 R" :

X
fAx)(h) = @0

j=1
et donc:

P
ooty — O T @heon,
F)(h) = | -

. : P, ;
fp()(h) j=1 @iy
ce qui peut sereecriresousforme matricielle :

0 @f1(x) @ @f1(x)

10
fam=g = o E%

@o(x) ¢ @fp(x) o
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Ainsi l'application lineairef {x) 2 L(R"; RP) est represehee dans les bases
canoniquesleR" et RP par la matrice deformat p n determe general @f ; (X)
que I'on appelle matrice jacobiennedef enx et quel'on note Jf (x) :

0 1
@f1(x) @ @ @fi(x)
Jf(x) =

@) : : @)

ainsi, sousforme matricielle I'expressionde la di erertielle de f en x est
donneepar :

0 1
hy

f9x)(h) = Jf (x)h: pour tout h = f 2 R"
hn
Notons que lesreglesde calcul (composition, inverse...)setraduisent matri-
ciellemen. Sif estdi erertiable enx et si g estune application de nie sur

un voisinagede f (x) dansRP a valeursdans R¥ et si g estdi erertiable en
f(x), alorsg f estdi ereriable enx etl'on a:

J(g H)(x)=Jg(f(x)) If(x):

Prenonspar exemplen = p= 2 et k = 1, en appliquarn I'expressionmatri-
cielle precederie de la deriveed'une composee, il vient :

@(g f)(x1;x2) = @g(F (X1;X2)) @f 1(X1; X2) + @(F (X1; X2)) @f 2(X1; X2);
@(g f)(x1;X2) = @o(f (X1;X2)) @f 1(X1;X2) + @Y(f (X1; X2)) @f 2(X1; X2):

De meéme,sif estun homeomorphismed'un voisinagede x sur un voisinage
def (x) et sila matrice Jf (x) estinversible(ce qui implique quen = p) alors
f !estdi erertiable enf (x) etl'on a:
Jf H(E () = PF ()] &
Dansle casdu but reelc'est adire F = R, Jf (x) estle vecteurligne:

Jf (x) == (@f 1(x); 5 @F 1(X))
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ainsi :

10 1
@f (x) hy
X Z :
fAx)(h) = hr f(x);hi = @f (X)h; = j j pour tout h 2 R"
- : :
@f (x) hn
enidenti an t on a donc I'expressiondu gradiert def enx :
@f (x)
r f(x)=
@f (x)

Dansle caspolaireou E = RetF = RP etennotant f = (fq;::;;fp), si
f estderivableent, alorsf qt) 2 L(R;RP) :

f qt)(h) = (FXt);:::;f At)h, pour tout h 2 R

et on identife simplemen f {t) au vecteurde RP, (f Xt);:::;f At)).
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Chapitre 6

Accroissemen ts nis, form ules
de Taylor

6.1 Inegalit es d'accroissemen ts nis

Commencongar desrappelssur le casreel.Rappelonsd'abord le theoreme
de Rolle :

Th eoreme 6.1 Soita< bdeuxreelsetf 2 C%[a;l;R). Sif(a) = f(b) et
f estderivablesur Ja; b alors il existec 2]a; tel quef 4c) = 0.

Le theoreme des accroissemeis nis (TAF en abrege) s'enoncealors
commesuit

Th eoreme 6.2 Soit a< bdeuxreelsetf 2 C%[a;l;R). Sif estderivable
sur Ja; alors il existec 2]a; H tel que:

SARICIIC)

Etant donnes,un evn E et (a;b) 2 E? on rappelle que :
[a;b=fta+ (1 t)bt2][0;1l]get]a;h=fta+ (1 t)bt2]0;1[g

On deduit alors du theoreme6.2 un TAF pour desfonctions de plusieurs
variablesa valeursreelles:

Th eoreme 6.3 Soit E un evn, un ouvertde E, a & b deuxpoints de
tels que [a; b et f une fonction de nie sur avaleursreeles Si f
est continue sur [a; k] et la deriveedirectionnelle Df (x;b a) existeen tout
x 2]a; alors il existec2]a;H tel que:

f(h f(a)=Df(chb a):
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Preuv e:
De nissonspourt 2 [0; 1], g(t) := f(a+ t(b a)), g estcortinue sur [0; 1] et
sit2]0;1[ona:

i gtEh) gt @+ h)b a) fattb a)
h! 0; h60 h h! 0; h60 h

et commela derivee directionnelle Df (a+ t(b a);b a) existe, nous en
deduisonsque g estdi erertiable sur ]0; 1[ avec:

g{t) = Df (a+ t(b a);b a)

on appliquealorsle TAF ag: il existet 2]0; 1[tel queg(l) g(0) = g4t) en
posari c= a+ t(b a) onadonc:

f(h f(a)=Df(cb a):

O
Pour desfonctionsa valeursdansun evnF, I'in egalite desaccroissemeis nis

(IAF) s'enoncecommesuit :

Th eoreme 6.4 Soit E et F deuxR-evn, un ouvertdeE, f unefonction
de nie sur avaleursdansF, (a;b) 2 2 telsquea 6 b, [a;b] et f
estcontinue sur [a;b]. Si la deriveedirectionnelle Df (x;b a) existeen tout
x 2]a; alors il existec 2]a;  tel que:

ki(h f(ak kDf(chb ak: (6.1)

Preuv e:
Nousallons nouslimiter au casou F estun espacede Hilb ert et admettrons
le resultat dansle casgenreral. Soitp2 F et pourt 2 E, de nissons:

g(t) := p;f(a+ t(b a)i

alors g (a valeursreelles)veri e les hypothesesdu theoreme 6.2 : il existe
t 2]0; 1[ (noter quet depend de p) tel que:

it () f(a)i=9g(1) 9(0)=g¥t) = p;Df(cb a)i (6.2)

(oulon aposec=a+tb a)2]a;H). Sif(b = f(a), le resultat cherche,
est evident, on supposedoncf (b) 6 f (a), enappliquant (6.2) ap = (f (b
f(a))=kf (b f(a)k et en utilisant l'in egalite de Caucy-Sdwarz il vient
alors:
fl @ _ — o : :
f(b f(a); D) F@k kf () f(a)k= hp;Df(c;b a)i
kpkkDf (c;b a)k = kDf (c;b a)k:
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O
Si f est Gateaux-cerivable sur , alors la conclusiondu theoreme 6.4
implique qu'il existec 2]a;l tel que:
kf () f(a)k KkDgf(c)(b ak kDgf(c)kkb ak: (6.3)
Notons aussiquesif est Gateaux-derivable sur et si[a;b| alorsf est

cortinue sur [a;b] (exercice).
On en deduit plusieurscorollaires:

Corollaire 6.1 Soit E et F deuxR-evn, un ouvertdeE, f une fonction
de nie sur avaleursdansF, (a;b) 2 2 telsquea 6 b, [a;b] et f
estcontinue sur [a;b]. Si la deriveedirectionnelle Df (x;b a) existeen tout
X 2]a;H alors :

kf () f(a)k supkDf(c;b a)k: (6.4)

c2]a;b[
(le sup pouvantvaloir +1 .)

Si f est Gateaux-cerivable sur , alors la conclusiondu corollaire 6.1 im-

plique :
kf () f(a)k sup kDgf (c)kkb ak: (6.5)

c2]a;b[

On en deduit donc
Corollaire 6.2 Soit E et F deuxR-evn, un ouvert convexede E, f une
fonction de nie sur avaleursdansF. Sif estGateaux-cerivablesur et
si kDgf (x)k  k pour tout x 2 alors pour tout (a;b) 2 2, ona:

kf (b f(a)k Kkkb ak: (6.6)

(f estk-lipschitziennesur ).

Une autre inegalite de type IAF bien utile nousest fournie par :

Corollaire 6.3 Soit E et F deuxR-evn, un ouvertdeE, f une fonction
de nie sur avaleursdansF, (a;b) 2 2telsquea8 b [a;H etf est
continue sur [a;b]. Si f est Gateaux-derivable sur  alors pour tout z 2
ona:

kf() f(a) Dof(2)(b ak supkDgf(c) Dof(2)kkb ak

c2]a;b[
en particulier :
kf(b) f(a) Dgf(a)(b ak supkDgsf(c) Dgf(a)kkb ak
c2]a;b[
Preuv e:

Appliquer le corollaire 6.1 a la fonction x 7! f (x) Dgf (2)(x).
O
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6.2 Applications

Nous sommesdesormaisen mesurede prouver le theoreme5.1 que nous
rappelons:

Theoreme 6.5 Sif estGateaux-di erentiablesur etDgf 2 CO ;L (E;F))
alors f estde classeC?! sur

Preuv e:
Si nousmorntrons que pour tout x 2 , ettout " > 0, il existe - > 0Otel que
pour tout h 2 E tel quekhk -, ona:

kf(x+h) f(x) Deaf(x)(h)k "khk

alors nous aurons montre que f estdi ereriable et f {x) = Dgf (x) pour
tout x et doncquef estdeclasseC! sur puisqueDgf 2 CO( ;L (E;F)).
Soitr > Otel queB(x;r) , soit 2]0;r[eth 2 B(x; ), alors[x; x + h]
B(x; ) etle corollaire 6.1 donne:

kf(x+h) f(x) Def(x)(h)k sup kDsf(c) Def (x)khk

c2[x;x + h]

sup kDeof () Def (x)kkhk

c2B(x; )
CommeD¢f 2 CO ;L.(E;F)), il existe « 2]0;r[ tel que:

sup kDgf(c) Degf (X)k
c2B(x; )
on en deduit le resultat voulu. O
Nous pouvons egalemen prouver le theoreme 6.6 que nous rappelons:

Theoreme 6.6 Soit E;;::;;E, et F desevn,E = E; @i Epet un
ouvertde E. Si pour tout k 2 f1;::;;pg et tout x 2 , f admetune derivee
partielle par rapport a la k-iemevariableen x et si I'application x 7! @f (x)
(de nie sur etavaleursdansL.(Eg;F)) estcontinue sur alorsf estde
classeC? sur et la formule (5.5) est satisfaite.

Preuv e:
Nous allons demortrer le resultat pour p = 2, et laisserle soin au lecteur
de traiter le cas gereral de maniere analogue.Soit x = (X1;X2) 2 , |l
nous faut montrer que pour tout " > 0, il existe - > 0 tel que pour tout
(hy;hp) 2 E; E; tel quekhik + khyk w,ona:

kf (x1+ hy;x2+ hy)  f(x)  @f (x)(h)  @f (x)(ho)k  "(khik + khok):
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On commencepar remarquerque:

f(xa+ hixa+hy) F(x)  @f (x)(hy) @f (X)(h2) = (f (X2 + hy;xz + hy)
F(xixz+ hy) @f (X)(hy)) + (f (Xiix2 + ha) - f(xaix2)  @f (x)(h2))

Remarquonsensuiteque pour tout y 2 , f estdi erertiable eny dans
les directions (hy; 0) et (0; h,) avec:

Df (y; (h1;0)) = @f (y)(ha) et Df (y;(0; h2)) = @f (y)(ho)
On deduit alors du theoreme6.4, qu'il existet; 2]0; 1] tel que
Kf (X1+hy;xothy) (X1, Xt hy) @f (X)(hy)k  k(@F (X1+t1hg; xo+hy)  @f (x))(hy)k:
De mémeil existet, 2]0; 1[ tel que
Kf (X1; X2+ hy) f(X1;X2) @f (X)(ho)k  Kk(@f (X1; X2+ 1t2hy)  @Ff (X))(hy))k:

Comme @f et @f sort cortinues, il existe - tel que B(x; -) et pour
touty2 B(x; »):

max(k@f (y) @f (x)k;k@f (y) @f (x)k)

Si khik + khyk «, lespoints (X1 + tihy; X + hy) et (x1; X, + tohy) appar-
tiennent a B(x; -) et donc:

kf (x1+ hy;x2+ hy)  f(x)  @f (x)(h)  @f (x)(ho)k  "(khik + khok):

O

6.3 Deriv ees secondes

Soit E et F deuxevn, unouvert deE etf uneapplication de nie sur
a valeursdansF, onala:

Denition 6.1 Soitx 2 , on dit quef estdeuxfois (Frechet)derivable
en x s'il existeun ouvert U tel quex 2 et:

{ f estderivablesur U,

{ l'application y 2 U 7! fqy) 2 L(E;F) estderivableen x.
Dans ce cas, la deriveesecondedef en x estdonneepar :

f%x) = (FYAX) 2 Le(E; Le(E;F)):
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La de nition preaderte peut s'exprimer par :
fqx+ h) f9x) = f%x)(h) + o(h) dansL¢(E;F)
la notation o(h) designan une fonction telle que:

ko(h)kLc(E;F) | |

— ik Oquandh! 0,h6 0

cequ'on peut aussiecrire o(h) = khk"(h) avec"(h) 2 L.(E;F) tel que:
k"(h)kLc(E;F) 10 quand h! O

Graceaux resultatsdu paragraphe3.4,on peutidentier L (E;L(E;F))
alL,.(E E;F), cecipermetdidenti er f°x) al'application bilineairecorti-
nue gue nous notons aussif 9x) :

f ) (h; k) = (f X)(h))(K) pour tout (h;k) 2 E?:

Nous feronssystematiquemen cette iderti cation par la suite.

Sinous xons k 2 E et supposonsf deux fois di erertiable en x, on a
alors:

(FXx+ h)  FOO)(K) = (FRx)(h)(k) + o(h)(k) = f Rx)(h; k) + o(h)
ainsi l'application f q:)(k) : y 7! f {y)(k) estdi erertiable enx et I'on a:

(F KDY x)(h) = 1 %x)(h;k):

Ainsi f °¢x)(h; k) estla deriveeen x def {:)(k) dansla direction h.

Remarquonsquesif estdeuxfoisdi erertiable enx, alorsf ®estcortinue
X.

De nition 6.2 On dit quef estdeclasseC? sur (ce quel'on note f 2
C?( ;F)) ssif 2 CY( ;F), f deuxfois di erentiableen chaquepoint de
etf%2 CO ;L,.(E E;F)).

On peut cortinuer par recurrencea de nir la di erertiabilit e a desordres
plus elewes, nous en resteronscependart a la derivee secondedans ce cours
car celaest susant en optimisation. Nous renvoyons le lecteur interesg a
Cartan [2] pour lesderivesd'ordre plus elewe.
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6.4 Theoreme de Schwarz

Une propriete importante des deriveessecondesst leur symetrie, c'est
I'objet du theoremede Scdwarz. D'abord un resultat preliminaire :

Prop osition 6.1 Sif estdeuxfois di erentiableen x alors la quantite :

1
(khk + Kkk)2

tend vers 0 quand(h; k) tend vers(0;0), (h;k) 2 E E nf(0;0)g.

(Fx+h+k fx+k fx+h+fx fx)(h:k)

Preuv e:
Par de nition pour tout " > 0, il existe - > 0tel queB(x; -) et pour
tout v2 B(O; -):

kKfqx+v) f9%) f%x)(v)k %kvk: (6.7)

Soitr > Otel queB(x;r) et f soit di erertiable surB(x;r), de nissons
pour (h;k) 2 E E telsquekhk+ kkk r :

(hKk)=f(x+h+k fx+k fx+h+fx) %)Mk

estdi erertiable, ( h;0) = 0 avecl'in egalite desaccroissemeis nis on a
alors:

k(h:kk=k(hk) (hOk supk@( h;ukkkk:  (6.8)

u2[0;k]
On a par ailleurs::
@(hu=fx+h+u fqx+u) )N
par linearite de f °%¢x) onaf %x)(h) = f°Ux)(h+ u) f%¢x)(u) et donc:
@( hiu) = (FIx+h+u) £9x) FOD)(h+u) (FAx+u) fAx) FRx)(u):

Si khk + kkk «, on a aussipour tout u 2 [0;k], kuk  khk + kuk
khk + kkk -, et en utilisant (6.7) on a donc:

kK@ ( h;u)k E(kh + uk + kuk)  "(khk + kkk)
avec (6.8), il vient donc que si khk + kkk -, alors:
k( h;k)k "(khk+ Kkk)kkk "(khk + kkk)?

d'ou lI'on deduit le resultat voulu. O
Le theoremede Scdwarz s'enoncecommesulit :
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Theoreme 6.7 Sif estdeuxfois di erentiableen x alors I'application bi-
lineaire continue f °¢x) est symetrique :

f ) (h; k) = f °%¢x)(k; h) pour tout (h:k) 2 E E:

Preuv e:
Pour (h; k) 2 E2? assezpetits de nissons:

S(hik)= (F(x+ h+ k) f(x+k) f(x+h)+f(x)

S estsymetrique (S(h; k) = S(k; h)) et d'apresla proposition 6.1, pour tout
"> 0il existe - > Otel quesikhk+ kkk - ona:

kS(h:k) ) (h:k)k %(khk+ kkk)2:

Sikhk + kkk -, enutilisant S(h; k) = S(k;h) onadonc:

kfOfx)(h; k) fOfx)(k;hyk  kS(h:k) o) (h:k)k+ kS(k:h)  f%x)(k: h)k
"(khk + kkk)?

Soit (u;v) 2 E E ett > Otel quet(kuk+ kvk) -, par bilinearite def °¢x)
on a f %x)(tu; tv) = t2f x)(u; V), f °Wx)(tv;tu) = t2f %¥x)(v; u), et donc

Kf OD)(tv;tu) fOUx)(tu; tv)k = t2kf X¢x)(v;u) f2%x)(u;v)k  "t?(kuk+ kvk)?

et donc kf %¢x)(v;u)  fx)(u;v)k  "(kuk + kvk)?, " > O etart arbitraire
on a doncf %¢x)(v;u) = f °x)(u;v). O

6.5 Deriv ees partielles secondes

On consicere maintenart le casou E estun produit d'evn: E = E;
Ep. Nous savons que si f estdi erertiable en x = (X1;:::1;Xp) 2
alors pour tout k 2 f1;:::;pg, f admet une derivee partielle en x, @f (x) 2
L.(E;F), par rapport a sak-iemevariable. Nous saszons egalemeh que pour
h=(hy;:i5hp) 2 E ona:

xXP
f{x)(h) = @f (X)(hy) et @f (x)(hy) = FAx)(0;:::;0; hy: 0; :::; 0):

k=1

Pouri 2 f1;:::;pg, et j 2 f1;:::;pg, on peut s'interessera la derivee
partielle de @f par rapport a sai-emevariable, d'ou la :
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Denition 6.3 Soitx 2 , et (i;j) 2 f1;::;pg? on dit quef admetune
derivee partielle seconded'indice (i; j) enx si :
{ il existe un voisinageouvert U de x dans sur lequelf admetune
derivee partielle par rapport a saj-emevariable,
{ l'applicationy 2 U 7! @f (y) admetune derivee partielle par rapport a
sai-emevariableen x.
Dansce cas, |la deriveepartielle seconded'indice (i; j ) enx, notee@f (%)

estdonneepar :
@f (x) = @@ )(x):

Comme@f (X) 2 L¢(E;;F), ona @f (X) 2 Le(Ei; Le(Ej; F)). En utilisant a
nouveaulesresultats du paragraphe3.4, on peut identier L (Ei;L(E;;F))
alac(Ei Ej;F), cecipermet didenti er @f (x) a l'application bilineaire
cortinue que nous notons aussi@f (x) :

@f () (hi;k) = (@F (x)(hi))(k;) pour tout (hi;k) 2 Ei  Ej:

Nous feronssystematiquemen cette iderti cation par la suite.

Les relations ertre derivee secondeet deriveessecondegartielles nous
sort fourniespar la :

Prop osition 6.2 Sif estdeuxfois derivableen x alors pour tout (i; j) 2
f1;:::;pg?, f admetune deriveepartielle seconded'indice (i; j ) enx, @f (x) 2
Loo(Ei  Ej;F) etpour tout (hi;kj) 2 E; E; ona:

@f (X)(hi; k) = £ X)((0; ::1:0; hy; 0; ::::0); (0; ::1:0; ky ; 0 2:::0)) (6.9)

et lesrelations de symetrie :

@t ((hiik) = @F () (ks hy): (6.10)
De plus pour tout h = (hy; i hp) etk = (Kq; i kp) dansE ona:
X
) (h; k) = @f (x)(hi;k;): (6.11)
10j p

Preuv e:
Sif estdeuxfois derivableenx, alorsf estderivable sur un voisinageouvert
U de x et donc admet desderiveespartielles sur U, soity 2 U et k; 2 E;j,
ona:

@ (y)(kj) = fYy)(0;:::5;0; k5 0; 22155 0)

le menbre de droite est derivableenx :
(@ ()(k;)Ax)(h) = fX)(h)(0; ::::; 0; k;; 0; ::::;0) pour tout h 2 E
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il admet donc en particulier une derivee partielle par rapport a sai-eme
variable. Ainsi f admet une derivee partielle seconded'indice (i;j) en x et
pour h; 2 E;, enprenart h = (0;:::;0; h;; 0; :::; 0) dansl'identit e precderte,
il vient :
@f ()(hi;kj) = @@ ()(k)(x)(hi)
= f X)((0;::::;0; hy; 0; 2235 0); (0; :::5; 0, Ky ; 0; 22225 0)):

Lesrelations de symetrie decoulen de (6.9) et du theoremede Sdwarz.
Enn, (6.11) decoulede (6.9) et de la bilinearite de f °¢x).

O

Dansle casou E = R", F = R, ennotant (e;;:::;e,) la basecanonique
deR", ona:

@f (X)(hi; k) = Fx)(hie; kjg) = hi kf %¥x)(a;g) pour tout (hi;k) 2 R%:

On idertie alors @f (x) au reel f ¥x)(e;g). Les relations de symetrie
prennert alors la forme @f (x) = @f (x).

Dans ce cas, f °¢x) est une forme bilin eaire symetrique qui avec la formule
(6.11) s'ecrit :

X
f %x)(h; k) = @f (x)hi ki:
16 n
La matrice hessiennede f en x notee D?f (x) (ou parfois aussiH f (x)) est
alors par de nition la matrice de la forme bilin eaire symetrique f °{x) dansla
basecanonique c'estdoncla matrice determe gereralf %x)(e; ) = @f (x).
D2f (x) estune matrice symetrique et son expressionest

0 1
@ﬂ_ (X) @nf (x)
D2f (x) :=

@) : @ @fX

Pour tout (h;k) 2 R" R", onaalors:
X
f%x)(h;k) = D% (x)(h);k == @f (x)hi K;:
n

1 i

6.6 Formules de Taylor

Soit E et F deuxevn, unouvert deE etf une application de nie sur
a valeursdansF, et x 2 . La Formule de Taylor a l'ordre 2 en x est
l'objet du :
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Th eoreme 6.8 Sif estdeuxfois derivableen x, on a :

f(x+ h)=fx)+fY{x)(h)+ %f %x)(h; h) + o(khk?) (6.12)
ave : o(khk?) . | |
i gquandh! O; h6 O:
Preuv e:
Il s'agit de montrer que pour tout " > 0, il existe - tel quesikhk . alors
kf(x+ h) f(x) fYx)(h) %f Rx)(h;h)k  "khk?: (6.13)

De nissonsdonc
R(h):=f(x+h) fx) fIx)(h) %f Rx)(h; h)
R estbien de nie et de classeC?! sur un voisinagede 0 dansE, R(0) = Oet:
RN = T8+ h) 130 2(FB(hi) + £ )
et commef °{x) est symetrique, on a :

RYh) = fqx+ h) f4%x) fx)(h):

Doncil existe - tel quepour tout u tel quekuk -, ona:
kRYu)k "kuk
Sikhk -, linegalite desaccroissemes nis implique :
kR(h)k = kR(h) R(0)k  sup kRYu)kkhk
u2[0;h]
"Kkhk?:

on a doncetabli (6.13). O
Sif estdeuxfoisdi erertiable au voisinagesur (ou simplemen sur un
voisinagede x) ona:

Th eoreme 6.9 Sih 2 E esttel que[x; x+ h] etf estdeuxfois derivable
en chaquepoint de alorsona:

kf(x+h) f(x) fY)(h) %fo‘(x)(h;h)k ngeh]kfofz) f Ox)kkhk?:

(6.14)
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Preuv e:
On de nit R(h) commedansla preuve precdene, il s'agit alors de montrer
que:
kR(h)k sup kf%z) f%x)kkhk?: (6.15)

z2[x;x + h]

Utilisant R(0) = 0 et I'in egalite desaccroissemes nis, ona:

kR(h)k  sup kRYu)kkhk: (6.16)
u2[0;h]

Comme,ona:
RYu) = fYx+u) %) o) (u)

si u 2 [0;h], en appliquart I'in egalite desaccroissemes nis du corollaire
6.3af%ertre x et x + u, il vient donc:

kRYu)k sup kf%z) f%x)kkuk

z2[x;x +u]

sup kf%z) fRx)kkhk

z2[x;x + h]
Reportant la majoration precederie dans (6.16), nous en deduisonsexacte-
mert (6.15). O

Enn, terminons par une formule exacte pour f a valeursdansRP : la
formule de Taylor a l'ordre 2 avecresteintegral :

Theoreme 6.10 Soitf de nie sur a valeursdansRP, et (x; h) 2 E
telsque[x; x+ h] . Sif estdeuxfois derivableen chaquepoint de[x; X+ h]
et si l'application t 7! f %¢x + th) estcontinue sur [0; 1], alorson a :

Z 1

fx+h) = fx)+fq)(h)+ (1 Of %+ th)(h;h)dt (6.17)
0

ce qui signi e exactementen notant f;:::;f, les composantesde f quel'on
a:

z 1
fix+ h)=f;(x)+ fAx)(h)+ (@ t)f%x+ th)(h;h)dt pouri= 1;::;p:

0
(6.18)

Preuv e:
Comme on veut montrer l'identit e (6.18) composarte par composarie, on
peut poserf = f; et supposerque p = 1. Posonspourt 2 [0; 1],

g(t) := f (x + th)
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par hypotheseg est deux fois di erertiable avec:

oqt) = fYx + th)(h); gt) = f X + th)(h; h)

d'ou, avec une integration par parties :
yA 1 yA 1
f(x+h) f(x)=9(1) 9(0)= . git)dt = . 1 ngtndt [T gDl
Z, Z,
= (1 Ofx+th)(h;hdt+ gl0) = Ffqx)(h)y+ (@ t)f U+ th)(h; h)dt:
0 0

O

Remarque. L'hypotheseF = RP dansle theoremeprecedert nousa unique-
mert servipour la de nition del'integrale.Sil'on peut gereraliserde maniere
satisfaisarte la construction de l'integralea desfonctions a valeurs dans F
evn de dimensionin nie, alors on pourra genreraliser la formule de Taylor
avecresteintegral a desfonctions a valeursdansF . Cette generalisation est
possiblelorsque F est un espacede Banat mais elle depassdargemert le
cadrede ce cours.

6.7 Fonctions convexes

La convexite estunenotion clecommenousl'avonsdejasouligre (th eoremes
de projection et de separation dans un espacede Hilbert) qui joue un rble
fondamenal en optimisation. Rappelonsla de nition basique:

Denition 6.4 Soit E un R-ev, C une partie convexede E et f une ap-
plication de nie sur C a valeursrelles, on dit quef est convexesur C ssi
8(x;y)2 C%2et8t2[0;1], ona:

f(tx+ @ ty) X+ @ vOf(y):

On dit quef est strictement convexesur C ssi 8(x;y) 2 C? ave X 6 y et
8t 2]0;1[, ona:

f(tx+ (@2 bty <tt(x)+ @ Of(y):

Notonsquedansla de nition precedere, puisque estcorvexetx+ (1 t)y 2
8(x;y) 2 C? et 8t 2 [0;1], ainsif (tx + (1 t)y) estbien de ni.
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Exercice 6.1 Soit E, C et f commeprecedemment,on de nit, |'epigaphe
def par:
Epi(f) =f(x; )2C R:f(x) g

Montrer alors quef estconvexesur C ssi Epi(f) estune partie convexede
E R.

Une premiere application de la notion en optimisation est fournie par :

Prop osition 6.3 Soit E un R-ev, C une partie convexede E etf unefonc-
tion strictement convexesur C, alorsil existeau plusun point de C en lequel
f atteint son minimum.

Preuv e:
Suposonsau cortraire qu'il existex; et x, distincts dansC tels que:

f(xy)="Ff(xp) f(x)82C
par corvexite de C, 3(x, + X») 2 C et par stricte corvexite de f , on aurait

alors:
f(x1) + f(x2) < f(x1) +f(x2),
2 2 '

X1+ Xo
2

f(x1) = f( )

O
Dansle cadredi erertiable, on a la caracterisation suivante :

Prop osition 6.4 Soit E un R-evn, un ouvertconvexedeE etf : ! R
une application di erentiablesur . On a les equivalenes:

1. f estconvexesur
2. pour tout (X;y)2 2 ona:

fo) fly) fx y: (6.19)

Preuv e:
Supposonsquef soit corvexe,soit (x;y) 2 2 pourt2 [0;1] de nissons

git) = f(tx+ (1 ty) t1(x) @ Bf(y)
par corvexite g(t) O pourtout t 2 [0;1] et g(0) = O onadonc:

M 0 pour tout t 2]0; 1]

en passan a la limite on obtient :
0 g10")=f(x y) )+
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Reciproquemen supposonsgue(6.19) soit satisfaitepour tout (x;y) 2 2.
Soit (z1;2,) 2 2ona:

f(z) f(z2) Y2z z)etf(z) f(z) fl2)(z z)

ensommart il vient :

(fq20) A2z z) O (6.20)

Onde nit, pourt 2 [0; 1], g(t) commeprecedemmeh Pour etablir la corvexite
def il faut montrer queg Osur[0;1]. Onag(0) = g(1) = 0, g estderivable
sur]o; 1[:

glt) = FAX+ (L y)(x y) F)+F(y) = fFAy+tx y)(x y) Fx)+f(y)

Soit1>t > s> 0onaalors,enappliquart (6.20)az; = y+ t(x vy)et
Z=y+s(x y)(zz z2=(t s)(x V)

glt) o¥s)= (FAy+t(x y) fAy+sx y)(x y) 0

d'ou I'on deduit que g°est croissare sur ]0; 1[. Soit t 2]0; 1[, on deduit de la
formule desaccroissemetis nis qu'il existe 2]0;t[ et °2]t; 1] tels que:

gt) = g0 + g¥ )t =gl )tetg®) g®)= gt)=g( I 1)
Comme °>t> onagl{ 9 ¢¥)etdonc:

90 - 9®)
1t ot

ce qui implique bien queg(t) O.

O

La caracterisation di erertielle (6.19) de la corvexite est importante et
exprime geonretriquemert le fait quef estcornvexessisongraphesesitue au
dessugle tous sesplanstangerts. LorsqueE estun Hilbert, (6.19) setraduit
par

f(x) fly) hf(y);x yi,8(xy)2

Une application de la caracterisation di erertielle (6.19) de la corvexite

en optimisation est:

Prop osition 6.5 Soit E un R-evn, un ouvertconvexedeE etf : ! R
une application convexedi erentiablesur , etx 2 , onalesequivalenes
entre

f(x) f(x),82 etfyx)=o0:
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Preuv e:
Supposonsque f atteigne son minimum sur en x , alors pour h 2 E et
t > 0 assezetit pourquex +th2 ona:

%(f(x +th) f(x)) O

commef estdi erertiable enx , enpassam ala limite onobtient f {x )(h)
0, h etant arbitraire on a aussif {x )( h) 0etdoncf{x )= 0.

Supposonsquef {x ) = 0, alors pour tout x 2 , en utilisant (6.19), on
a:

f(x) f(x)+fIx)x x)="f(x):
O
Dansle cadredeux fois di erertiable, on a la caracterisation :

Prop osition 6.6 Soit E un R-evn, unouvertconvexedeE etf : ! R
une application deuxfois di erentiablesur . On a les equivalenes:

1. f estconvexesur
2. pour tout (x; h) 2 E,ona:

f%9x)(h:h) O: (6.21)
(f °Cx) est une forme quadatique semi-ce nie positive)

Preuv e:
Supposonsd'abord quef soit corvexe.Soitx 2 eth 2 E tel quex+ h 2
(ce qui implique par corvexite de quex + th 2 , pour tout t 2 [0;1]),
avec (6.19), on a pour tout t 2 [0; 1] :

f(x+th) f(x)+tf (x)(h)
or la formule de Taylor a l'ordre 2 en x donne:
f (x + th) = tf {x)(h) + t2f Yx)(h; h) + oft?)

et donc:
t2f Yx)(h;h) + o(t>) 0O

divisart par t? et faisart tendret versQ il vient bien

f%Ux)(h;h) O
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Reciproguemen supposonsque (6.21) soit satisfaite pour tout (x; h) 2 E.
Soit (x;y) 2 2, commedansla preuve dela proposition 6.4,pourt 2 [0;1],
on de nit

gl) = f(tx+ (@1 1ty ) @ i)

et il s'agit de montrer queg(t) O pour tout t 2 [0; 1]. On remarqueque g
estdeux fois di erertiable sur ]0; 1] avec:

glt) = fYy+t(x y(x y) FOO+f(y), g%ty = FoRy+t(x y)(x yix y)

ainsi (6.21) implique g° 0 et donc g® est croissan sur [0; 1] on achewe alors
la preuve exactemenh commepour la proposition 6.4. O

Exercice 6.2 Soit f 2 C2?(R?/R) montrer quef est convexesur R? ssi
8x 2 R?, la Hessiennedef en x a unetrace et un determinant positif.
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Chapitre 7

Inversion locale, fonctions
Implicites

Ce chapitre est consace a deux resultats certraux : les theoremesde
I'inversionlocale et celui desfonctions implicites. En optimisation, nous uti-
liseronscesresultats essetiellemert en dimension nie, cependart nous al-
lons les etablir dansle cadre plus gereral desespacesie Banad et ce,an
de bien mettre en evidenceque cesdeux resultats tresimportants reposert
sur le theoreme de point xe de Banad-Picard et donc n'utilisent que la
completude.

7.1 Theoreme de l'in version locale

Le theoreme de l'inversion locale enon@ ci-dessousexprime que si la
di erertielle f {a) de I'application f au point a estinversible (en tant qu'ap-
plication lineaire) alors (I'application non lineaire) f est inversible sur un
voisinagede a. C'est preciemert le but du calcul di erentiel que de deduire
d'une propriete de f {a) une information sur le comportemert def au voisi-
nagede a.

Th eoreme 7.1 Soit E et F deux es@ces de Banach, un ouvert de E,

f 2CY ;F)eta2 .SifYqa) estinversiblealorsil existedeuxvoisinages
ouvertsU etV respctivementdea et f (a) telsquela restrictionf : U! V

soit un di eomorphismede classeC!.

Preuv e:

Etap e 1 : reduction
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Posonspour tout x 2 a:

g(x) = [fXa)] *(f(x+a) f(a)

g est une application de classeC?! de I'ouvert a E dansE de plus
g(0) = 0 et g40) = id. Comme g est obtenue comme composee de f et
d'operations a nes inversibles(et inde niment di erertiables!) il sut de
montrer le resultat pour g.

Pour x 2 a, posons:
(x):=x 9(x):
Comme 9q0) = 0, il exister > 0 tel que pour tout x 2 B(0;r) ona’ :
k )k 1=2: (7.1)
Etap e 2 : g est une bijection de B(0;r) dans B(0;r=2)
Soity 2 B(0; r=2), pour tout x 2 B(0;r) de nissons:
y(X) = (x)+y=x g(x)+y:
Remarquonsalors que :
gx) =y, y(x)=x (7.2)

Pour x; et x, dansB(0;r) ety 2 B(0;r=2), en utilisant (7.1) et le corol-
laire 6.1,0n a:

K y(x1) y(X2)k=k( x1) ( x2)k sup k Y2)kkxi xok %kxl X2k

z2[x1;X2]

en particulier puisque (0) = y on a pour tout x 2 B(0;r) :
kK y(x)k kyk+ %kxk r=2+r=2=r:

Ce qui precedemortre que, pour tout y 2 B(0;r=2),  estune cortraction
de B(0;r). Il decouledu theoremedu point xe pour lescortractions que
admet un unique point xe dansB(0;r). Avec(7.2), nousen deduisonsdonc
quepour tout y 2 B(0;r=2), il existeun uniquex 2 B(0;r) tel queg(x) = .
Donc g est une bijection de B (0;r) dansB (0; r=2).

Yici la norme k Yx)k designenaturellement k (x)k_ ().
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Etap e 3 : g ! est 2-Lipsc hitzienne sur B(0;r=2)
Soit (y1;¥2) 2 B(0;r=2)?, x1 := g *(y1) et x» := g (y»). Avec les nota-
tions del'etape 2, ona: X1 := y,(X1) et x2:= y,(X2). On aalors:
kg '(y1) 9 '(y2k=kxy xok=Kk y1 (X1) y(X2)k=Kkyr y2+ (x1) ( X2k
ky:  yok+ %kxl Xok = kyp Yok + %kg Y1) g fyk
Commevoulu, on a donc bien :

kg ‘(1) 9 vk 2ky: ¥k
Etape 4 : g ! est di erentiable sur B(0;r=2)

Soity 2 B(0;r=2) et x := g (y) 2 B(0;r), tout d'abord rappelons
gu'avec(7.1),ona:

k Ax)k=kid g¥x)k %< 1;

ceciimpliquant en particulier que g4x) estinversible?

Nousallonsmortrer queg ! estdi erertiable eny et plus precigmern que
(g HAY) = [01¥)] * = [09g *(y))] *. Tout d'abord notons qu'il decouledu
theoremede Banad 3.3 que [gqx)] ! estcortinu. Il s'agit donc de montrer
que pour " > 0 il existe - > 0 tel que pour tout k 2 B(0; ) tel que
y+ k2 B(0;r=2)ona:

kg ‘y+k) g *(y) [g1x)] *kk "kkk: (7.3)
Soit k 2 E assezetit pour quey+ k 2 B(0;r=2) et posonsx, := g (y+ k).
D'apresl etape preederie, on a:

kxi xk=kg Y(y+k) g *(y)k 2kkk: (7.4)
Par ailleurs, puisquek = g(xx) 9(X) = g¥X)(xx X) + o(kxx xk) =
gAX)(xk  X)+ i, il existe > Otel que:

ke xko )k okke= kg g(x) g0 0K gamerT
(7.5)
Si kkk =2 alors (7.4) ertraine que kx,  xk , en utilisant (7.5) et a
nouveau (7.4), il vient donc:

kg "y+ k) g y) [0%%)] *kk=kxk x [g9%)] Y(@0)(x« x)+ Wk

= K] © ok KIG0O] Kk ok KGAX)] kzé;.k(ix)fkk Kk

on a donc etabli (7.3) cequi achewe la preuve. O

2Rappelonsici que siu 2 L.(E) verie kid uk < 1 alors u est inversible d'inverse
continue (voir le poly d'exercices).
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Remarque. Soitpernier p 2, alorsdansl enone du theoremede I'in ver-
sion locale, on peut remplacerpartout "de classeC!" par "de classeCP" (a
faire en exercice).

7.2 Fonctions implicites

Le theoremedesfonctions implicites permet localemen de passerd'une
condition implicite ertre lesvariablesx ety du typef (x; y) = caunerelation
explicite du typey = g(x).

Theoreme 7.2 SoitE, F etG trois esmoesdeBanach, A et B deuxouverts
respctivementdeE etF, (a;p) 2 A B,f 2 CYA B;G)etc:=f(a;b).Si
@f (a;b) estinversible (dans L (F;G)) alorsil existeU un voisinageouvert
dea, V un voisinageouvertdeb et g2 C(U;V) tel que:

fx;y)2U Vi f(xy)=cg=f(x;g(x)) : x2 Ug:
Ce qui implique en particulier : g(a) = betf (x;g(x)) = ¢c8x 2 U.

Preuv e:
Soit ( x;y) := (x;f(x;y)), 8(x;y) 2 A B;onaalors 2 C}A B;E Q).
Soit(h;k) 2 E F, Ya;b(h;k) = (h; @f (a;bh+ @f (a;b)k). Pour (u;v) 2
E G, comme@f (a;b) estinversible,ona:

Ya;b)(h; k) = (u;v), (hk) = (u;[@f (a;B)] *(v  @f (a;bu)):

Ainsi  Ya;b) estinversible, avec le theoreme de I'in version locale, nous en
deduisonsqu'il existeM voisinageouvert de(a;b) dansA B et N voisinage
ouvert de ( a;b) = (a;c) tel que realiseun di eomorphismedeclasseC! de
M sur N. Sansperte de gereralite, on peut supposerqueM = M, My, avec
M, (resp.My) voisinageouvert de a dansA (resp.debdansB). Notonsalors

L'N! M, Mypsouslaforme *(x;z) =: (u(x; z);v(x; 2)) = (X; V(X; 2)).
Posonsalors

Ui =fx2Mga:(x;¢) 2N etv(x;c) 2 Mpg; V = My:

Par construction U estun voisinageouvert de a et V un voisinageouvert de
b. Pour tout x 2 U, de nissonsg(x) := v(x;c) onaalorsg 2 C(U;V). Soit
(x;y)2U V,onalors(x;c) 2 N, g(x) = v(x;c) 2 V etdonc:
fooy)=c, (xy)=(x0, (xy)= x0
» (6Y) = (v, (xy) = (x9(x):
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Remarque. En derivant l'identitef (x;g(x)) = cona:
@f (x;9(x)) + @f (x;9(x)) g¥x)=0
et comme,au voisinagede a, @f (x; g(x)) estinversible,on a:

g1x) = [@f (x;g(x)] ' (@f (x; g(x))):

Remarque. On a utilise le theoremede l'inversionlocale pour etablir celui
des fonctions implicites. On peut montrer (le faire a titre d'exercice) que
cesdeux enon@ssort en fait equivalerts.

Remarque. L'hypothese@f (a;b) inversibledu theoremene peut tre a ai-
blie. Pour s'en persuader,le lecteur pourra consicerer le casdu cercletrigo-
nometrique St := f(x;y) 2 R?: f(x;y) == x?+y?=19g.Ona @f (1;0)= 0
et il n'existe pasde voisinagede (1; 0) sur lequel St serepresere localemer
commeun graphex 7! g(x).
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Troisi eme partie

Optimisation
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Chapitre 8

Resultats d'existence et rapp els

8.1 Vocabulaire

Soit E un ensenble et f une fonction de nie sur E a valeurs reelles.
Resoudrele problemede minimisation :

inf £ (x) (8.1)

c'est trouver x 2 E tel quef(x) f(x) pour tout x 2 E. Un tel x
(s'il existe) est alors une solution de (8.1). La quartit e infy,g f (x) (valant
ewventuellemert 1 , voir plus bas) est appelee valeur du probleme (8.1).
Cette valeur est di ererte de 1 si et seulemenh si f est minoree sur E,
evidemmen seulce caspresene de l'interet.

A cestade,un petit rappel s'imposesur les bornesinferieuresde parties
deR, ene et lavaleurdu probleme(8.1) estpar de nition la borneinferieure
du sous-ensefe deR, f (E) := ff (X) : x 2 Eg. Si A estune partie nonvide
de R, saborneinferieure,inf A estpar de nition sonminorant maximal dans
R[ flg cequi signie dune part :

a IinfA,8a2A
et d'autre part
8b> inf A, il existea?2 A tel quea b:

Si A n'est pasminoree,alors'ensenble de sesminorants estreduit af 1g
etdoncinf A= 1 .Enn, onetendlaborneinferieurea l'ensenble vide en
posan inf; = +1 .

Si E estun ensenble non vide et f une fonction de nie sur E a valeurs
reelleset minoree alorsla valeur := infy,g f (X) estun nombre reel,cereel
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est caracterise par :
f(x) ,8x 2 E et 8" > 0, 9x- tel quef (x-) + "

Enspeciant " = ", avec(",)n unesuite dereelsstrictemen positifs tendan
vers 0, nousen deduisonsqu'il existex, 2 E tel que

F(xn) I0ET(X)+ "n:
Commef (x,) infye f(X), onadonc:

limf(xp) = |9£ f(x): (8.2)
Toute suite (x,), 2 EY veriant (8.2) est appelee suite minimisante du

probleme(8.1). Lorsquef n'est pasminoreesur E, alors = inf,,g f (X) =
1 et unesuite minimisante estsimplemen unesuite (x,), 2 EN veri ant :

lim f (xa) = inf ()= 1 : (8.3)

Notons bien que sansaucune hypothesesupplemenaire, il existe toujours
dessuitesminimisantes du probleme(8.1).

Lorsquel'ensenble E est ni, (8.1) releve desmethodesde l'optimisation
combinatoire qui ne sort pasl'objet de ce cours. Nous consicereronsici le
casdel'optimisation cortinue (E estun "continuum®, par exempleun ouvert
d'un R-evn) ce qui nous permettra d'utiliser lesresultats de topologieet de
calcul di erertiel vus preedemmeh En particulier, E seratoujours muni
d'une structure metrique. Dansle cadremetrique, on distingue naturellemert
les notions localeset globalesde solution :

Denition 8.1 Soit (E;d) un es@ce metrique et f une fonction de nie sur
E a valeursreeles.

1. On dit quex estune solution glolale de (8.1) ou un point de minimum
gloal def surE ssif(x ) f(x) pourtoutx?2 E.

2. On dit quex estune solution locale de (8.1) ou un point de minimum
local def sur E ss'il exister > Otel quef (x ) f(x) pourtoutx 2 E
tel qued(x;x ) <.

3. On dit quex estun point de minimum glotal strict de f sur E ssi
f(x )< f(x)pourtoutx 2 Enfx g.

4. On dit quex un point de minimum local strict def sur E ss'il existe
r > 0tel quef(x) < f(x) pour tout x 2 E tel qued(x;x ) < r et
X6 X .

Enn, onaecrit (8.1) sousla formed'un problemede minimisation, cequi
englole aussilesproblemesde maximisation, ene et maximiserunefonction
reviert a minimiser son oppo<e.
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8.2 Theoreme d'existence de Weierstrass et
varian tes

La premiere question a se poserdans un probleme d'optimisation est :
existe-t-il (au moins) une solution? Nous allons rappeler quelquescriteres
simples qui assuren l'existence d'une telle solution. Rappelons d'abord le
theoremeclassiquede Weierstrass(voir chapitre 1) :

Th eoreme 8.1 Soit (E;d) un esmaee metriqgue compact et f 2 C°E;R)
alors il existex 2 E tel que:

f(x)=infff(x), x2 Eg:

Preuv e:

Nous avons deja etabli ce resultat, on seproposeici d'en donner une preuve
(legeremen) di ererte reposart sur la notion de suite minimisante : cetype
de preuwe est le point de depart de ce qu'on appelle la methode directe du
calcul desvariations. Soit donc (X,), 2 EN une suite minimisante de f sur
E:

limf (x,) = inf f (x): (8.4)

n X2E

Comme E est compact, on peut, quitte a extraire une sous-suiteque nous
cortinuerons a noter (x,)n, supposer que (X,), cornverge vers un elemern
x 2 E. Commef estcortinue,f (x,) convergeversf (x ), enutilisant (8.4),
il vient donc:

f(x)=infff(x),x2 EQ:

O

En pratique, les hypothesesde continuite et surtout celle de compacite
sort assezrestrictives et commenous allons le voir, peuvert &tre (un peu)
a aiblies.

Intuitiv emen, commeon s'interessdci a minimiser f, la situation ou f
n'a dessauts que "vers le bas" n'est pas génarte (consicerer par exemple
f(0) = 0,f(x) = 1pourx 2 Rnf0g). Cette intuition conduit naturellement
a la notion de semi-cotinuite inferieure:

De nition 8.2 Soit (E;d) un esmce metrique,f une application de nie sur
E avaleursreeleset xq 2 E, on dit que:

1. f estsemi-ontinue inferieurement(s.c.i. en abrege) en Xy SSi :

8'>09r>0tgx2E,d(x;xg) r) f(x) f(xo) ™ (85
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2. f est semi-@ntinue inferieurement (s.c.i. en abreg) sur E ssif est
s.c.i. en chaquepoint de E.

Rappelonsqu'etant donneeune suite dereels( ), onnote liminf, , la
plus petite valeur d'adherencede ( ), dansR[ f1 ;+1g.On aalorsla
caracterisation suivante de la semi-coninuite inferieureen un point :

Prop osition 8.1 Soit (E;d) un es@ce metrique, f une application de nie
sur E avaleursreeleset xg 2 E. Lesassertionssuivantessont equivalentes

1. f estsemi-ontinue inferieurementen X,
2. pour toute suite (x,)n 2 EY convemgeant versx, on a :

liminff (x,) f (Xo); (8.6)

Preuv e:
1:) 2::soit (xn)n 2 EN corvergean versxg et (X (n))n Une sous-suitetelle
que
Iinm f (X (n)) = liminf ,f (xp)

Supposonspar I'absurde que liminf ,f (x,) < f (Xo) et soit " > 0 tel que

limf (X (n)) = liminf,f (x,) f(Xo) ™ (8.7)
n
Puisquef ests.c.i.enXxg il exister > 0 tel que pour tout x 2 B(Xg;r) on
a:f(x) f(xo) "=2.Pourn assezgrand,onax: ) 2 B(Xq;r) etdonc:
f(x @) f(Xo) "=2enpassan ala limite onadonc:

imf (¢ @) f(xo) "=2

ce qui cortredit (8.7)

2:) 1. : Supposonsquef ne soit pass.c.i.enxg alorsil existe" tel que
pour tout r > 0O, il existex 2 B(Xo;r) tel quef (x) < f(xg) ". En prenart
r = 1=n, il existedoncx, 2 B(xo;r) tel quef (x,) < f(xq) ",onaalors:

limx, = Xo et liminff (x,) f(Xo) "
n

ce qui cortredit 2.
O

Etant donneef une application de nie sur E a valeursreelles,on de nit
son epigraphepar :

Epi(f)=f(x;t) 2E R:t f(x)g

On a alors la caracterisation suivante de la semi-coninuite inferieure:
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Prop osition 8.2 Soit (E;d) un es@ce metrique, f une application de nie
sur E a valeursreeles alors f est semi-ontinue inferieurement sur E ssi
Epi(f ) estferme dansg R.

Preuv e:
Supposonsd'abord f semi-coninue inferieuremen sur E. Soit (X,;t,) une
suite d'elemerns de Epi(f ) convergean vers (Xqg;tg) dansE R. Pour tout
nonaf(x,) t,etcommef ests.ci.enxpona:

f(xo) liminff(xy) liminft, = to

ainsi (Xo; to) 2 Epi(f).
Supposonsmaintenart que Epi(f ) estferme. Soit xo 2 E et (x,), 2 EN
cornvergean vers X, soit (X: ()) une sous-suitetelle que:

limf (X (n)) = liminf,f (X,)
n
Pour tout n, (X (n); T (X' (n)) 2 Epi(f)) et

Iinm(x- m): T (X ny) = (Xo; liminf ,f (X,)):

CommeEpi(f)) estferme, on en deduit que (Xo; liminf ,f (X)) 2 Epi(f)) ce
qui signi e exactemen :

liminf ,f (xn)) f (Xo):

0
Le theoremede Weierstrasss'etendaux fonctionsqui sort seulemens.c.i:

Th eoreme 8.2 Soit (E;d) un es@ce metrique compact et f une fonction
s.c.i. de E dansR alorsil existex 2 E tel que:

f(x)=infff(x),x2 Eg:

Preuv e:
Soit (Xn)n 2 EYN une suite minimisarnte def surE :

IiLn f(xn) = )!92 f(x): (8.8)

Comme E est compact, on peut, quitte a extraire une sous-suiteque nous
cortinuerons a noter (X,)n, supposer que (X,), corverge vers un elemen
x 2 E. Commef ests.c.ienx ,ona:

Iinm f (xn) = liminff (x,) f(x);
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en utilisant (8.8), il vient donc:
f(x)=infff(x),x2 EQ:

O
Dansun R-ev de dimension nie, on peut remplacerl’hypothesede com-
pacite par I'nypothese(8.9), appelee hypothesede coercivite.

Th eoreme 8.3 Soit E une partie non vide fermee de R", f une fonction
s.c.i. de E dansR telle qué* :

im  f(x)=+1 (8.9)

x2E, kxk! +1
alors il existex 2 E tel que:
f(x)=infff(x),x2 Eg:

Preuv e:
Soit (Xn)n 2 EYN une suite minimisante def surE :

limf (x,) = |5n|‘E f(x)< +1: (8.10)

Montrons d'abord que (x,), estbornee: sitel n'etait pasle cas,il existerait
une sous-suite(X: (n))n veriant :

limkx: mk=+1;
n

avec I'hnypothesede coercivite (8.9), on aurait alors:
limf(x @) =+1;
n

ce qui cortredirait (8.10). On a morntre que (X,), estborneedansE, ferme
d'un R-evdedimension nie, il existedoncunesous-suite(x: (,)) corvergean
versun element x 2 E. Commef ests.c.ienx ,ona:

liminff (x- ny)  f(x);
en utilisant (8.10), il vient donc:
f(x)=infff(x),x2 EQ:

O

'Rappelonsque (8.9) signie que8 M > 0, 9r > Otel quepour tout x 2 E, kxk 1)
f(x) M.
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8.3 Conditions d'optimalit e

On s'interessedanstoute cette partie au probleme:

inf f (x) (8.11)

Avec unouvert deR" etf unefonction de nie sur avaleursreellessatis-
faisart certaineshypothesesde di erertiabilit e qui seron preciseesau fur et
amesure.Le probleme(8.11) avec = R" par exempleestle probleme-ype
d'optimisation sansconrainte. Lesresultats de ce paragraphesort supposes
conrus aussiles enoncerons-nousansdemonstration.

Rappelonsd'abord la condition necessairelu premierordre classiqueap-
peleeaussireglede Fermat) qui exprime que les points d'extrema locaux de
f sur sort despoints critiquesdef

Prop osition 8.3 Six 2 estun point de minimum local def sur etsi
f estdi erentiableenx alors:

rf(x)=0:

Dans le cascorvexe on a beaucoupmieux : le fait d'&tre point critique
est une condition su san te de minimum global :

Prop osition 8.4 Soit un ouvert convexede R", f une fonction convexe
sur . Sif estdi erentiableenx 2 etr f(x) = 0, alors x estune
solution de (8.11) i.e. un point de minimum glokal def sur

La condition classiquenecessairglu second-ordrenous est fournie par :

Prop osition 8.5 Six 2 estun point de minimum local def sur etsi
f estdeuxfois di erentiableenx , alorson a:

r f (x ) = 0 et la matrice (symetrique) D2f (x ) est semi-ce nie-positive:

Terminonspar une condition su san te de minimum |ocal strict :
Prop osition 8.6 Sif estdeuxfois di erentiableenx 2 etsilon a:

r f(x ) = 0 et la matrice (symetrique) D?f (x ) estde nie-positive;

alors x estun point de minimum local strict def sur

Remarque. Bien noter la di erenceertre la condition necessairede la
proposition 8.5 et la condition su sante de la proposition 8.6. Bien noter
aussique la condition su sante de la proposition 8.6 n'‘est que locale mais
assureque x estun minimum local strict.
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Chapitre 9

Optimisation  sous contrain tes
d'egalit e

9.1 Notations et de nitions premi eres

Dans ce chapitre nous nous interessonsa des problemesd'optimisation
souscortraintes d'egalite dans R". Etant donnes un ouvert de R", f et
O1; .. Om desfonctions de nies sur  a valeursreelleset (c;;:::;¢n) 2 R™,
on consicere donc le probleme:

)El;/f\f (x) (9.1)
avec:
A=fx2 :g(X)=¢q,j=1:5mg (9.2)

La fonction f a minimiser s'appelle fonction objectif ou codt. Les fonctions
g et lesreelsg de nissert lescortraintes d'egalite de (9.1), leselemerts de
A s'appellent leselemerts admissibles on supposeraevidemmenm danscequi
suit que A 6 ;. Comme precdemmenh on distingue les solutions localeset
globales,strictes et larges:

De nition 9.1 .

1. On dit quex estune solution glokale de (9.1) ou un point de minimum
glokal def sur A ssif(x ) f(x) pourtout x 2 A.

2. On dit quex estune solution locale de (9.1) ou un point de minimum
local def sur A ss'il exister > Otel quef (x ) f(x) pourtoutx 2 A
tel quekx x k<.

3. On dit quex estun point de minimum glokal strict de f sur A ssi
f(x)<f(x) pourtoutx 2 Anfx g.
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4. On dit quex un point de minimum local strict def sur A ss'il existe
r > Otel quef(x ) < f(x) pour tout x 2 A tel quekx x k< r et
X6 X .

Evidemmen, la premierequestiona seposerestcellede I'existenced'une
solution de (9.1), pour cela, on utilise les resultats du paragraphe8.2. En
e et, cesderniersont ete obtenus dans desespacesnetriques gereraux, ils
s'appliquent en particulier a la partie A de R".

Il seracommale dansce qui suit de noter sousforme plus syrthetique les
cortraintes. Pour cela,on de nit :

! R™
X 70 g(x) = (9u(X); 3 gm(X))

Ainsi, en posarn ¢ = (cg; 5 Cy), I'ensenble admissible s'ecrit simplemert
A =g (fcg).

9.2 Un peu dalg ebre lin eaire

Avant d'aller plus avant, rappelonsquelquesresultats d'algebre lineaire.
Tout d'abord, rappelonsquesi E estun R-evet E; et E, deuxsevdeE, on
dit que E; et E, sort supplemenaires (ce quel'on note E = E; E);) ssi
pour tout x 2 E il existeun unique (x1;X;) 2 E;  E; tel quex = x; + X,.
Autrement dit E = E; E, ssi:

E, E, ! E
(X1;X2) 7V X1+ X

estunisomorphismeentre E; E, et E. Cetisomorphismepermetd'identi er
E au produit E; E,, dansce cason fera l'identi cation X = X; + X, =

}(x) = (x1;X2). Notons enn que si E est de dimension nie alors
et ! sort cortinues, dans ce cas l'identi cation precedere x = L(x)
n‘altere enrien les consicerations topologiqueset di erertielles.

Prop osition 9.1 Soit E et F deuxR-ev,v 2 L(E;F), E; := ker(v) et E,
un suppkementaire de E, alors la doublerestriction dev a E, et Im(v) est
un isomorphisme.

Preuv e:

Notons w la double restriction de v a E, et Im(v), soity 2 Im(v), il existe
x 2 E tel quey = v(x). CommeE; E, = E, il existeun unique (X1;X5) 2
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E: E, tel quex = Xx; + Xy, par de nition de E;, on a v(x;) = 0 donc
y = V(X1 + X2) = v(X2) = W(Xp) ainsiw estsurjective. Supposonsmaintenant
quex 2 E, verie w(x) = 0= v(x) alorsx 2 E;\ E, = f0Og ainsi w est
injective.

O

Lemme 9.1 Soit E un R-ev, u;::::;uy, m formeslineairessur E et u 2
L(E;R™) deni par u(x) := (ui(x);::;;um(Xx)) pour tout x 2 E. Lesasser-
tions suivantessont alors equivalentes

1. u estsurjective,

2. Uuq;::um estune famille libre.

Preuv e:
Siug; idim estune famille liee,il existe desreelsnon tous nuls 1;::: m
tels que jmzl juj = 0. Ainsi pour toys x 2 Eonau(x) 2 HouH est

I'nyperplan de R™ de ni par I'equation jmzl iy; = Oainsilm(u) 6 R™.

Si u n'est pas surjeﬁtive Im(u) & R™ et donc Im(u) H avec H un
hyperplan de R™. Soit jm:l i¥; = OuneequationdeH ( 4;::; m reels

non tous nuls), commeu(x) 2 H pour tout x 2 E, ona

xn
jUj(X) =0,82E:
j=1
Ainsi uq; Uy estliee.
O
Achewons cespreliminaires avec une variante d'un corollaire du Lemme
de Farkas:

Lemme 9.2 Soit E un R-ev, uy;:::;u, etv m+ 1 formeslineairessur E.
Les assertionssuivantessont alors equivalentes

1. \jm:1 keru;  ker(v),

2. il existe( 1;:::5 m) 2 R™ telle que:
xn
V= i Uj
j=1
Preuv e:
Tout d'abord, il est evidert que 2: implique 1.. Supposonsmaintenant que
1. ait lieu, il s'agit de montrer que v 2 F := vect(us;:::;;uy). F estun

sevde l'ev de dimension nie G := vect(us;:::;;Uy;V). Onidentie G a RP
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(p = dim(G)) et on le munit de la structure hilbertienne usuellede RP. Ainsi
onidenti e aussiG asondual. SivZF, commeF estun sevferme de G on
peut separerv de F : il existex 2 RP et " > 0 tels que:

v(x) infp(x) " (9.3)

CommeG estun sev,nousdeduisonsde (9.3) quep(x) = O pourtout p2 F
(voir la demonstration du lemme de Farkas pour les details), en particulier
ceciimplique quex 2 \ {1, keru; et donc 1: implique que v(x) = 0. Or avec
(9.3), onav(x) " < 0 cequi constitue la cortradiction recherchee.O

9.3 Conditions du premier ordre de Lagrange

Prop osition 9.2 Soitx 2 A, unesolution localede(9.1). On supmseque:
1. f estdi erentiableenx ,
2. g estde classeC?! au voisinagede x ,
3. gqx ) estsurjective
alors pour tout h2 R", ona:

gXx)h)=0) rf(x) h=0 (9.4)

Preuv e:
Il s'agit de montrer que:

Ei:= ker(gx )) = \ [, ker(g(x )) ker(fqx ) =r f(x): (9.5)

Soit E; un supplemernaire de E;, par la suite on notera les elemens de
R" sousla forme x = (Xi;X,) selonle "decoupage"R" = E; E,, on
notera en particulier x = (X;;X,). On notera egalemeh @ i = 1,2 les
di erenielles partielles selonle decoupageR" = E;  E,. Par construction,
ona: @g(x ) = 0. D'apresla proposition 9.1, @g(x ) estun isomorphisme
de E, sur Im(g¥x )) et commegq{x ) est surjective, Im(gqx )) = R™ donc
@g(x ) estun isomorphismede E, versR™.

Puisqueg(x ) c= Oet @g(x ) estinversible,il resultedu theoremedes
fonctions implicites qu'il existe un voisinageouvert U; de x;, un voisinage
ouvert U, de x, et une application 2 C%(U;;U,) tels queU; U,
( xq) = x, et:

A\ (Up Uy = f(Xy; ( X1) : X1 2 UsQ:
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En derivant la relation g(x1; ( X;)) = c valable sur Uy, il vient :

@g(x1; ( X1)) + @I(X1; ( X1))  Ax1) = 08x12 Uy

en prenart X; = X4, en utilisant @g(x ) = 0 et le fait que @g(X;; ( X)) =
@g(x ) estinversible,on obtient donc:

) = 0

Soith 2 E;, pourt 2 R susamment petit, onax,+th 2 Uy, (X;+th; ( X+
th)) 2 A et:

fixp+thy (xg+th))  f(x)=1(x;; (x)):

Ainsi la fonction d'une variable,  :t 7! f (x; + th; ( x, + th)), de nie sur
un voisinageouvert de 0, presete un minimum localent = 0, comme |, est
derivableen O il vient donc:

1h(0)=0=(@f (x )+ @ (x)  xy) (h) (9.6)

etcomme qx,) = 0onendeduit doncque @f {x )(h) = 0. Commeh 2 Ej,
on adonc:

@f {x )(h) = 0= fYx )(h):

On a donc bien etabli que E; := ker(g9x )) ker(fYx ) =r f(x)?.O
Retenezque I'id ee essetielle de la preuve preederte est de seramener
a une minimisation sanscortrainte et ce grace au theoreme des fonctions
implicites.
Les conditions necessaireslu premier ordre dites de Lagrangesort alors
fournies par le theoremesuivart :

Theoreme 9.1 Soitx 2 A, une solution locale de (9.1). On supmseque:
1. f estdi erentiableenx ,
2. g estde classeC! au voisinagede x ,

3. la familler gi(x );::::ir gn(Xx ) estlibre,
alorsil existe( 1;::::; m) 2 R™ telsque:
X0
rf(x)= irgi(x): (9.7)

=1
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Preuv e:
Il resultedu lemme9.1quegqx ) estsurjective et doncqueleshypothesesde
la proposition 9.2 sort satisfaites. Ainsi on a\ [, ker(g’(x ))  ker(f {x ))
cequi estequivalert a:

\Lrg(x)? rf(x)?:

Ainsi le lemme 9.2 (ou le lemmede Farkas) permet d'en deduire qu'il existe
( 1;: m) 2 R™ tels que:
xn
rf(x)= irg(x):
j=1
O

Lesreels q;::::; mintervenan dans(9.7) sort appelesdesmultiplicateurs
de Lagrangeassaiesaux cortraintes de (9.1) au point de minimum local x .

Remarque. L'hypothesequela famille r gi(x );::::5r gn(x ) estlibre im-
plique quelesmultiplicateurs 4;:::: , ass@iesax sort uniques La conclu-
sion du theoreme 9.1 signi e simplemen que le gradiert de la fonction ob-
jectif en x appartient a l'espacevectoriel engende par les gradierts des
cortraintesen x .

Exemple 9.1 CherchonsaFminimiser f (X Xn) = Xg+ i+ Xy Sous
la contrainte g(x1;:::Xs) = L, x> = 1. Tout d'abord, par compacite de la
sprere il existeau moins une solution. Ensuite notonsquer g(x) = 2x ainsi
les conditions du theoreme de Lagrange sont remplies. Ainsi si X est un
minimiseur il existe 2 R telquel= x; pouri = 1;::;n ce quiimplique
gueles composantesde x sont egales.Avec la contrainte cela laisseles deux
possibilites :

Le premier cas correspnd au point de maximum de f sur la sphere et le
second au point de minimum def sur la sprere.

Remarque. Attention al'hypothese" gqx ) surjective" (equivalerte, rappe-

ne peut etre a aiblie pour que la conclusiondu theoremede Lagrangereste
valide (voir exempleci-dessous)Par ailleurs, cette hypotheseporte sur x
qui est en pratique ce que I'on cherde et donc a priori inconnu! Enn, re-
marquonsquesir gi(x );::r gn(x ) estlibre alorsm  n c'estadire qu'il
y a moins de cortraintes que de variables....
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Exemple 9.2 Il estfacile de construire descontre exemplesa (9.7) si I'hy-
pothese" gqx ) surjective" n'est pasveri ee.Cherchonsa minimiser f (x;y) =
X sousla contrainte x2+ y? = 0 : il n'y a qu'un point admissible(0;0) et
r f(0;0)= (1;0)6 r g(0;0)= 0, dansce cas, a causede la degeneresene
r g(0;0) = (0;0), il ny a pas de multiplicateur de Lagrange.

Remarque. Nousverronsau paragraphesuivant commern en introduisart
un Lagrangiengereralise, on peut aussitraiter les casdegeneresou g{x )

Lorsquele probleme(9.1) est corvexe la condition (9.7) estsu san te et
assureque le minimum est global. Ce cas est celui ou les cortraintes sort
anes et l'objectif corvexe:

Prop osition 9.3 Supmsonsque estun ouvert convexede R", quef est
une fonction convexesur et queg; estunefonctionane pourj = 1;::;m.
Six 2 A esttel qu'il existe( 1;:::; m) 2 R™ tels que:

xn
rf(x)= irgi(x): (9.8)
j=1

alorsf(x ) f(x) pourtout x 2 A.

Preuv e:
Soit x 2 A, par corvexitedef, ona:

f(x) f(x) rf(x) (x x)

avec (9.8), il vient donc:

f(x) f(x) irg(x):(x x): (9.9)
j=1
Commelesg sort anes etg(x) = g (X )= ¢ onaaussi:
g(x) g(x)=0=rgx)x x)

enreportant dans(9.9), il vient bienf (x ) f(x). O
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9.4 Lagrangien et lagrangien generalise

Le lagrangiendu probleme(9.1) estla fonction de nie sur R™ par :

X0
L 100 m) = (%) (g g): (9.10)

j=1
Remarquonsalors que si f et les fonctions g sort di erertiables enx 2

alorsona:
xn

r«L(X; 1;:50 m)=rf(x) ir g (x): (9.11)
j=1
et
@LX 15 m)=6 g((x) (9.12)
Ainsi le fait quex 2 A i.e. veri e la cortrainte g(x) = c peut s'exprimer
par :
@L(X; 1;:05 m)=0pourj = 1:5m
ou, sousforme plus syrthetique,enposant = ( ;333 m) -
r L(x; )=0: (9.13)
Avec (9.11), la condition de Lagrangesetraduit par :
r«L(x; ;00 m)=0:
Le theoreme9.1 peut donc sereformuler commesuit :

Th eoreme 9.2 Soit x 2 A, une solution locale de (9.1). On suppseque:
1. f estdi erentiableenx ,
2. g estde classeC?! au voisinagede x ,

3. la famille r g;(x );::iiir gm(x ) estlibre,
alorsil existe = ( 1;::5 m) 2 R™ telsque:
LYqx ; )= 0 (9.14)

Nous avons deja discute le caractere cortraignant de la condition "g{x )
surjective" qui porte sur le point inconnu x . Pour remedier a celaon peut
ajouter un multiplicateur a la fonction objectif, ceciconduit a la de nition
du lagrangien gereralise. Le lagrangiengereralise du probleme (9.1) est la
fonction de nie sur R™*1 par :

o
Lo(X; o) 1::: m) = of (X) (g g): (9.15)

i=1

La condition du premier ordre peut en e et seformuler par :
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Th eoreme 9.3 Soitx 2 A, une solution locale de (9.1). On supmseque:
1. f estdi erentiableenx |,
2. g estde classeC! au voisinagede x ,
alors il existedesreels( ¢; 1;::5; m) 2 R™? non tous nuls tels que:

xXn
of f(x)= irg(x): (9.16)
j=1

Preuv e:
De nissonspour tout x 2 , H(x) := (f (x);g(x)) 2 R™*!. Par hypothese,
H estdi ereriable enx :Hqx ) = (f {x );gqx )). Distinguons alors deux
cas:

Premier cas: H{x ) est surjectiv e. Ceciimplique queg{x ) estsur-
jective on peut alorsappliquer le theoreme9.1 et prendre o = 1dans(9.16).

Deuxi eme cas : H{x ) n'est pas surjectiv e. Puisque
HYx ) = (F9x )5 90(x ) g (x ));

il resulte alors du lemme 9.1 que la famille de formes lineaires sur R",
(fAx );09(x ); ;0% (x ) estlieecequi reviert a dire que

la famille (r f(x );r gu(X );::55r gn(x )) estlieedansR".
Il existedoncdesreels( o; 1;:::; m) 2 R™ non tous nuls tels que:
xXn
of f(x)= irg(x):

=1
O

Remarque. Notons que la condition (9.16) est equivalerte a:
rxLo(X; o 105 m) =
par ailleurs,g(x ) c¢= 0 s'exprime aussisousla forme
@jLO(x © o) 1,. m)=0pourj =1 :;m:

Notonsen n que
@,Lo(X ; o; 11 m)=f(x)
donc,engereral LY(x ; o; 1;:; m) estdi_erert deO.
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9.5 Conditions du second ordre

Les conditions necessaireslu second-ordrepour un minimum local de
(9.1) sort donneespar :

Th eoreme 9.4 Soit x 2 A, une solution locale de (9.1). On suppseque:
1. f estdeuxfois di erentiableenx ,
2. g estde classeC? au voisinagede x ,

3. la famille r g;(x );:iir gm(x ) estlibre,
alorsil existe = ( 1;::; m) 2 R™ tel que:
X0
r«L(x; ) = rf(x) irg(x)=0et (9.17)
j=1
@.L(x ; )(h;h) 0 pour tout h 2 ker(g¥x )) (9.18)
Preuv e:

Il resultedu theoremede Lagrange9.1qu'il existe 2 R™ tel quer yL(x ; )=
0, autremert dit :

xn
fqx ) = | 18X ): (9.19)

i=1

PosonsE; := ker(gqx )) et soit E, un supplemenaire de E;. Comme
precedemmen, on noteraleselemens de R" sousla forme x = (X1;X;) selon
la decommsition R" = E;  E,, on notera en particulier X = (X;;X,). On
notera egalemeh @ i = 1;2 lesdi erertielles partielles selonle decoupage
R" = E; E,. Par construction,ona: @g(x ) = 0. D'apresla proposition
9.1, @g(x ) estun isomorphismede E, sur Im(gqx )) et commeg¥x ) est
surjective, Im(gqx )) = R™ donc @g(x ) est un isomorphismede E, vers
R™.

L'identit e (9.19) implique en particulier :

xn
@f (x)= | @g (x ): (9.20)
j=1

Puisqueg(x ) c= Oet @g(x ) estinversible,il resultedu theoremedes
fonctions implicites qu'il existe un voisinageouvert U; de x;, un voisinage
ouvert U, de x, et une application 2 C2?(U;;U,) tels queU; U, ,

( xq) =x, et:

A\ (U Uy = f(Xe; ( X1)) @ X1 2 U
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En derivant une premierefois la relation g(x1; ( x1)) = c valable sur Uy,
il vient :

@o(x1; ( 1)) + @9(X1; ( X1)) Yx1)=08x;2 U, (9.21)

en prenart X; = X,, en utilisant @g(x ) = 0 et le fait que @g(X,; ( X)) =
@g(x ) estinversible,on obtient donc:

) =0 (9.22)
En derivant (9.21), il vient :

@,9(x1; ( x1)) + 2@,9(x1; ( X1))  Ax)+
@,0(x1; ( X)) Ax1); Ax1)) + @9(x1; ( X1)) Rxq) = 0

pour x; = X, enutilisant (9.22), il vient alors:
@g(x )+ @(x) txy) =0 (9.24)

Pour x; 2 Uy posonsF (xy) = f (X1; ( X1)), F presete alorsun minimum
local en x, et commeF estdeux fois derivableenx, on a:

(9.23)

F%x,)(h) = 0 pour tout h 2 Ej: (9.25)

et
F%x,)(h;h) O pourtout h2 E;: (9.26)

Avec descalculssenblablesa (9.23) et (9.24), 0n a :
Ffx,)(h;h) = @f (x )(h;h) + @f (x )( “{x)(h; h))
(9.26) deviert alors:
@,f (x )(h;h) + @ (x )( %x,)(h;h)) Opourtout h2 E;:  (9.27)
Avec (9.20) et (9.24), on a par ailleurs :
@,f (x )(h;h) + @f (x )( *tx,)(h; h))
=@f (x )(h;h) + . i @g (x ) x)(h;h))

j=1

=@,f (x )(h;h) j@g (x )(h; h):

j=1



Si bien que (9.27) sereecrit :
!

o !
@,f(x) ;@,g(x) (h;h) Opourtout h2 E; = ker(gqx ))
=1

orpourh2 E;,ona:
|

X ' xo
@,f (x) ;@9 (x) (hyh) =(f%x) i g°tx ))(h; h)

j=1 j=1
=@L(x; )h;h)
cequi achew la preuve. O
Remarque. Attention a la condition h 2 ker(gYx )) dans(9.18). La condi-
tion du second-ordrg(9.18) :
@L(x ; )(h;h) 0 pourtout h 2 ker(gx ))

signi e que la forme quadratique @,L(x ; ) est semi-ck nie positive sur
ker(g9x )) (passur R" enertier en gereral). Notons qu'on peut aussiexpri-
mer cette forme quadratique sousla forme deweloppee:

X
@L(x; )=1%) jgtx)

i=1

Remarque. Notezbien quepour ecrirela condition du second-ordrejl faut
avoir determine d'abord les multiplicateurs de Lagrange.

En n, voici desconditions su san tes pour un minimum local de (9.1) :

Th eoreme 9.5 Soitx 2 A. On supmseque:
1. f estdeuxfois di erentiableenx ,
2. g estde classeC? au voisinagede x ,

3. la familler gi(x );::::r gm(x ) estlibre,
S'il existe = ( 1;:5 m) 2 R™ tel que:
xn
r«L(x; ) = rf(x) irg(x)=20et (9.28)

j=1

@.L(x; )h;h) > 0pourtouth2 ker(gdx )), 6 0 (9.29)

alors x estun point de minimum local strict def sur A.
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Preuv e:
En reprenart lesnotations de la preuve du theoreme9.5,il sut de montrer

que X, estun point de minimum local strict de F (rappelonsque F (x;) =
f (X1; ( X1)) pour x; 2 U;). On commencepar remarquer:

Fqx,) = @f (x ) + @f (x ) )

Or, noussa/ons que

X
) =0 @yx)=0et@ (x)=  ;@g(x)=0

=1

et doncF{x,) = 0. Commedansla preuve du theoreme9.5, on a aussipour
tout h 2 ker(g4x )) = E; :

Foxp)(hih) =@f (x )(h;h) + @f (x )( *x;)(h;h))
xn
=(f%x ) ig°tx )(h; h)

j=1
=@.L(x; )(h;h)

Ainsi par (9.29), F%x,) est une forme quadratique de nie positive sur E;.
On deduit alors de la proposition 8.6 que x; estun point de minimum local
strict de F et donc un point de minimum local strict def sur A .

O
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Chapitre 10

Optimisation  sous contrain tes
generales

10.1 Notations

Dans ce chapitre nous nous interessonsa des problemesd'optimisation
souscortraintes d'egalite et d'inegalite dansR". Etant donnes un ouvert
deR", f, gi;:::5 0m, Ky; 15 Kp desfonctions de nies sur  a valeursreelleset

desreelscy, 31, Gy, dy, i, dp, ON consicere le probleme:
)!9/1: f (x) (10.1)
avec:

A=fx2 :gX)=g¢,]=7L:m;m;, k((x) d,i=21L:5pg (10.2)

La fonction f a minimiser s'appelle fonction objectif ou colt. Les fonctions
g et lesreelsg de nissert les cortraintes d'egalite de (10.1), les fonctions
ki et lesreelsd; de nissert lescortraintes d'inegalite de (10.1). Leselemerts
de A s'appellert leselemens admissibles on supposeraevidemmen dansce
qui suit que A 6 ;. Commepreccdemmen, on distingue lessolutionslocales
et globales,strictes et larges:

De nition 10.1 .

1. On dit quex estune solution glolale de (9.1) ou un point de minimum
gloal def sur A ssif(x ) f(x) pour tout x 2 A.

2. On dit quex estune solution locale de (9.1) ou un point de minimum
local def sur A ss'il exister > Otel quef (x ) f(x) pour toutx 2 A
tel quekx x k<.
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3. On dit quex estun point de minimum glokal strict de f sur A ssi
f(x)<f(x) pourtoutx 2 Anfx g.

4. On dit quex un point de minimum local strict def sur A ss'il existe
r > 0tel quef(x ) < f(x) pour tout x 2 A tel quekx x k< r et
X6 X .

Pour etudier I'existenced'une solution de (10.1), on utilise les resultats
du paragraphe8.2.

Il seracommale dansce qui suit de noter sousforme plus syrthetique les
cortraintes d'egalite, on de nit :

! R™
X 70 g(x) = (9u(X); 15 gm (X))
Ainsi lesconraintes d'egalite de (10.1) s'ecrivert simplemen g(x) = c(c:=
(C1; 35 Cm)).

Soit x 2 A si kij(x) = d; alorson dit que la i-emecortrainte d'inegalite

estsatureeenx (certainsdisert plutdt serreg et enanglais,on dit : binding).
On note | (x) I'ensenble descortraintes satureesenx 2 A :

I (x):=fi2f1::;pgtq. k(x) = dg:

10.2 Resultats preliminaires

Danstout ce paragrapheon consicerex 2 A tel que les conditions sui-
vantes sort satisfaites:

1. g estde classeC! au voisinagede x ,
2. ki estdi erertiable enx pourtout i 2 I(x ),
3. lafamiller gi(x );:::iir gm(Xx ) estlibre,
4. les cortraintes d' negalite sort quali eesen x ce qui par de nition
signie :
9ho 2 ker(gx )) tel quer ki(x ) ho< 08i 2 1(x): (10.3)

L'hypothesedequali cation (10.3)esttresimportante, elle peut egalemen
s'exprimer par

9ho tel quer gi(x ) ho=08j] 2 fl;:;;mg, et
rkiix) hg<08i21(x):
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PosonsE; := ker(gqx )) et soit E, un supplemeraire deE,. Commedans
le chapitre preceden, on noteraleselemerts de R" sousla formex = (X1; X»)
selonle "decoupage'’R" = E; E,, onnoteraenparticulier x = (x;;X,). On
notera egalemeh @, i = 1;2 lesdi erenielles partielles selonle decoupage
R" = E; E,. Par construction, on a : @g(x ) = 0. Comme au chapitre
precden, @g(x ) estun isomorphismede E, versR™. Puisqueg(x ) ¢= 0
et @g(x ) estinversible,il resultedu theoremedesfonctionsimplicites qu'il
existe un voisinageouvert U; de x,, un voisinageouvert U, de x, et une
application 2 C'(U;;Uy) telsqueU; U, , ( Xy) = X, et:

f(X1;%2) 2 Up Uy i g(X1;X2) = cg= f(Xq; ( X1)) : X1 2 UqQ: (10.4)
En derivant la relation g(x1; ( X1)) = c valable sur Uy, il vient :
@g(x1; ( X1)) + @9(x1; ( x1))  Ax1) = 08xy 2 Uy

enprenart X; = X;, enutilisant @g(x ) = O et le fait que @g(Xy; ( X)) =
@g(x ) estinversible,on obtient donc:

) = (10.5)
Fixons maintenant " > O et h 2 R" veriant :
h2 E;=ker(gqx )) etr ki(x) h 08i2I(x): (10.6)
De nissonspourt > 0:
X1(t) = X, + t(h+ "hy): (10.7)

On a alors x3(0) = X4, x1(t) 2 E; et x4(t) 2 U; pour t > O assezpetit.
De nissonspour t > 0 assezpetit pour que x,(t) 2 U, :

X(t) .= (x1(t); ( x1(1))): (10.8)

Par construction, notonsquex(0) = x et avec(10.4),g(x(t)) = cpourt> 0
assezpetit. On a alors:

Lemme 10.1 Sousleshypothesesprecedentessoit x(t) 2 U; U, de ni par
(10.8) pour t > 0 assezpetit, on a :

x(t) = x + t(h+ "ho) + oft)

et x(t) 2 A pour t > 0 assezpetit.
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Preuv e:
On axy(t) = x + t(h+ "hg), posonsx,(t) = ( xi(t)) commex;(0) = x, et
estderivable enx, avec qx;) = 0, X, estderivable en 0 avec:

X2() = Axg)(h+ "ho) =0
donc x,(t) = ot) et commex(t) = (x1(t); X2(t)), il vient :
X(t) = (X, + t(h+ "hg);x, + o(t)) = x + t(h+ "hg) + oft): (10.9)

On sait deja que g(x(t)) = ¢, il s'agit de montrer que x(t) satisfait aussi
les cortraintes d' negalite pour t > 0 assezpetit, pour celadistinguons les
cortraintes satureesdes cortraintes non satureesen x . Sii 2 I (x ) alors
ki(x ) < d; et puisquek; est cortinue enx = x(0) et x(:) est cortinue en
t = 0, on a par cortinuite kj(x(t)) < d; pourt > 0 assezpetit. Sii 2 | (x)
alorson akij(x ) = ki(x(0)) = d; et avec(10.9)on a:

ki(x(t)) = di + tr ki(x ) (h+ "ho)+ oft)

par hypotheser ki(x ) h Oetr kij(x ) hg < 0donck;(x(t)) d pour
t > 0 assezetit.
O

10.3 Condition d'optimalit e de Kuhn et Tu-
cker

Noussommesen mesurede prouver le theoremede Kuhn et Tucker (par-
fois aussiappele theoremede Karush, Kuhn et Tucker ou KKT)

Th eoreme 10.1 Soit x 2 A une solution locale de (10.1) telle que:
1. f estdi erentiableenx ,
2. g estde classeC?! au voisinagede x ,
3. ki estdi erentiableenx pourtouti 2 I(x ),
4. la famille r gi(x );::r gn(Xx ) estlibre,
5. les contraintes d' negalite sont quali eesen x

9hg 2 ker(gYx )) tel quer ki(x ) ho< 08i21(x):

alorsil existe( 1;::; m)2 R™et ; Opourtouti21(x ) tel que:
X X
rf(x)= irg(x) ir ki(x): (10.10)
i=1 i21(x )
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Preuv e:
Soit h veriant (10.6) et x(t) de ni pourt > 0 assezetit par (10.8),d'apres
le lemme10.1,0n a x(t) 2 A, commex(0) = x et x(:) estcortinu en0on a
donc pour t > 0 assezetit :

fl(f (x(1) f(x(0) O (10.11)

Commef estdi erertiable enx et enutilisant la premiere partie du lemme
10.1,0n peut passera la limite t ! 0" dans(10.11),il vient alors:

rf(x) (h+"hg) O (10.12)
comme" > 0 est arbitraire, on obtient aussi:
rf(x) h O (10.13)

Comme(10.13)alieu pour tout h veri ant (10.6),on deduit (10.10)du lemme
de Farkas. O

Lesreels ; et ; sort appeles des multiplicateurs de Kuhn et Tucker
assaiesaux cortraintes de (10.1) au point de minimum local x .

Lorsquele probleme(10.1) estconvexe la condition (10.10)estsu san te
et assureque le minimum est global.

Prop osition 10.1 Suppsonsque estun ouvert convexede R", quef et
ki;::: kp sont desfonctions convexessur , g estune fonction ane pour
j = L:u;m. Six 2 A esttel quil existe( 15 m) 2 R™et ;0 pour
touti 2 1(x ) tel que:
xn X
rf(x)= il G (x) ir ki(x): (10.14)
i=1 i21(x )

alors pour f (x ) f(x) pour tout x 2 A.

Preuv e:
Soit x 2 A, par corvexite def, ona:

f(x) f(x) rf(x) (x x)

avec (10.14), il vient donc:

X X
f(x) f(x) ir ki(x ):(x x)+ irg(x):(x x):(10.15)

i21(x ) j=1
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Commelesg sort anes etg(x)= g (X )= ¢ onaaussi:

g(x) g(x)=0=rgx)x x)

en reportant dans(9.9), il vient donc:

X
f(x) f(x) ir kKi(x ):(x x) (10.16)
i21(x )

Pouri 2 I (x ), ki(x ) = d, et puisquex 2 A, onakj(x) d, par corvexite
dek; il vient alors:

0 k(x) ki(x) rk(x)(x x) (10.17)

enreportant dans(10.16),il vient bienf (x ) f(x). O

10.4 Lagrangien

On peut aussiformuler les conditions d'optimalit e KKT, au moyen du
lagrangienassaie a (10.1). L'id ee est d'introduire des multiplicateurs pour
toutes les cortraintes d'inegalite dans (10.10), pour tout i on a :

{ soiti 21(x ) et ;=0dans(10.10),

{ soiti 2 1(x ) etdonckij(x ) d.
ce qu'on peut resumerpar la condition de complemerarit e ertre multipli-
cateurset cortraintes qui exprime que si une cortrainte n'est pas satureele
multiplicateurs assaie est nul :

i(ki(x ) d)=0pourtouti?2fl;::;pg: (10.18)
Le lagrangiendu probleme(9.1) estla fonction de nie pourtout (x; ; ) 2
R™ (R:)P par:

xn xXP
I—(X; ; ) = f (X) i (gj (X) CJ) + i(ki (X) di): (1019)

j=1 i=1

Remarquonsalors que si f et les fonctions g sort di erertiables enx 2
alorsona:

X xp

FxLOG s )=rfx) irg)+ i ki(): (10.20)
j=1 i=1

@LKX: )=6 g(X (10.21)
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et
@L(x; )=ki(x) d (10.22)

Ainsi le fait quex 2 A i.e.verie la cortrainte g(x ) = ¢ peut s'exprimer
par :
r-L(x;; )=0: (10.23)

Avec (9.11) et (10.18), la condition de Kuhn et Tucker setraduit par :
r«L(x;; )=0:
Le theoreme 10.10peut donc sereformuler commesuit :

Th eoreme 10.2 Soit x 2 A une solution locale de (10.1) telle que:

1. f estdi erentiableenx ,
. g estde classeC?! au voisinagede x ,
. ki estdi erentiableen x pour touti 2 1(x ),

. les contraintes d' negalite sont quali eesen x

9hg 2 ker(gYx )) tel quer ki(x ) ho< 08i21(x):

alorsil existe = ( 1;: m) 2 RMet( q;: m) 2 RY telsque:
i(kix) d)=08i2f1;;pg (10.24)
r«L(x;; )=0: (10.25)
rLx;; )=~ (10.26)
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