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Ces notes de cours sont constituées de trois parties totalisant dix chapitres.
La première partie comprend quatre chapitres de topologie. Cette partie
reprend l’intégralité d’un cours intitulé Analyse fonctionnelle, enseigné en Li-
cence en 2004-2005, plus quelques rajouts utiles en optimisation (applications
bilinéaires continues, lemme de Farkas-Minkowski...). Nous ne traiterons
pas intégralement en cours ce qui provient du cours d’analyse fonctionnelle,
mais j’ai laissé ces parties assez complètes pour votre culture et à titre de
complément parce qu’elles peuvent vous être utiles par ailleurs.

La seconde partie comprend trois chapitres de calcul différentiel qui complè-
tent votre cours de deuxième année, la principale nouveauté concerne les
théorèmes de l’inversion locale et des fonctions implicites qui sont essentiels
en optimisation mais aussi à la base de la géométrie différentielle.

La dernière partie concerne l’optimisation. Nous introduirons la notion
de semi-continuité inférieure, prouverons ensuite quelques résultats généraux
d’existence et procèderons à quelques rappels sur l’optimisation sans con-
trainte, vue en deuxième année. On traitera ensuite des conditions d’optimalité
pour l’optimisation sous contraintes d’égalité (Lagrange) puis sous contraintes
d’égalité et d’inégalité (KKT).

Pour les parties Calcul différentiel et Optimisation, je me suis très large-
ment inspiré des notes d’un cours très complet que J. Blot enseignait en
première année de l’ENSAE dans les années 90, qu’il en soit sincèrement
remercié ici.

Ces notes de cours ne vous seront profitables que si vous préparez régulière-
ment et sérieusement les T.D.’s du poly d’exercices qui les accompagne et ne
vous dispensent bien évidemment pas d’assister au cours.

N’hésitez pas à me signaler les erreurs et les coquilles qui subsisteraient
dans ces notes. De manière générale, vos suggestions sont les bienvenues,
c’est grâce à elles que ces notes pourront être améliorées pour vos camarades
des prochaines années. J’espère que ce poly vous sera utile et vous en souhaite
une bonne lecture.

G. CARLIER
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4.2 Projection sur un convexe fermé . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
4.3 Le dual d’un espace de Hilbert . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
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Chapitre 1

Espaces métriques

1.1 Définitions premières

Définition 1.1 Soit E un ensemble non vide. On appelle distance sur E
toute application d : E × E → R+ vérifiant les propriétés :

1. (symétrie) d(x, y) = d(y, x) pour tout (x, y) ∈ E × E,

2. d(x, y) = 0 ⇔ x = y

3. (inégalité triangulaire) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) pour tout (x, y, z) ∈
E × E × E.

On appelle espace métrique la donnée d’un couple (E, d) où d est une distance
sur E.

Bien noter que dans la définition précédente on a d ≥ 0. Noter également
que la définition précédente implique aussi |d(x, z) − d(y, z)| ≤ d(x, y), pour
tout (x, y, z) ∈ E × E × E.

Exemple 1.1 Pour E = R, d(x, y) := |x − y| est la distance usuelle. Pour
E = Rn, x = (x1, ..., xn) et y = (y1, ..., yn) on considère souvent les distances :

d1(x, y) :=

n
∑

i=1

|xi − yi|, d∞(x, y) := maxi=1,..,n|xi − yi|

et la distance euclidienne :

d2(x, y) := (

n
∑

i=1

(xi − yi)
2)

1

2 .

Exemple 1.2 Soit E un ensemble non vide et définissons pour (x, y) ∈ E2,
d(x, y) = 1 si x 6= y et d(x, y) = 0 si x = y on vérifie aisément que d est une
distance sur E (appelée distance grossière sur E).
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Nous verrons par la suite d’autres exemples dans le cadre des espaces
vectoriels normés.

1.2 Topologie des espaces métriques

Soit (E, d) un espace métrique, x ∈ E et r > 0, on notera BE(x, r) (ou
simplement B(x, r) s’il n’y a pas d’ambiguité) la boule ouverte de centre x
et de rayon r :

B(x, r) := {y ∈ E : d(x, y) < r}

et BE(x, r) (ou simplement B(x, r) s’il n’y a pas d’ambiguité) la boule fermée
de centre x et de rayon r ≥ 0 :

B(x, r) := {y ∈ E : d(x, y) ≤ r}.

Le terme de ”boule” provient du cas de la distance euclidienne (la distance
d2 définie plus haut). A titre d’exercice, dessinez dans R2, la boule B(0, 1)
pour les trois distances d1, d2 et d∞, qu’en pensez vous ?

Définition 1.2 Soit (E, d) un espace métrique et A ⊂ E, on dit que A est
bornée ssi il existe x ∈ E et r > 0 tels que A ⊂ B(x, r).

Si A est une partie de E, on définit son diamètre diam(A) par :

diam(A) := sup{d(x, y), (x, y) ∈ A2}.

On vérifie aisément que A est bornée ssi diam(A) est fini.

On peut maintenant définir les ensembles ouverts de (E, d) :

Définition 1.3 Soit (E, d) un espace métrique et A une partie de E. On dit
que :

1. A est ouvert ssi pour tout x ∈ A, ∃r > 0 tel que B(x, r) ⊂ A,

2. A est fermé ssi E \ A est ouvert.

3. A est un voisinage de x ∈ E ssi ∃r > 0 tel que B(x, r) ⊂ A.

Autrement dit, un ensemble est ouvert ssi il est voisinage de chacun de ses
points. L’ensemble des ouverts de (E, d) s’appelle la topologie de E induite
par la distance d. On vérifie aisément qu’une boule ouverte (resp. fermée) est
ouverte (resp. fermée).

Proposition 1.1 Soit (E, d) un espace métrique, on a alors :
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1. E et ∅ sont ouverts,

2. une réunion (quelconque) d’ouverts est ouverte,

3. une intersection FINIE d’ouverts est ouverte.

La démonstration est élémentaire et laissée au lecteur qui s’entraienera
ainsi à se familiariser avec les définitions...

Par passage au complémentaire, on obtient les énoncés correspondant aux
fermés :

1. E et ∅ sont fermés,

2. une réunion FINIE de fermés est fermée,

3. une intersection (quelconque) de fermés est fermée.

Exemple 1.3 Il est à noter l’importance du mot FINIE dans les énoncés
précédents. En effet, soit pour n ∈ N∗, l’intervalle ouvert In :=]− 1/n, 1/n[,
l’intersection de ces ouverts est {0} qui n’est pas ouverte. La réunion des
intervalles fermés Jn := [0, 1 − 1/n] est l’intervalle [0, 1[ qui n’est ni ouvert
ni fermé.

Définition 1.4 Soit (E, d) un espace métrique, A une partie de E et x ∈ E
on dit que :

1. x est un point intérieur à A ssi ∃r > 0 tel que B(x, r) ⊂ A (autrement
dit A est un voisinage de x),

2. x est un point adhérent à A ssi ∀r > 0, B(x, r) rencontre A.

3. x est un point frontière de A ssi ∀r > 0, B(x, r) rencontre A et E \A.

On appelle intérieur de A et l’on note int(A) l’ensemble des points intérieurs
de A. On appelle adhérence de A et l’on note A, l’ensemble des points
adhérents à A. On appelle frontière de A et l’on note ∂A l’ensemble des
points frontière de A. Enfin on dit que A est dense dans E ssi A = E.

On a clairement les inclusions :

int(A) ⊂ A ⊂ A,

et il est facile de montrer (faites le en exercice...) :

∂A = A \ int(A).

Exemple 1.4 Il convient de noter que int(A) peut très bien être l’ensemble
vide (considérer dans R : {0}, N, Q, un ensemble fini...). Concernant la
densité : Q et R \ Q sont denses dans R, ]0, 1[ est dense dans [0, 1] etc....
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On a aussi les propriétés importantes :

Proposition 1.2 Soit (E, d) un espace métrique, A une partie de E, on a :

1. int(A) est ouvert et c’est le plus grand ouvert contenu dans A,

2. A est fermé et c’est le plus petit fermé contenant A.

Preuve:

Montons d’abord que int(A) est ouvert : soit x ∈ int(A) alors ∃r > 0 tq
B(x, r) ⊂ A, donc si y ∈ B(x, r/2) on a B(y, r/2) ⊂ B(x, r) ⊂ A ce qui
montre que y ∈ int(A) et donc B(x, r/2) ⊂ int(A). int(A) est donc ouvert et
évidemment int(A) ⊂ A. Montrons maintenant que int(A) est le plus grand
ouvert contenu dans A. Soit U ouvert avec U ⊂ A et soit x ∈ U , comme U
est ouvert ∃r > 0 tq B(x, r) ⊂ U mais comme U ⊂ A il vient B(x, r) ⊂ A et
donc x ∈ int(A) ce qui montre U ⊂ int(A) et achève la preuve.

La démonstration du point 2) est similaire et donc laissée au lecteur.
2

L’énoncé précédent implique en particulier les caractérisations :

A ouvert ⇔ A = int(A),

et
A fermé ⇔ A = A.

Exercice 1.1 Soit (E, d) un espace métrique et A une partie de E. Montrer
que :

A = E \ int(E \ A), int(A) = E \ E \ A.

Exercice 1.2 Dans Rn muni de la distance d∞ (cf Exemple 1.1), déterminer
l’adhérence de B(x, r) et l’intérieur de B(x, r).

Dans les espaces métriques, on a une notion de proximité et donc de
limite :

Définition 1.5 Soit (E1, d1) et (E2, d2) deux espaces métriques, x1 ∈ E1 et
f une application de E1 \ {x1} dans E2. On dit que f(x) tend vers l ∈ E2

quand x tend vers x1 ce que l’on note :

lim
x→x1,x6=x1

f(x) = l

ssi ∀ε > 0, ∃δ > 0 t.q. pour tout x ∈ E1 tel que x 6= x1, d1(x, x1) ≤ δ ⇒
d2(f(x), l) ≤ ε.
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Beaucoup de propriétés topologiques dans les espaces métriques peuvent
se traduire par des propriétés séquentielles (i.e. en utilisant des suites) :
retenez ce principe, l’utilisation de suites rend souvent les démonstrations
plus simples que le maniement des définitions générales. Rappelons d’abord
ce qu’est une suite convergente :

Définition 1.6 Soit (E, d) un espace métrique et (xn) une suite d’éléments
de E, on dit que x ∈ E est limite de la suite (xn) (ce que l’on notera xn → x
ou limnxn = x) ssi : ∀ε > 0, ∃N ∈ N∗ t.q. ∀n ≥ N , d(xn, x) ≤ ε. On dit que
(xn) est convergente si elle admet une limite.

Quand limn xn = x, on dit aussi que xn converge vers x. Remarquons que
la convergence de (xn) vers x (dans E) est équivalente à la convergence vers
0 de d(xn, x) (dans R).

Il convient de noter que si une suite est convergente alors elle admet une
UNIQUE limite (cette propriété s’exprime en disant que les espaces métriques
sont séparés) :

Proposition 1.3 Soit (E, d) un espace métrique et (xn) une suite conver-
gente d’éléments de E, alors sa limite est unique.

Preuve:

Supposons que (xn) admette pour limite x et y dans E. On a 0 ≤ d(x, y) ≤
d(x, xn)+d(xn, y) ainsi en passant à la limite en n → +∞ on obtient d(x, y) =
0 i.e. x = y d’où l’unicité. 2

Proposition 1.4 Soit (E, d) un espace métrique, A une partie de E, on a :

1. soit x ∈ E, x ∈ A ssi x est limite d’une suite d’éléments de A,

2. A est fermé ssi pour toute suite convergente (xn) d’éléments de A, la
limite de cette suite appartient à A.

Preuve:

2) découle de 1) et du fait que A est fermé ssi A = A. Supposons x ∈ A, alors
pour tout n ∈ N∗, B(x, 1/n) rencontre A, soit donc xn ∈ A∩B(x, 1/n) comme
d(x, xn) ≤ 1/n, xn converge vers x. Réciproquement suposons que x soit la
limite d’une suite (xn) d’éléments de A montrons que x ∈ A. Soit r > 0,
pour n assez grand d(x, xn) < r ainsi, comme xn ∈ A, on a A ∩ B(x, r) 6= ∅.
Finalement r > 0 étant arbitraire on a bien x ∈ A.

2

Exercice 1.3 En vous inspirant de la démonstration précédente montrer
que x ∈ ∂A ssi x est limite d’une suite d’éléments de A et limite d’une suite
d’éléments de E \ A.
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Exercice 1.4 Soit (E, d) un espace métrique et A une partie non vide de E.
Pour tout x ∈ E on définit la distance de x à A par :

d(x, A) := inf{d(x, a) a ∈ A}

1. Montrer que x ∈ A ssi d(x, A) = 0.

2. Montrer que l’ensemble An := {x ∈ E : d(x, A) < 1/n} est ouvert
(n ∈ N∗).

3. Déterminer ∩n∈N∗An.

4. Déduire de ce qui précède que tout fermé peut s’écrire comme une in-
tersection dénombrable d’ouverts.

1.3 Suites de Cauchy, espaces métriques com-

plets

Définition 1.7 Soit (E, d) un espace métrique et (xn)n une suite d’éléments
de E, on dit que (xn)n est de Cauchy ssi : ∀ε > 0, ∃N ∈ N∗ t.q. pour tout
(p, q) ∈ N2 avec p ≥ N et q ≥ N on a : d(xp, xq) ≤ ε.

La définition précédente peut aussi s’exprimer en disant que (xn)n est de
Cauchy ssi

sup
p≥N, q≥N

d(xp, xq) → 0 quand N → +∞.

Evidemment, toute suite convergente est de Cauchy (s’en persuader !), la
réciproque n’est cependant pas vraie : les espaces métriques pour lesquels
cette réciproque est vraie sont dits complets :

Définition 1.8 Soit (E, d) un espace métrique, on dit que (E, d) est complet
ssi toute suite de Cauchy d’éléments de E converge dans E.

Exemple 1.5 Le corps des rationnels Q muni de la distance usuelle (induite
par celle de R) n’est pas complet (en effet, il est facile de vérifier que la suite
de rationnels définie par xn :=

∑n
k=0 1/(k!) est de Cauchy, on montre par

ailleurs qu’elle ne peut pas converger vers un rationnel). En revanche R muni
de sa distance usuelle est complet. De même, Rn muni de n’importe laquelle
des distances d1, d2, d∞ est complet. Nous verrons d’autres exemples aux
chapitres suivants.

Voici une première propriété des espaces complets :
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Proposition 1.5 Soit (E, d) un espace métrique complet et (Fn) une suite
décroissante de fermés non vides dont le diamètre tend vers 0, alors l’inter-
section des Fn est non vide.

Preuve:

Soit dn := diam(Fn) et soit pour tout n ∈ N, xn ∈ Fn. Pour tout couple
d’entiers p et q avec p, q ≥ N on a : d(xp, xq) ≤ dN et comme dN tend vers 0
quand N → +∞, ceci montre que la suite (xn) est de Cauchy : elle converge
donc, appelons x sa limite. Comme x est la limite de la suite d’éléments de
Fn, (xp)p≥n, et comme Fn est fermé on a x ∈ Fn ce qui achève la preuve.

2

Notons pour clore ce paragraphe qu’une suite de Cauchy est nécessairement
bornée (s’en persuader) donc en particulier les suites convergentes sont bornées.

1.4 Compacité

Rappelons d’abord quelques définitions relatives aux suites extraites et
valeur d’adhérence.

Définition 1.9 Soit E un ensemble non vide et (xn)n une suite d’éléments
de E, on appelle sous-suite (ou suite extraite) de la suite (xn)n toute suite
de la forme (xϕ(n))n avec ϕ une application strictement croissante de N dans
N.

Définition 1.10 Soit (E, d) un espace métrique et (xn) une suite d’éléments
de E. On dit que x est valeur d’adhérence de (xn) ssi l’une des assertions
équivalentes suivantes est satisfaite :

1. (xn) admet une sous-suite qui converge vers x,

2. ∀ε > 0, ∀N ∈ N, ∃n ≥ N t.q. d(xn, x) ≤ ε,

3. ∀ε > 0 l’ensemble {n ∈ N : d(xn, x) ≤ ε} est infini.

Exercice 1.5 Prouver l’équivalence des trois assertions précédentes.

Exercice 1.6 Prouver que si ϕ est comme dans la définition 1.9 alors ϕ(n) ≥
n pour tout n.

Exemple 1.6 La suite (−1)n admet deux valeurs d’adhérence : 1 et −1.

Définition 1.11 On dit que l’espace métrique (E, d) est compact ssi toute
suite d’éléments de E admet une sous-suite convergente. On dit qu’une partie
A de l’espace métrique (E, d) est compacte ssi toute suite d’éléments de A
admet une sous-suite convergente dans A.
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Proposition 1.6 Soit (E, d) un espace métrique. Si A est une partie com-
pacte de E alors A est fermée et borné.

Preuve:

Soit (xn)n ∈ AN une suite convergente, notons x ∈ E sa limite. Comme A est
compacte, (xn)n admet une sous suite qui converge dans A, une telle sous-
suite converge nécessairement vers x (s’en persuader...) d’où x ∈ A ce qui
montre que A est fermée.

Supposons que A ne soit pas bornée on a alors diam(A) = +∞ et donc il
existe deux suites (xn) ∈ AN, et (yn) ∈ AN telles que

lim
n

d(xn, yn) = +∞. (1.1)

Comme A est compacte on peut trouver des sous suites (xϕ(n)) et (yϕ(n))
convergeant respectivement vers les éléments x et y de A, on a donc

d(xϕ(n), yϕ(n)) ≤ d(xϕ(n), x) + d(x, y) + d(y, yϕ(n)) → d(x, y)

ce qui contredit (1.1).
2

Attention : un fermé borné n’est pas nécessairement compact, nous aurons
l’occasion de revenir sur ce point.

Les parties compactes d’un métrique compact sont faciles à caractériser
puisque :

Proposition 1.7 Soit (E, d) un espace métrique compact et A une partie de
E alors A est une partie compacte de E ssi A est fermé dans E.

Preuve:

Si A est compacte alors A est fermée dans E d’après la proposition précédente.
Supposons A fermée et soit (xn) ∈ AN, par compacité de E, (xn) admet une
sous-suite qui converge vers une limite x ∈ E, A étant fermé x ∈ A et donc
la sous suite converge aussi vers x dans A ce qui prouve que A est compacte.
2

Notons que la notion de compacité est plus forte que celle de complétude :

Proposition 1.8 Tout espace métrique compact est complet.

Preuve:

Soit (E, d) un espace métrique compact et (xn)n une suite de Cauchy dans E.
Comme E est compact, (xn) admet une valeur d’adhérence x ∈ E. Montrons
que (xn) converge vers x : soit ε > 0 , comme la suite est de Cauchy, il
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existe N1 tq pour tous entiers p, q ≥ N1 on a : d(xp, xq) ≤ ε/2. Comme x
est valeur d’adhérence, il existe N2 ≥ N1 tel que d(xN2

, x) ≤ ε/2. Ainsi pour
tout p ≥ N2 on a : d(xp, x) ≤ d(xp, xN2

) + d(xN2
, x) ≤ ε. Ce qui montre que

(xn) converge vers x et donc que (E, d) est complet.
2

Bien noter que la réciproque est fausse : R est complet mais pas compact
(car non borné !). Remarquons aussi au passage que dans la démonstration
précédente nous avons établi le résultat :

Lemme 1.1 Soit (E, d) un espace métrique et (xn)n une suite d’ éléments
de E alors (xn)n converge ssi (xn)n est de Cauchy et admet une valeur
d’adhérence.

Théorème 1.1 Dans R muni de sa distance usuelle, tout fermé borné est
compact.

Preuve:

Soit F un fermé borné de R, puisque F est borné, F est inclus dans un
segment [a, b] de R, sans perte de généralité, nous pouvons supposer que
F ⊂ [0, 1]. Soit (xn)n ∈ F N ⊂ [0, 1]N, on va montrer que (xn) admet une
sous-suite qui est de Cauchy en procédant comme suit. Pour tout p ∈ N∗, on
décompose [0, 1] en 2p segments de longueur 2−p :

[0, 1] =

2p−1
⋃

k=0

Ip
k , Ip

k := [k2−p, (k + 1)2−p].

Pour p = 1 l’un des deux intervalles I1
1 et I1

2 que l’on notera J1 est tel que
l’ensemble {n ∈ N : xn ∈ J1} est infini. On écrit ensuite

J1 =
⋃

k∈{0,..,4} : I2
k
⊂J1

I2
k

et comme précédemment ∃k ∈ {0, ..., 4} tq l’un des intervalles I2
1 , ..., I2

4 que
l’on notera J2 vérifie :

J2 ⊂ J1, et l’ensemble {n ∈ N t.q. xn ∈ J2} est infini.

On construit ainsi par récurrence une suite décroissantes d’intervalles fermés
J1 ⊃ J2 ⊃ .... ⊃ Jp tel que Jp est de longueur 2−p et pour tout p, l’ensemble
{n ∈ N : xn ∈ Jp} est infini.

Soit n1 le premier entier k tq xk ∈ J1, n2 le premier entier k ≥ n1 + 1
tq xk ∈ J2, ..., np le premier entier k ≥ np−1 + 1 tq xk ∈ Jp. La suite (xnp

)p
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est une sous-suite de (xn)n. Notons maintenant que par construction, on a
pour tout r, s ≥ p, (xns

, xnr
) ∈ Jp et comme Jp est de diamètre 2−p, on a

|xns
−xnr

| ≤ 2−p et donc (xnp
)p est de Cauchy. Comme R est complet, (xnp

)p

converge et comme F est fermé sa limite est dans F . Ceci montre que (xn)
admet une sous-suite convergente dans F , F est donc compact.

2

Exercice 1.7 Soit (E, d) un espace métrique compact et (xn)n ∈ EN montrer
que la suite (xn)n converge ssi elle admet une unique valeur d’adhérence.

Terminons ce paragraphe par l’importante caractérisation de la compa-
cité (qui peut, en suivant un point de vue différent être prise comme une
définition) suivante :

Théorème 1.2 Soit (E, d) un espace métrique et A une partie de E. A est
compacte ssi de tout recouvrement de A par une famille d’ouverts de E, on
peut extraire un recouvrement fini.

Nous admettrons ici ce résultat qu’il convient cependant de retenir.

1.5 Continuité

Définition 1.12 Soit (E1, d1) et (E2, d2) deux espaces métriques, f une ap-
plication de E1 dans E2 et x ∈ E1. On dit que f est continue en x ssi ∀ε > 0,
∃δ > 0 t.q. d1(x, y) ≤ δ ⇒ d2(f(x), f(y)) ≤ ε. On dit que f est continue sur
E1 ssi f est continue en chacun de ses points.

Exemple 1.7 Soit (E, d) un espace métrique, x0 ∈ E et définissons ∀x ∈ E,
f(x) := d(x, x0). On a alors |f(x) − f(y)| ≤ d(x, y) et donc (en prenant
simplement “δ = ε” dans la définition précédente) f est continue sur E.

Proposition 1.9 Soit (E1, d1) et (E2, d2) deux espaces métriques, f une ap-
plication de E1 dans E2. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. f est continue sur E1,

2. pour tout ouvert O de E2, f−1(O) est un ouvert de E1,

3. pour tout fermé F de E2, f−1(F ) est un fermé de E1,

4. pour toute suite (xn) d’éléments de E1 on a :

lim
n

xn = x dans E1 ⇒ lim
n

f(xn) = f(x) dans E2.
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Preuve:

On va montrer 1) ⇒ 2) ⇒ 3) ⇒ 4) ⇒ 1).

1) ⇒ 2) : soit O un ouvert de E2, x ∈ f−1(O) et y := f(x) ∈ O, comme
O est ouvert, ∃ε > 0 tq B(y, ε) ⊂ O. Par continuité de f en x, ∃δ > 0 tq
pour tout x′ ∈ E1, x′ ∈ B(x, δ) ⇒ f(x′) ∈ B(f(x), ε) = B(y, ε) ⊂ O, ainsi
B(x, δ) ⊂ f−1(O) donc f−1(O) est un voisinage de x, comme x est un point
arbitraire de f−1(O) on en déduit que f−1(O) est ouvert.

2) ⇒ 3) : (par passage au complémentaire), soit F fermé de E2, et soit O
l’ouvert O := E2\F , d’après 2), f−1(O) est ouvert mais f−1(O) = E1\f

−1(F )
donc f−1(F ) = E1 \ f−1(O), ainsi f−1(F ) est fermé.

3) ⇒ 4) : soit (xn) ∈ EN une suite convergente de limite x ∈ E1 et
supposons par l’absurde que f(xn) ne converge pas vers f(x). Alors ∃ε > 0
tq ∀N ∈ N, ∃nN ≥ N tq

d2(f(xnN
), f(x)) ≥ ε. (1.2)

Posons F := E2 \ B(f(x), ε), F est fermé (complémentaire d’une boule
ouverte) et donc par 3), f−1(F ) est fermé. Notons que (1.2) signifie que
xnN

∈ f−1(F ) pour tout N . Comme (xnN
) converge vers x quand N → +∞ et

comme f−1(F ) est fermé, on en déduit que x ∈ f−1(F ) i.e. d2(f(x), f(x)) ≥ ε
ce qui est absurde.

4) ⇒ 1) : supposons que f ne soit pas continue en un point x de E1, alors
il existe ε > 0 tq pour tout δ > 0, il existe xδ ∈ E1 tel que d1(xδ, x) ≤ δ et
d2(f(xδ), f(x)) > ε. En prenant δn := 1/n et en notant xn := xδn

on a alors
d1(xn, x) ≤ 1/n et d2(f(xn), x) > ε > 0 ce qui contredit l’assertion 4).

2

Proposition 1.10 Soit (E1, d1) et (E2, d2) deux espaces métriques, f une
application continue de E1 dans E2. Si E1 est compact alors f(E1) est une
partie compacte de E2.

Preuve:

Soit (zn) := f(xn) (avec xn ∈ E1) une suite de f(E1). Comme E1 est com-
pact, xn admet une sous suite (xϕ(n)) convergente, f étant continue la sous
suite zϕ(n) = f(xϕ(n)) est aussi convergente. Ceci montre donc que f(E1) est
compact.

2

Corollaire 1.1 Si (E, d) est compact et f est continue de E dans R (muni
de sa distance usuelle) alors f atteint ses bornes sur E.
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Preuve:

f(E) est un compact de R c’est donc un fermé borné en particulier ses bornes
sont finies et appartiennent à f(E). 2

Le corollaire précédent peut être vu comme un résultat d’existence en
optimisation. Il implique en effet que lorsque E est compact, les problèmes
d’optimisation :

sup{f(x), x ∈ E} et inf{f(x), x ∈ E}

admettent au moins une solution, autrement dit le sup. (resp. inf.) précédent
est un max. (resp. min.).

Exercice 1.8 Soit f une fonction continue de R dans R telle que :

lim
|x|→+∞

f(x) = +∞

montrer que l’infimum de f sur R est atteint.

Exercice 1.9 Soit A une partie compacte d’un espace métrique (E, d), on
définit :

dA(x) := inf{d(x, a), a ∈ A}.

Montrer que l’inf précédent est atteint. Montrer que dA(.) est continue sur
E.

Définition 1.13 Soit (E1, d1) et (E2, d2) deux espaces métriques, f une ap-
plication de E1 dans E2. On dit que f est uniformément continue sur E1 ssi
∀ε > 0, ∃δ > 0 t.q. pour tout (x, y) ∈ E2

1 , d1(x, y) ≤ δ ⇒ d2(f(x), f(y)) ≤ ε.

Attention : il convient de bien distinguer la définition précédente de celle
de continuité (dans la définition de la continuité en un point, ”δ” dépend de
ε et du point considéré, alors que dans la définition de l’uniforme continuité δ
ne dépend que de ε, c’est précisément pour cela que l’on parle d’uniformité).

Exercice 1.10 Trouvez une fonction de R dans lui même qui soit uniformément
continue. Trouvez une fonction de R dans lui même qui soit continue et non
uniformément continue.

Rappelons la définition des applications Lipschitziennes :

Définition 1.14 Soit (E1, d1) et (E2, d2) deux espaces métriques, f une ap-
plication de E1 dans E2 et k ∈ R+. On dit que f est k-Lipschitzienne (ou Lip-
schitzienne de rapport k) ssi pour tout (x, y) ∈ E1×E1 on a d2(f(x), f(y)) ≤
kd1(x, y). On dit enfin que f est Lipschitzienne ssi ∃k ≥ 0 tel que f soit
k-Lipschitzienne.
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Exercice 1.11 Soit (E, d) un espace métrique. Montrer que :

1. Pour tout x0 ∈ E, l’application x 7→ d(x, x0) est 1-Lipschitzienne.

2. Pour toute partie non vide A de E l’application

x 7→ dA(x) := inf{d(x, a), a ∈ A}

est 1-Lipschitzienne.

Exercice 1.12 Montrer que les applications lipschitziennes de (E1, d1) dans
(E2, d2) sont uniformément continues. Trouver une application uniformément
continue de R dans R qui n’est pas Lipschitzienne.

Exercice 1.13 Montrer qu’une fonction continue et périodique de R dans R

est uniformément continue.

Exercice 1.14 Soit f : R → R uniformément continue. Montrer qu’il existe
deux constantes a et b telles que |f(x)| ≤ a|x| + b, ∀x ∈ R.

Le résultat suivant (Théorème de Heine) énonce que si l’espace de départ
est compact alors les notions de continuité et de continuité uniforme coinci-
dent :

Théorème 1.3 Soit (E1, d1) et (E2, d2) deux espaces métriques, f une ap-
plication continue de E1 dans E2. Si (E1, d1) est compact alors f est uni-
formément continue sur E1.

Preuve:

Supposons, par l’absurde que f ne soit pas uniformément continue alors il
existe ε > 0, il existe deux suites d’éléments de E1, (xn) et (yn) telles que
d1(xn, yn) tende vers 0 et d2(f(xn), f(yn)) ≥ ε pour tout n. E1 étant compact
on peut extraire des sous-suites convergentes de (xn) et (yn) de limites respec-
tives x et y. En passant à la limite on obtient x = y et d2(f(x), f(y)) ≥ ε > 0
ce qui est absurde.

2

1.6 Points fixes de contractions

Le théorème suivant (point fixe pour les contractions ou théorème de
point fixe de Banach-Picard) est très utile dans beaucoup de situations (il
sert en particulier à démontrer les théorèmes de Cauchy-Lipschitz, de l’in-
version locale ou encore est très utile dans certains problèmes de program-
mation dynamique) et il illustre parfaitement l’importance de la notion de
complétude.
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Théorème 1.4 Soit (E, d) un espace métrique complet et f une contraction
de E, c’est à dire une application de E dans E telle qu’il existe k ∈]0, 1[ tel
que :

d(f(x), f(y)) ≤ kd(x, y), ∀(x, y) ∈ E × E.

Alors f admet un unique point fixe : il existe un unique x ∈ E tel que
f(x) = x. De plus, pour tout x0 ∈ E, si on définit par récurrence la suite xn

par xn+1 = f(xn), pour n ≥ 0, la suite xn converge vers x quand n → +∞.

Preuve:

On commence d’abord par montrer l’unicité, supposons que f admette deux
points fixes x1 et x2. Comme f(x1) = x1 et f(x2) = x2, on a alors d(x1, x2) =
d(f(x1), f(x2) ≤ kd(x1, x2) et comme k < 1, il vient d(x1, x2) = 0 donc
x1 = x2 d’où l’unicité.

Montrons maintenant l’existence. Soit x0 ∈ E, définissons la suite xn

comme dans l’énoncé et montrons que celle-ci est de Cauchy. On commence
par remarquer que pour tout n ∈ N∗ on a d(xn+1, xn) = d(f(xn), f(xn−1)) ≤
kd(xn, xn−1) en itérant l’argument on a donc aussi :

d(xn+1, xn) ≤ knd(x1, x0) (1.3)

Pour q ≥ p ≥ N on a donc :

d(xp, xq) ≤ d(xp, xp+1) + ... + d(xq−1, xq) ≤ d(x1, x0)(k
p + .... + kq−1)

≤ d(x1, x0)
kN

1 − k

comme k ∈]0, 1[, kN tend vers 0 quand N → +∞, l’inégalité précédente
implique donc que (xn) est de Cauchy et donc admet une limite x dans
E puisque (E, d) est complet. On vérifie aisément que f est continue donc
xn+1 = f(xn) converge vers f(x) on a donc x = f(x). 2

Il faut bien retenir que le théorème précédent indique très simplement
comment trouver le point fixe d’une contraction f : on part de x0 AR-
BITRAIRE (c’est assez remarquable) et on calcule les itérées x1 = f(x0),
x2 = f(x1)... cette suite converge vers le point fixe de f (noter aussi que la
vitesse de convergence est géométrique : d(x, xn) ≤ knd(x, x0)).

Noter que dans le théorème précédent l’hypothèse de contraction (k < 1)
est fondamentale. Pour s’en convaincre considérer f(x) = x + 1 dans R...

Exercice 1.15 Résoudre dans R l’équation arctan(x) = x et étudier le com-
portement des suites vérifiant xn+1 = arctan(xn) (x0 ∈ R arbitraire).
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1.7 Connexité

Une dernière notion importante est celle de connexité. Intuitivement, un
ensemble connexe est un ensemble ”d’un seul tenant”.

Définition 1.15 Soit (E, d) un espace métrique on dit que E est connexe
ssi les seuls sous ensembles à la fois ouverts et fermés de (E, d) sont E et ∅.

La caractérisation suivante permet de mieux visualiser la notion de connexité.

Proposition 1.11 Soit (E, d) un espace métrique, les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. (E, d) est connexe,

2. toute application continue de E dans {0, 1} est constante ({0, 1} étant
muni par exemple de la distance naturelle de R).

Preuve:

Supposons (E, d) connexe et soit f ∈ C0(E, {0, 1}), soit A0 = f−1(0) et
A1 = f−1(1). Par continuité de f , A0 et A1 sont ouverts et A1 = E \A0 ainsi
A0 et A1 sont aussi fermés, donc A0 ou A1 est vide ce qui montre que f est
constant.

Soit A une partie à la fois ouverte et fermée de E, en définissant B :=
E \ A, le couple (A, B) forme alors une partition ouverte de E. Définissons
f la fonction indicatrice de A, f est alors une fonction continue de E dans
{0, 1}. Si 2. est satisfaite, f est constante donc A est vide ou égale à E, ce
qui montre que (E, d) est connexe.

2

Exemple 1.8 Un singleton est connexe. En revanche les sous ensembles de
R, {0, 1} ou Z ne sont pas connexes. Dans R2, l’ensemble constitué de deux
boules disjointes B1 et B2 n’est pas connexe (considérer la fonction valant 1
sur B1 et 0 sur B2).

Un critère simple de connexité est celui de connexité par arcs ; un ensemble
connexe par arcs est un ensemble dont les points peuvent être joints par un
arc continu :

Définition 1.16 Soit (E, d) un espace métrique on dit que E est connexe par arcs
ssi pour tout (x1, x2) ∈ E2, il existe γ ∈ C0([0, 1], E) tel que γ(0) = x1 et
γ(1) = x2.

On a alors
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Proposition 1.12 Tout espace métrique connexe par arcs est connexe.

Preuve:

Supposons (E, d) connexe par arcs, et soit f une application continue de E
dans {0, 1}, il s’agit de montrer que f est constante. Supposons par l’ab-
surde qu’il existe (x1, x2) ∈ E2 tel que f(x1) = 0 et f(x2) = 1 et soit
γ ∈ C0([0, 1], E) tel que γ(0) = x1 et γ(1) = x2. Pour tout t ∈ [0, 1] on
définit alors g(t) := f(γ(t)), on a alors g ∈ C0([0, 1], R), g(0) = 0 et g(1) = 1.
Avec le théorème des valeurs intermédiares, il existe donc t0 ∈]0, 1[ tel que
g(t0) = 1/2, or, g(t0) = f(γ(t0)) ∈ {0, 1}, d’où la contradiction voulue. 2

Exemple 1.9 Dans Rn, les sous-ensembles convexes sont connexes par arcs
et donc connexes.

Exemple 1.10 Soit E une partie de Rn et x0 ∈ E, on dit que E est étoilé par
rapport à x0 ssi pour tout x ∈ E, le segment joignant x0 à x est entièrement
inclus dans E (noter la différence avec la convexité...). Si E est étoilé par
rapport à l’un de ses points, alors E est connexe par arcs donc connexe.

Dans, la preuve de la proposition 1.12, nous avons utilisé le théorème des
valeurs intermédiaires. En voici la généralisation naturelle formulée en termes
de connexité : l’image d’un ensemble connexe par une application continue
est connexe.

Proposition 1.13 Soit (E1, d1) et (E2, d2) deux espaces métriques. Si (E1, d1)
est connexe et f est une application continue de E1 à valeurs dans E2, alors
l’image f(E1) est connexe.

Preuve:

Soit g une application continue de f(E1) dans {0, 1} et soit h(x) := g(f(x))
pour tout x ∈ E1, h est continue de E1 qui est connexe dans {0, 1}, donc h
est constante sur E1 ce qui implique que g est constante sur f(E1).

2
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Chapitre 2

Espaces vectoriels normés,

espaces de Banach

Dans tout ce chapitre, E désigne un R-espace vectoriel.

2.1 Définitions premières

Définition 2.1 On appelle norme sur E toute application : ‖.‖ : E → R+

vérifiant :

1. ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0,

2. ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖, ∀(x, y) ∈ E2,

3. ‖λx‖ = |λ|‖x‖ , ∀(λ, x) ∈ R × E.

On appelle espace vectoriel normé (evn) la donnée d’un couple (E, ‖.‖)
avec E un espace vectoriel réel et ‖.‖ une norme sur E.

Une norme définit une distance sur E (et donc une topologie, des fermés,
des compacts...) donnée par :

d(x, y) := ‖x − y‖, ∀(x, y) ∈ E2.

Bien noter ici que les evn ne sont qu’un cas particulier des espaces métriques
étudiés au chapitre précédent. En particulier une norme définit une distance
mais une distance n’est pas nécessairement associée à une norme (prendre
l’exemple de la distance grossière).

Notons aussi que ‖x‖ = ‖ − x‖ et |‖x‖ − ‖y‖| ≤ ‖x − y‖.
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Exemple 2.1 Pour E = Rn, nous avons déja rencontré les normes :

‖x‖∞ := max(|x1|, .., |xn|), ‖x‖1 :=
n
∑

i=1

|xi|, ‖x‖2 := (
n
∑

i=1

|xi|
2)1/2

Nous verrons par la suite, que pour tout p ≥ 1 :

‖x‖p := (

n
∑

i=1

|xi‖
p)1/p (2.1)

définit une norme sur Rn. On peut construire de nombreux autres exemples
(par exemple en notant que la somme ou le max d’un nombre fini de normes
est encore une norme).

Exemple 2.2 E = C0([a, b], R) munie de la norme

‖f‖∞ := max{|f(t)|, t ∈ [a, b]}.

Sur E on peut aussi considérer les normes :

‖f‖1 :=

∫ b

a

|f |, ‖f‖2 := (

∫ b

a

f 2)1/2

ou plus généralement pour tout p ≥ 1 :

‖f‖p := (

∫ b

a

|f |p)1/p.

Exemple 2.3 E = l∞ := {(xn)n ∈ RN : (xn)n bornée} munie de la norme

‖x‖∞ := sup |xn|, n ∈ N.

Définition 2.2 Soit E un R-ev, ‖.‖1 et ‖.‖2 deux normes sur E on dit que
ces deux normes sont équivalentes ssi il existe deux constantes strictement
positives a et b telles que pour tout x ∈ E on ait :

a‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ b‖x‖1.

La notion de normes équivalentes est importante car deux normes équivalentes
ont les mêmes ouverts, les mêmes fermés, les mêmes bornés, les mêmes com-
pacts, les mêmes suites convergentes etc... autrement dit elles définissent la
même topologie (.... et le même calcul différentiel) .
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Exemple 2.4 Sur Rn, les normes ‖.‖1 et ‖.‖∞ sont équivalentes : en effet,
on a clairement pour tout x ∈ Rn, ‖x‖1 ≥ ‖x‖∞ et ‖x‖1 ≤ n‖x‖∞. Nous
verrons au paragraphe 2.3 que sur Rn, en fait, TOUTES les normes sont
équivalentes.

Exemple 2.5 Considérons sur E := C0([0, 1], R) les normes ‖.‖1 et ‖.‖∞
comme dans l’exemple 2.2. Il est facile de voir que pour tout f ∈ E on
a : ‖f‖1 ≤ ‖f‖∞ mais ces 2 normes ne sont pas équivalentes pour autant.
En effet, considérons la suite de fonctions fn(t) := max(0, n(1 − nt)), on a
‖fn‖∞ = n et ‖fn‖1 = 1/2, il ne peut donc exister de constante positive a
telle que ‖fn‖∞ ≤ a‖fn‖1 pour tout n ∈ N∗.

On a vu au chapitre précédent l’importance de la notion de complétude
dans le cadre général des espaces métriques, ainsi les evn complets appelés
espaces de Banach jouent un rôle très important en analyse :

Définition 2.3 On appelle espace de Banach tout evn qui muni de la dis-
tance associée à sa norme est complet.

2.2 Séries à valeurs dans un espace de Banach

Soit (E, ‖.‖) un evn et (xn)n ∈ EN, on rappelle que la série de terme
général xn (notation : (

∑

n xn), vocabulaire : série à valeurs dans E) est la
suite formées par ses sommes partielles : Sn :=

∑

k≤n xk.

Définition 2.4 Soit (E, ‖.‖) un evn et (
∑

n xn)n une série à valeurs dans
E. On dit que (

∑

n xn)n est convergente ssi la suite de ses sommes partielles
converge dans (E, ‖.‖), on appelle somme de la série la limite des sommes
partielles qu’on note simplement

∑+∞
n=0 xn. On dit que (

∑

n xn)n est norma-
lement convergente ssi la série (

∑

n ‖xn‖)n est convergente dans R.

On rappelle que la série (à termes positifs) (
∑

n ‖xn‖)n converge ssi la
suite de ses sommes partielles est de Cauchy :

∀ε > 0, ∃N ∈ N tq ∀p ≥ q ≥ N ,

p
∑

k=q+1

‖xk‖ ≤ ε (2.2)

dans ce cas la suite des restes
∑+∞

k=n ‖xk‖ tend vers 0 quand n → +∞.

Proposition 2.1 Soit (E, ‖.‖) un espace de Banach et (
∑

n xn) une série
à valeurs dans E, si (

∑

n xn) est normalement convergente alors (
∑

n xn)
converge dans E.
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Preuve:

Il suffit de montrer que la suite des sommes partielles Sn :=
∑

k≤n xk est de
Cauchy, or on a pour p ≥ q :

‖Sp − Sq‖ ≤

p
∑

k=q+1

‖xk‖ ≤
+∞
∑

k=q+1

‖xk‖ (2.3)

comme la série est normalement convergente, le membre de droite de (2.3)
tend vers 0 quand q → +∞, (Sn)n est donc de Cauchy et la série converge.
2

Attention : la convergence normale est suffisante pour la convergence mais
pas nécessaire (dans R considérer la série alternée de terme général (−1)n/n
qui est convergente mais non absolument convergente).

Exercice 2.1 Soit (E, ‖.‖) un evn, montrer que (E, ‖.‖) est un espace de
Banach ssi toute série à valeurs dans E normalement convergente est abso-
lument convergente.

Exercice 2.2 Soit (fn) une suite bornée de (C0([0, 1], R), ‖.‖∞) et (
∑

n αn)
une série à valeurs dans R convergente, montrer que la série (

∑

n αnfn)
converge dans (C0([0, 1], R), ‖.‖∞) (on pourra utiliser le théorème 2.6).

2.3 Espaces vectoriels normés de dimension

finie

En dimension finie, nous allons voir que toute les normes sont équivalentes,
ce qui signifie en pratique que l’on peut utiliser sur Rn n’importe quelle norme
sans changer de topologie, on parle alors simplement de la topologie de Rn

sans préciser la norme.

Théorème 2.1 Les parties compactes de (Rk, ‖.‖∞) sont ses parties fermées
bornées. En particulier toute suite bornée de (Rk, ‖.‖∞) admet une sous-suite
convergente.

Preuve:

Soit F une partie fermée bornée de Rk pour la norme ‖.‖∞. Il existe alors
M > 0 telle que F ⊂ B(0, M) = [−M, M ]k. Soit (xn)n ∈ F N ⊂ ([−M, M ]k)N,
en vertu du théorème 1.1, [−M, M ] est un compact de R, on peut donc
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extraire une sous-suite1 (xϕ(n))n telle que pour i = 1, ..., k la suite des i-
èmes composantes (xi,ϕ(n))n converge vers une limite xi ∈ R. Notons x =
(x1, ..., xk), pour tout i on a |xi,ϕ(n) − xi| → 0 quand n → +∞ et donc

lim
n

‖xϕ(n) − x‖∞ = 0.

Ainsi (xϕn) converge vers x, enfin x ∈ F car F est fermé ce qui achève la
preuve.

2

Théorème 2.2 Si E est un espace vectoriel réel de dimension finie alors
toutes les normes sur E sont équivalentes.

Preuve:

Sans perte de généralité supposons E = Rn. Soit N une norme sur Rn, nous
allons montrer que N est équivalente à la norme ‖.‖∞ de Rn (si toutes les
normes sont équivalentes à une norme donnée alors par “transitivité” elles
sont toutes équivalentes entre elles). Soit (e1, ..., en) une base de Rn et soit
x ∈ Rn que l’on écrit dans cette base x =

∑n
i=1 xiei, on a :

N(x) = N(

n
∑

i=1

xiei) ≤
n
∑

i=1

|xi|N(ei) ≤ (

n
∑

i=1

N(ei))‖x‖∞

donc N(x) ≤ C‖x‖∞ pour tout x ∈ Rn (C =
∑

N(ei)). On a donc pour tout
x, y :

|N(x) − N(y)| ≤ |N(x − y)| ≤ C‖x − y‖∞ (2.4)

ce qui montre en particulier que N est continue de (Rn, ‖.‖∞) dans R.

Soit S := {x ∈ Rn : ‖x‖∞ = 1}, S est un fermé borné de (Rn, ‖.‖∞) et
donc un compact en vertu du théorème 2.1. D’après (2.4), N atteint donc
son infimum sur S soit donc x0 ∈ S tq N(x0) = minS N comme x0 ∈ S on
a x0 6= 0 et donc N(x0) > 0 posons α = N(x0). Pour x 6= 0, x/‖x‖∞ ∈ S et
donc :

N(
x

‖x‖∞
) ≥ α ⇒ ‖x‖∞ ≤

N(x)

α
.

La dernière inégalité étant aussi satisfaite pour x = 0, ceci achève de montrer
que N et ‖.‖∞ sont équivalentes. 2

En combinant les théorèmes 2.1 et 2.2, on obtient le résultat suivant dont
la preuve est laissée au lecteur :

1En réalité, il faut effectuer plusieurs extractions successives, les détails sont laissés au
lecteur...
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Théorème 2.3 Soit (E, ‖.‖) un evn réel de dimension finie, les parties com-
pactes de (E, ‖.‖) sont ses parties fermées et bornées. En particulier, toute
suite bornée de (E, ‖.‖) admet une sous-suite convergente.

Attention, le résultat précédent est faux en dimension infinie (il est même
“très faux” car on montre que la boule unité fermée d’un evn n’est JAMAIS
compacte si ce dernier est de dimension infinie).

Exercice 2.3 Soit (xn)n ∈ (Rk)N, et N une norme sur Rk. Montrer les
équivalences :

1. (xn)n converge vers x pour ‖.‖∞,

2. (xn)n converge vers x pour N ,

3. pour tout i = 1, ..., k (xi,n)n converge vers xi dans R.

2.4 Inégalités de Hölder et de Minkowski

On se propose de montrer ici, deux inégalités importantes, qu’il faut sa-
voir redémontrer et d’établir que la formule (2.1) de l’exemple 2.1 définit
effectivement une norme sur Rn. Dans ce qui suit p est un réel strictement
supérieur à 1 et q est son exposant conjugué, c’est à dire vérifie 1/p+1/q = 1.
On a ainsi q > 1 et q = p/(p − 1). On a d’abord :

Lemme 2.1 Soit x et y deux réels positifs on a :

xy ≤
xp

p
+

yq

q
(2.5)

Preuve:

Comme t 7→ exp(t) est convexe et 1/p + 1/q = 1 on a pour tout (u, v) ∈ R2 :

exp(
u

p
+

v

q
) ≤

1

p
exp(u) +

1

q
exp(v) (2.6)

Si x > 0 et y > 0 on pose u = pln(x) et v = qln(y), avec (2.6), il vient :

xy ≤
xp

p
+

yq

q
.

Enfin, (2.5) est clairement satisfaite si x = 0 ou y = 0 ce qui achève la preuve.
2

Ceci permet d’établir l’inégalité de Hölder :
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Proposition 2.2 Soit (a1, ..., an), et (b1, ..., bn) des réels, on a :

n
∑

i=1

|aibi| ≤ (

n
∑

i=1

|ai|
p)1/p(

n
∑

i=1

|bi|
q)1/q. (2.7)

Preuve:

On peut clairement suposer les ai et les bi non tous nuls, définissons alors les
réels strictement positifs

S := (

n
∑

i=1

|ai|
p)1/p, T := (

n
∑

i=1

|bi|
q)1/q.

En appliquant l’inégalité (2.5) à xi := |ai|/S et yi := |bi|/T , il vient d’abord :

|aibi|

ST
≤

|ai|
p

pSp
+

|bi|
q

qT q
(2.8)

en sommant ces inégalités, on obtient :

n
∑

i=1

|aibi|

ST
≤

1

pSp

n
∑

i=1

|ai|
p +

1

qT q

n
∑

i=1

|bi|
q. (2.9)

Par définition de S et T , le membre de droite de (2.9) vaut 1/p + 1/q = 1 et
donc :

n
∑

i=1

|aibi| ≤ ST

ce qui prouve (2.7). 2

On peut en déduire l’inégalité de Minkowski :

Proposition 2.3 Soit (x1, ..., xn), et (y1, ..., yn) des réels, on a :

(
n
∑

i=1

|xi + yi|
p)1/p ≤ (

n
∑

i=1

|xi|
p)1/p + (

n
∑

i=1

|yi|
p)1/p. (2.10)

Preuve:

Remarquons d’abord :

n
∑

i=1

|xi + yi|
p ≤

n
∑

i=1

|xi||xi + yi|
p−1 +

n
∑

i=1

|yi||xi + yi|
p−1 (2.11)
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En appliquant l’inégalité de Hölder à ai = |xi| et bi = |xi + yi|
p−1, et en

utilisant (p − 1)q = p il vient :

n
∑

i=1

|xi||xi + yi|
p−1 ≤ (

n
∑

i=1

|xi|
p)1/p(

n
∑

i=1

|xi + yi|
(p−1)q)1/q

= (

n
∑

i=1

|xi|
p)1/p(

n
∑

i=1

|xi + yi|
p)1/q

(2.12)

De même, on a :

n
∑

i=1

|yi||xi + yi|
p−1 ≤ (

n
∑

i=1

|yi|
p)1/p(

n
∑

i=1

|xi + yi|
p)1/q (2.13)

Avec (2.11), (2.12) et (2.13), il vient

n
∑

i=1

|xi + yi|
p ≤ (

n
∑

i=1

|xi + yi|
p)1/q

(

(

n
∑

i=1

|xi|
p)1/p + (

n
∑

i=1

|yi|
p)1/p

)

(2.14)

finalement, comme 1 − 1/q = 1/p, (2.14) se réécrit (lorsque les xi + yi sont
non tous nuls)

(

n
∑

i=1

|xi + yi|
p)1/p ≤ (

n
∑

i=1

|xi|
p)1/p + (

n
∑

i=1

|yi|
p)1/p.

Enfin l’inégalité (2.10) est évidente lorsque xi + yi = 0 pour tout i. 2

Finalement on a le résultat annoncé :

Théorème 2.4 Soit pour tout x = (x1, ..., xn) ∈ Rn :

‖x‖p := (
n
∑

i=1

|xi|
p)1/p. (2.15)

‖.‖p définit une norme sur Rn.

Preuve:

Il est clair que ‖x‖p = 0 ssi x = 0 et que ‖λx‖p = |λ|‖x‖p, ∀(λ, x) ∈ R × Rn,
enfin l’inégalité triangulaire provient de l’inégalité de Minkowski (2.10). 2

Exercice 2.4 En vous inspirant de ce qui précède montrer que pour p ≥ 1 :

f 7→ (

∫ b

a

|f |p)1/p.

est une norme sur C0([a, b], R).
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2.5 Exemples d’ espaces de Banach

Evidemment tout R-ev de dimension finie muni d’une norme quelconque
est un espace de Banach :

Proposition 2.4 RN muni de n’importe quelle norme est un espace de Ba-
nach.

Preuve:

Soit (xn)n ∈ (RN )N une suite de Cauchy pour la norme ‖.‖∞ (le choix d’une
norme n’importe pas ici puisqu’en dimension finie toutes les normes sont
équivalentes). Il est clair que chaque suite formée par les composantes : (x1

n)n,
..., (xN

n )n est de Cauchy dans R et comme R est complet, ces suites convergent
respectivement vers des limites x1, ..., xN . Il est alors clair que (xn)n converge
dans RN vers x = (x1, ..., xN). 2

Exercice 2.5 Prouver que RN est complet comme suit. Soit (xn)n une suite
de Cauchy dans Rk, montrer que

1. (xn)n est bornée et admet une sous-suite convergente,

2. en déduire que (xn)n converge et conclure.

Passons maintenant à quelques exemples d’espaces de Banach de dimen-
sion infinie. Soit X un ensemble, (E, ‖.‖) un espace de Banach et B(X, E)
l’ensemble des applications bornées de X dans E :

B(X, E) := {f : X → E tq sup
x∈X

‖f(x)‖ < +∞} (2.16)

on vérifie trivialement que B(X, E) est un ev et que sur E :

‖f‖∞ := sup
x∈X

‖f(x)‖ (2.17)

est une norme appelée norme de la convergence uniforme (ou simplement
norme uniforme).

Remarque.

Il faut bien distinguer la convergence uniforme et la convergence simple
((fn) converge uniformément vers f lorsque ‖fn − f‖∞ tend vers 0 alors
que (fn) converge simplement vers f lorsque (fn(x)) converge vers f(x) dans
(E, ‖.‖) pour tout x ∈ X). Evidemment si (fn) converge uniformément vers f
alors (fn) converge simplement vers f mais la réciproque est fausse (trouvez
des contre-exemples).
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Théorème 2.5 Soit X un ensemble, et (E, ‖.‖) un espace de Banach alors
(B(X, E), ‖.‖∞) est un espace de Banach.

Preuve:

Soit (fn)n une suite de Cauchy de (B(X, E), ‖.‖∞), ce qui signifie :

∀ε > 0, ∃N ∈ N t.q. ∀p, q ≥ N, ∀x ∈ X, ‖fp(x) − fq(x)‖ ≤ ε. (2.18)

Nous allons prouver que (fn)n converge dans (B(X, E), ‖.‖∞) en passant
par trois étapes.

Etape 1 : identification d’une limite ponctuelle

Soit x ∈ X (fixé), (2.18) implique en particulier que la suite (fn(x))n ∈ EN

est de Cauchy et comme (E, ‖.‖) est un Banach, elle converge : soit f(x) sa
limite.

Etape 2 : f ∈ B(X, E)

D’après (2.18), il existe N tel que pour tout p, q ≥ N , et pour tout x ∈ X
on a :

‖fp(x) − fq(x)‖ ≤ 1. (2.19)

Pour x ∈ X fixé, prenons p = N , faisons tendre q vers +∞ dans (2.19),
comme fq(x) converge vers f(x) on obtient ‖fN(x)− f(x)‖ ≤ 1 mais comme
x ∈ X est arbitraire dans l’inégalité précédente, nous obtenons :

sup
x∈X

‖f(x) − fN(x)‖ ≤ 1 ⇒ (f − fN) ∈ B(X, E)

et comme fN ∈ B(X, E) on en déduit que f ∈ B(X, E).

Etape 3 : (fn)n converge vers f dans (B(X, E), ‖.‖∞)

Soit ε > 0, d’ après (2.18), il existe N tq pour tout p, q ≥ N et tout
x ∈ X on a ‖fp(x) − fq(x)‖ ≤ ε. Comme précédemment, fixons x ∈ X,
prenons p ≥ N et faisons tendre q vers +∞, on obtient alors :

‖fp(x) − f(x)‖ ≤ ε. (2.20)

Mais comme (2.20) a lieu pour tout p ≥ N et tout x ∈ X on a :

∀p ≥ N, ‖fp − f‖∞ ≤ ε.

ce qui achève la preuve. 2

Notons que dans ce qui précède, l’ensemble de départ X est totalement
arbitraire. Un cas particulier intéressant est celui où X = N, en effet dans
ce cas B(N, E) = l∞(E) est l’espace des suites bornées d’éléments de E.
En munissant l∞(E) de la norme uniforme et en appliquant le théorème
précédent on a ainsi :
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Corollaire 2.1 Soit (E, ‖.‖) un espace de Banach, alors l∞(E) muni de la
norme uniforme est un espace de Banach.

Un autre cas intéréssant est celui où X est muni d’une distance d, dans
ce cas on peut s’intéresser à l’espace vectoriel C0

b (X, E) des applications
continues et bornées2 de X dans E. En munissant C0

b (X, E) de la norme
uniforme définie par (2.17), on a :

Théorème 2.6 Soit (X, d) un espace métrique et (E, ‖.‖) un espace de Ba-
nach, alors (C0

b (X, E), ‖.‖∞) est un espace de Banach.

Preuve:

Soit (fn)n une suite de Cauchy de (C0
b (X, E), ‖.‖∞), d’après le théorème

2.5, nous savons que (fn)n converge vers une limite f ∈ B(X, E) dans
(B(X, E), ‖.‖∞), il nous suffit donc de montrer que f est continue pour pou-
voir conclure.

Soit ε > 0 et soit N tq pour tout n ≥ N on ait :

‖fn − f‖∞ ≤
ε

3
(2.21)

Soit x0 ∈ X, comme fN est continue en x0, il existe δ > 0 tel que :

∀x ∈ B(x0, δ), ‖fN(x0) − fN (x)‖ ≤
ε

3
(2.22)

Pour x ∈ B(x0, δ) on a :

‖f(x) − f(x0)‖ ≤‖f(x) − fN (x)‖ + ‖fN(x) − fN(x0)‖ + ‖fN(x0) − f(x0)‖

≤‖f − fN‖∞ + ε/3 + ‖f − fN‖∞

≤ε (avec (2.21))

ce qui montre que f est continue en x0.
2

Exercice 2.6 Soit (E1, N1),...(EK, NK) des espaces de Banach et soit E :=
E1 × ... × EK montrer que sur E :

N(x1, .., xK) :=

K
∑

i=1

Ni(xi), M(x1, .., xk) := max
i=1,..,K

Ni(xi).

sont des normes équivalentes et que E muni d’une de ces normes est un
espace de Banach.

2Notons au passage que si (X, d) est compact alors toute application f continue de
(X, d) dans (E, ‖.‖) est bornée puisque f(X) est compact donc borné.
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2.6 Attention à la dimension infinie

Il s’agit dans ce paragraphe d’attirer votre attention sur le fait que cer-
taines propriétés “bien commodes” des evn de dimension finie sont fausses
en dimension infinie :

• dans un evn de dimension infinie, un fermé borné n’est pas automa-
tiquement compact ou, ce qui revient au même, il peut exister des suites
bornées sans sous-suite convergente,

• en dimension infinie, toutes les normes ne sont pas équivalentes (je vous
renvoie à l’exemple 2.5),

• en dimension infinie, le choix d’une norme a de l’importance: muni de
la norme uniforme C0([0, 1], R) est un espace de Banach mais muni de la
norme ‖.‖1, il n’est pas complet, comme nous allons le voir. Autrement
dit, en dimension infinie il n’est pas automatique qu’un evn soit un
Banach.

Bref, un certain nombre de propriétés topologiques automatiques en di-
mension infinie (complétude, compacité des fermés bornés, ou, comme nous
le verrons au prochain chapitre, la continuité des applications linéaires...)
sont en défaut dès que l’on passe à la dimension infinie.

Passons maintenant en revue quelques exemples.
Une suite bornée sans valeur d’adhérence dans (C0

b (R, R), ‖.‖∞) :

Posons pour x ∈ R, f0(x) := max(0, 1− |x|) et pour tout n ∈ N, fn(x) :=
f(x − n). La suite (fn) est bornée dans (C0

b (R, R), ‖.‖∞), en effet : ‖fn‖∞ =
‖f0‖∞ = 1. Supposons par l’absurde que la suite (fn) admette une sous suite
(fϕ(n))n qui converge vers une limite f dans (C0

b (R, R), ‖.‖∞). Notons d’abord
que fn = 0 sur ] − ∞, n − 1] on doit donc avoir f = 0 sur ] − ∞, ϕ(n) − 1]
pour tout n et donc f = 0 sur R. Mais si (fϕ(n)) converge vers 0 (dans
(C0

b (R, R), ‖.‖∞)), alors ‖fϕ(n)‖∞ tend vers 0, ce qui est absurde puisque
‖fϕ(n)‖∞ = 1.

Cet exemple montre que la boule unité fermée de C0
b (R, R) (pour ‖.‖∞)

n’est pas compacte.

Une suite bornée sans valeur d’adhérence dans (C0([0, 1], R), ‖.‖∞) :

Soit pour tout n ∈ N∗ et tout t ∈ [0, 1], fn(t) := t1/n. On a ‖fn‖∞ = 1
pour tout n. Supposons par l’absurde qu’une sous-suite (fϕ(n))n converge vers
une limite f dans (C0([0, 1], R), ‖.‖∞). En particulier pour tout t ∈ [0, 1],
fϕ(n)(t) converge vers f(t). Comme fn(0) = 0 pour tout n on doit alors avoir
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f(0) = 0. Pour t ∈]0, 1], fn(t) converge vers 1 donc f(t) = 1 pour t ∈]0, 1]
mais avec f(0) = 0 ceci contredit la continuité supposée de f .

Une suite de Cauchy de (C0([−1, 1], ‖.‖1) qui ne converge pas :

Pour n ∈ N∗ et t ∈ [−1, 1] définissons

fn(t) =







−1 si t ∈ [−1,−1/n]
nt si t ∈ [−1/n, 1/n]
1 si t ∈ [1/n, 1]

Montrons d’abord que (fn) est de Cauchy dans (C0([−1, 1], ‖.‖1). Pour
cela définissons la fonction (discontinue en 0) :

f(t) =







−1 si t ∈ [−1, 0[
0 si t = 0
1 si t ∈]0, 1].

Un calcul immédiat donne :
∫ 1

−1

|fn − f | =
1

n
(2.23)

ainsi pour tout p, q ≥ N on a :

‖fp − fq‖1 ≤

∫ 1

−1

|fp − f | +

∫ 1

−1

|fq − f | ≤
2

N
(2.24)

ce qui montre que la suite est de Cauchy.

Supposons par l’absurde que (fn) converge dans (C0([−1, 1], ‖.‖1) vers
une limite g. Soit ε > 0, pour tout n ≥ 1/ε on a fn = f sur [−1, 1] \ [−ε, ε]
on a donc :

‖fn − g‖1 ≥

∫

[−1,1]\[−ε,ε]

|f − g|

en faisant n → +∞ on en déduit que f = g sur [−1, 1] \ [−ε, ε] et comme
ε > 0 est quelconque on a f = g sur [−1, 1]\{0} ce qui contredit la continuité
supposée de g.

Cet exemple montre que (C0([−1, 1], ‖.‖1) n’est pas un espace de Banach.

Exercice 2.7 Soit fn(t) = tn pour n ∈ N∗ et t ∈ [0, 1]. Etudier la conver-
gence simple, la convergence uniforme et la convergence en norme ‖.‖1 de la
suite (fn) dans C0([0, 1], R).

Montrer que (fn) est de Cauchy dans (C0([0, 1], R), ‖.‖1). Conclure.
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Chapitre 3

Applications linéaires,

bilinéaires continues, dualité

Dans ce qui suit étant donnés (E, ‖.‖E) et (F, ‖.‖F ) deux e.v.n, on no-
tera L(E, F ) (resp. Lc(E, F )) l’espace vectoriel des applications linéaires
(resp. linéaires continues) de E dans F . Pour E = F , on notera simple-
ment L(E) (resp. Lc(E, F )) l’espace vectoriel des endomorphismes (resp.
endomorphismes continus) de E.

3.1 Caractérisation

Théorème 3.1 Soit (E, ‖.‖E) et (F, ‖.‖F ) deux e.v.n, et f ∈ L(E, F ), les
assertions suivantes sont équivalentes :

1. f ∈ Lc(E, F ),

2. f est continue en un point,

3. f est bornée sur la boule unité fermée de E, BE(0, 1),

4. il existe une constante M ≥ 0 tq ‖f(x)‖F ≤ M‖x‖E ∀x ∈ E,

5. f est Lipschitzienne sur E.

Preuve:

1) ⇒ 2) est évident.

2) ⇒ 3) : supposons f continue en x0 ∈ E, alors ∃r > 0 telle que pour
tout x ∈ BE(x0, r) on ait :

‖f(x) − f(x0)‖F ≤ 1. (3.1)
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Soit u ∈ BE(0, 1) on a x0 + ru ∈ BE(x0, r) et donc avec (3.1), il vient :

‖f(x0 + ru) − f(x0)‖F = ‖f(ru)‖F = r‖f(u)‖F ≤ 1 (3.2)

on en déduit donc que ∀u ∈ BE(0, 1), on a ‖f(u)‖F ≤ 1/r.

3) ⇒ 4) : Supposons donc qu’il existe M > 0 telle que :

‖f(u)‖F ≤ M , ∀u ∈ BE(0, 1). (3.3)

Soit x ∈ E avec x 6= 0, on a x/‖x‖E ∈ BE(0, 1) ainsi avec (3.3) :

‖f(x/‖x‖E)‖F =
‖f(x)‖F

‖x‖E
≤ M ⇒ ‖f(x)‖F ≤ M‖x‖E . (3.4)

et la dernière inégalité dans (3.4) est évidente pour x = 0.

4) ⇒ 5) : Par linéarité, on a pour tout (x, y) ∈ E × E :

‖f(x) − f(y)‖F = ‖f(x − y)‖F ≤ M‖x − y‖E (3.5)

ce qui montre que f est M -Lipschitzienne sur E.

5) ⇒ 1) est évident.
2

Exemple 3.1 Soit E := C0([−1, 1], R). Considérons sur E, la norme 1 :

‖f‖1 :=

∫ 1

−1

|f(t)|dt

et la norme uniforme :

‖f‖∞ := max{|f(t)|, t ∈ [−1, 1]}.

Soit enfin pour tout f ∈ E, T (f) := f(0). T est clairement une forme linéaire
sur E (i.e. T ∈ L(E, R)) et pour tout f ∈ E :

|T (f)| ≤ ‖f‖∞

si bien que T est continue lorsque E est muni de la norme uniforme.

Nous allons voir que T n’est PAS continue lorsque E est munie de la
norme ‖.‖1. Pour cela, considérons la suite de fonctions :

fn(t) := max(0, n(1 − n|t|)), t ∈ [−1, 1], n ∈ N∗.

Un calcul élémentaire montre que ‖fn‖1 = 1 pour tout n et T (fn) = n → +∞.
Ainsi T n’est pas bornée sur la boule unité fermée de (E, ‖.‖1) et donc T n’est
pas continue.
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Exercice 3.1 Les notations étant celles de l’exercice précédent, étudier la
continuité de l’application (linéaire !) S de E dans R3 définie pour tout f ∈ E
par

S(f) := (

∫ 1

−1

f(t)dt,

∫ 1

0

t2f(t)dt,

∫ 1

−1

etf(t)dt)

lorsque l’on munit E de la norme ‖.‖1 puis de la norme ‖.‖∞ et R3 de n’im-
porte quelle norme (cf. théorème 2.2).

Comme d’habitude, on s’attend à ce que les choses se passent bien en
dimension finie, en effet :

Théorème 3.2 Soit (E, ‖.‖E) et (F, ‖.‖F ) deux e.v.n. Si E est de dimension
finie alors L(E, F ) = Lc(E, F ).

Preuve:

Sans perte de généralité, on suppose que E = Rn et ‖.‖E = ‖.‖∞. Munissons
E d’une base (e1, .., en). Soit f ∈ L(E, F ) et x ∈ E, écrivons x =

∑n
i xiei,

alors on a :

‖f(x)‖F = ‖
n
∑

i=1

xif(ei)‖F ≤
n
∑

i=1

|xi|‖f(ei)‖F ≤ ‖x‖E

n
∑

i=1

‖f(ei)‖F

ce qui prouve que f ∈ Lc(E, F ). 2

Remarque. Remarquons que la conclusion du théorème précédent est
en général fausse si c’est F qui est de dimension finie (voir les exemples
précédents).

Terminons ce paragraphe par un résultat remarquable dû à Banach sur
la continuité de l’inverse d’une application linéaire bijective entre espaces de
Banach :

Théorème 3.3 Soit (E, ‖.‖E) et (F, ‖.‖F ) deux espaces de Banach et f ∈
Lc(E, F ), si f est bijective alors f−1 ∈ Lc(F, E).

La démonstration de ce résultat profond dépasse le cadre de ce cours (le
lecteur intéressé pourra consulter le livre de Brézis [1] : chapitre consacré au
lemme de Baire et à ses conséquences). Nous admettrons donc ce résultat
dans ce qui suit.
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3.2 Espaces d’applications linéaires continues,

dual topologique

Théorème 3.4 Soit (E, ‖.‖E) et (F, ‖.‖F ) deux e.v.n.

1. Sur Lc(E, F ) l’application :

f 7→ ‖f‖Lc(E,F ) := sup{‖f(x)‖F : ‖x‖E ≤ 1}

définit une norme.

2. Si (F, ‖.‖F ) est un espace de Banach, Lc(E, F ) muni de la norme
définie précédemment est un espace de Banach.

Preuve:

L’assertion 1. est évidente et sa preuve laissée au lecteur.

Soit (fn) une suite de Cauchy de (Lc(E, F ), ‖.‖Lc(E,F )), soit gn la restric-
tion de fn à BE(0, 1). On a gn ∈ C0

b (BE(0, 1), F ) car fn est continue et :

‖gn‖∞ = ‖fn‖Lc(E,F ). (3.6)

Par définition de gn on a aussi pour tout (p, q) ∈ N2 :

‖gp − gq‖∞ = ‖fp − fq‖Lc(E,F ). (3.7)

Ceci implique que (gn) est de Cauchy dans (C0
b (BE(0, 1), F ), ‖.‖∞), donc,

grâce au théorème 2.6, gn converge vers une limite g dans (C0
b (BE(0, 1), F ), ‖.‖∞).

Définissons alors f par f(0) = 0 et :

f(x) = ‖x‖g(
x

‖x‖
). (3.8)

Notons d’abord que g = f sur BE(0, 1), en effet g(0) = f(0) = 0 et si
x ∈ BE(0, 1) \ {0}, pour tout n on a :

‖x‖gn(
x

‖x‖
) = ‖x‖fn(

x

‖x‖
) = fn(x) = gn(x)

et donc g = f sur BE(0, 1), en passant à la limite dans la relation précédente.

Montrons que f est linéaire : soit (x1, x2, t) ∈ E × E × R, pour tout n,
par linéarité de fn, on a 1 :

0 =fn(x1 + tx2) − fn(x1) − tfn(x2)

=‖x1 + tx2‖gn(
x1 + tx2

‖x1 + tx2‖
) − ‖x1‖gn(

x1

‖x1‖
) − t‖x2‖gn(

x2

‖x2‖
)

1Dans ce qui suit, on fera un léger abus de notation, en posant ‖x‖gn(x/‖x‖) = 0 pour
x = 0.
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en passant à la limite on a f(x1 + tx2) = f(x1) + tf(x2). On en déduit donc
que f est linéaire.

Puisque g = f sur BE(0, 1), f est bornée sur BE(0, 1) et donc f ∈
Lc(E, F ). Enfin, comme gn = fn et g = f sur BE(0, 1), on a :

‖gn − g‖∞ = ‖fn − f‖Lc(E,F )

d’où l’on déduit que fn converge vers f dans (Lc(E, F ), ‖.‖Lc(E,F )).
2

Remarque. Soit f ∈ Lc(E, F ) et x ∈ E \ {0} puisque x/‖x‖E est de norme
1 on a :

‖f

(

x

‖x‖E

)

‖F ≤ ‖f‖Lc(E,F )

ce qui par homogénéité donne aussi :

‖f(x)‖F ≤ ‖f‖Lc(E,F )‖x‖E. (3.9)

Evidemment (3.9) est aussi vérifiée par x = 0. Il faut retenir (3.9) qui s’avère
très utile dans la pratique.

Remarque. Notons que dans le théorème précédent (comme dans le théorème
2.6) c’est l’espace d’arrivée qui doit être un Banach (l’espace de départ est
un evn quelconque).

Définition 3.1 Soit (E, ‖.‖) un R-evn, on appelle dual topologique de E et
l’on note E ′ l’espace vectoriel des formes linéaires continues sur E : E ′ :=
Lc(E, R)

On munit E ′ de la norme ”duale” de la norme de E :

∀f ∈ E ′, ‖f‖E′ := sup{|f(x)| : ‖x‖E ≤ 1} (3.10)

Il résulte du théorème (3.4) et de la complétude de R que (E ′, ‖.‖E′) est un
espace de Banach.

Attention : ne pas confondre le dual algébrique de E, E∗ := L(E, R) et
son dual topologique E ′ (je vous renvoie aux exemples du début du chapitre).
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3.3 Applications bilinéaires continues

On va maintenant étendre les résultats précédents aux applications bi-
linéaires. Les preuves sont analogues à celles des paragraphes précédents et
donc laissées en exercice au lecteur.

Etant donnés trois R-ev E, F et G, on appelle application bilinéaire de
E × F à valeurs dans G toute application :

a :

{

E × F → G
(x, y) 7→ a(x, y)

telle que :
– pour tout y ∈ F , l’application x 7→ a(x, y) est linéaire de E dans G,
– pour tout x ∈ E, l’application y 7→ a(x, y) est linéaire de F dans G.
On note L2(E × F, G) l’ensemble des applications bilinéaires de E × F

à valeurs dans G. On vérifie aisément que L2(E × F, G) a une structure de
R-ev.

Exemple 3.2 E = F = Rn, G = R et a(x, y) =
∑n

i=1 xiyi.

Exemple 3.3 E = Mn(R), F = G = Rn et l’application qui à (A, x) ∈ E×F
associe Ax.

Exemple 3.4 E0 R-ev quelconque, E = F = G = L(E0) et l’application qui
à (u, v) ∈ E × F associe u ◦ v.

Lorsque E, F et G sont munies de normes respectives ‖.‖E, ‖.‖F , et ‖.‖G,
on peut s’intéresser à la continuité des éléments de L2(E × F, G). On note
L2,c(E×F, G) l’ensemble des éléments continus de L2(E×F, G). Notons que
L2,c(E × F, G) est un sev de L2(E × F, G). On a alors la caractérisation :

Théorème 3.5 Soit (E, ‖.‖E), (F, ‖.‖F ) et (G, ‖.‖G) trois e.v.n, et a ∈
L2(E × F, G), les assertions suivantes sont équivalentes :

1. a ∈ L2,c(E × F, G),

2. il existe une constante M ≥ 0 tq ‖a(x, y)‖G ≤ M‖x‖E‖y‖F , ∀(x, y) ∈
E × F .

Preuve:

Adapter la preuve du théorème 3.1.
2

Lorsque E et F sont de dimension finie, on a simplement :
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Théorème 3.6 Soit (E, ‖.‖E), (F, ‖.‖F ) et (G, ‖.‖G) trois e.v.n. Si E et F
sont de dimension finie alors L2(E × F, G) = L2,c(E × F, G).

Preuve:

Adapter la preuve du théorème 3.2. 2

Théorème 3.7 Soit (E, ‖.‖E), (F, ‖.‖F ) et (G, ‖.‖G) trois e.v.n

1. Sur L2,c(E × F, G) l’application :

a 7→ ‖a‖L2,c(E×F,G) := sup{‖a(x, y)‖G : ‖x‖E ≤ 1, ‖y‖F ≤ 1}

définit une norme.

2. Si (G, ‖.‖G) est un espace de Banach, L2,c(E×F, G) muni de la norme
définie précédemment est un espace de Banach.

Preuve:

Adapter la preuve du théorème 3.4. 2

Noter que si a ∈ L2,c(E × F, G), on a :

‖a(x, y)‖G ≤ ‖a‖L2,c(E×F,G)‖x‖E‖y‖F ∀(x, y) ∈ E × F. (3.11)

3.4 Un isomorphisme utile

Nous allons voir ici que l’on peut identifier L(E, L(F, G)) (respective-
ment Lc(E, Lc(F, G))) à L2(E×F, G) (respectivement L2,c(E×F, G)). Cette
identification est particulièrement utile en calcul différentiel dès lors que l’on
considère des différentielles d’ordre 2 ou plus.

Plus précisément, soit v ∈ L(E, L(F, G)) et définissons pour tout (x, y) ∈
E × F :

av(x, y) := (v(x))(y)

il est immédiat de vérifier que av est bilinéaire : av ∈ L2(E×F, G). Soit alors
Φ l’application :

Φ :

{

L(E, L(F, G)) → L2(E × F, G)
v 7→ av

Il est clair que Φ est linéaire (donc si on veut absolument utiliser des nota-
tions, Φ ∈ L(L(E, L(F, G)), L2(E × F, G))).
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Soit maintenant a ∈ L2(E × F, G), alors pour tout x ∈ E, l’application
a(x, .) appartient à L(F, G) (a(x, .)(y) := a(x, y) pour tout y ∈ F ). Par
ailleurs par bilinéarité on a pour tout (x1, x2, λ) ∈ E2 × F :

a(λx1 + x2, .) = λa(x1, .) + a(x2, .).

Ce qui signifie que l’application :

Aa :

{

E → L(F, G)
x 7→ Aa(x) := a(x, .)

appartient à L(E, L(F, G)). Soit maintenant

Ψ :

{

L2(E × F, G) → L(E, L(F, G))
a 7→ Aa

Soit a ∈ L2(E × F, G) et (x, y) ∈ E × F on a :

(Φ ◦ Ψ)(a)(x, y) = (Aa(x))(y) = a(x, y)

a, x et y étant arbitraire on a donc

Φ ◦ Ψ = id sur L2(E × F, G)

Ψ ◦ Φ = id sur L(E, L(F, G)).

Autrement dit Φ est un isomorphisme et Ψ est l’inverse de Φ. L’isomorphisme
Φ permet donc bien d’identifier L(E, L(F, G)) à L2(E×F, G). L’identification
précédente est purement algébrique. Supposons maintenant que E, F et G
sont munies de normes respectives ‖.‖E, ‖.‖F , et ‖.‖G. On a alors

Théorème 3.8 Soit Φ et Ψ définis comme précédemment, on a alors :

1. Soit v ∈ L(E, L(F, G)) alors on a :

v ∈ Lc(E, Lc(F, G)) ⇔ Φ(v) ∈ L2,c(E × F, G).

2. Pour tout v ∈ Lc(E, Lc(F, G)), on a :

‖v‖Lc(E,Lc(F,G)) = ‖Φ(v)‖L2,c(E×F,G)

Preuve:

Par définition, Φ(v) ∈ L2,c(E × F, G) ssi il existe M ≥ 0 tel que

‖v(x)(y)‖G ≤ M‖x‖E‖y‖F ∀(x, y) ∈ E × F.
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Ceci équivaut à : il existe M ≥ 0 tel que

∀x ∈ E, v(x) ∈ Lc(F, G) et ‖v(x)‖Lc(F,G) ≤ M‖x‖E

ce qui signifie exactement que v ∈ Lc(E, Lc(F, G)).

Soit v ∈ Lc(E, Lc(F, G)), on a :

‖Φ(v)‖L2,c(E×F,G) = sup{‖(v(x))(y)‖G : ‖x‖E ≤ 1, ‖y‖F ≤ 1}

= sup{‖v(x)‖Lc(F,G) : ‖x‖E ≤ 1} = ‖v‖Lc(E,Lc(F,G))

2

Le théorème 3.8 exprime donc non seulement que Lc(E, Lc(F, G))) et
L2,c(E×F, G) sont isomorphes mais en plus isométriques (Φ est une isométrie
de Lc(E, Lc(F, G)) dans L2,c(E×F, G), ces espaces étant munis de leur norme
naturelle).

45



Chapitre 4

Espaces de Hilbert

4.1 Définitions et propriétés premières

Définition 4.1 Soit E un R-ev, on appelle produit scalaire (ps) sur E toute
application 〈., .〉 : E × E → R qui est :

1. bilinéaire : pour tout x ∈ E (fixé) y 7→ 〈x, y〉 est linéaire, et pour tout
y ∈ E (fixé) x 7→ 〈x, y〉 est linéaire,

2. symétrique : 〈x, y〉 = 〈y, x〉, ∀(x, y) ∈ E × E,

3. définie positive : 〈x, x〉 ≥ 0, ∀x ∈ E et 〈x, x〉 = 0 ⇔ x = 0.

Notons les identités faciles à établir en utilisant la bilinéarité et la symétrie :

〈x + y, x + y〉 = 〈x, x〉 + 〈y, y〉+ 2 〈x, y〉 ,

〈x − y, x − y〉 = 〈x, x〉 + 〈y, y〉 − 2 〈x, y〉 , ∀(x, y) ∈ E × E.
(4.1)

Définition 4.2 On appelle espace préhilbertien la donnée d’un couple (E, 〈., .〉)
avec E un R-ev et 〈., .〉 un produit scalaire sur E.

La donnée d’un produit scalaire permet de définir une norme sur E, et
ce grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

Proposition 4.1 Soit (E, 〈., .〉) un espace préhilbertien.

1. pour tout (x, y) ∈ E × E on a l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

| 〈x, y〉 | ≤ (〈x, x〉)1/2(〈y, y〉)1/2. (4.2)

De plus il y a égalité dans (4.2) ssi x et y sont liés.

l’application x 7→ (〈x, x〉)1/2 est une norme sur E appelée norme associée au
ps 〈., .〉.
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Preuve:

1) : Définissons pour tout t ∈ R,

g(t) := 〈x + ty, x + ty〉 = t2 〈y, y〉+ 2t 〈x, y〉 + 〈x, x〉

g est un trinôme en t (non dégénéré si y 6= 0 mais si y = 0 les 2 membres de
(4.2) valent 0) et g(t) ≥ 0 ∀t par positivité du ps. Le discriminant de g est
donc négatif soit :

(〈x, y〉)2 ≤ 〈x, x〉 〈y, y〉 ,

on obtient (4.2) en prenant la racine carrée de l’inégalité précédente.

Il est clair que si x et y sont liés, il y a égalité dans (4.2). Réciproquement
si il y a égalité dans (4.2) alors le discriminant de g est nul et donc g admet
une racine double t0 ∈ R, mais g(t0) = 0 ssi x + t0y = 0 et donc x et y sont
liés.

2) : Notons ‖x‖ := (〈x, x〉)1/2, comme 〈., .〉 est un ps, on a ‖x‖ = 0 ssi
x = 0. La bilinéarité implique clairement ‖λx‖ = |λ|‖x‖. Reste à montrer
l’inégalité triangulaire : soit (x, y) ∈ E × E on a

‖x + y‖2 =‖x‖2 + ‖y‖2 + 2 〈x, y〉

≤‖x‖2 + ‖y‖2 + 2‖x‖‖y‖ (d’après Cauchy-Schwarz)

=(‖x‖ + ‖y‖)2

ce qui achève de montrer que ‖.‖ est une norme sur E. 2

Notons ‖.‖ la norme associée au ps 〈., .〉 remarquons que la connaissance
de cette norme permet de “retrouver” le produit scalaire par l’identité sui-
vante (identité de polarisation) :

〈x, y〉 =
1

2
(‖x + y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2). (4.3)

Mentionnons aussi l’identité du parallélogramme :

‖x + y‖2 + ‖x − y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2). (4.4)

Remarque. Il découle de l’inégalité de Cauchy-Schwarz que pour tout x ∈
H, la forme linéaire y 7→ 〈x, y〉 est continue sur H.

Définition 4.3 Soit (E, 〈., .〉) un espace préhilbertien. On dit que (E, 〈., .〉)
est un espace de Hilbert ssi E muni de la norme associée à 〈., .〉 est complet.
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Exemple 4.1 E = Rn muni du produit scalaire usuel : 〈x, y〉 :=
∑N

i=1 xiyi.
Plus généralement, toute matrice carrée de taille n symétrique et définie po-
sitive A définit un ps sur Rn via :

〈x, y〉 := x′Ay.

Evidemment, le cas du ps usuel correspond à A = In.

Exemple 4.2 l2 l’espace des suites réelles (xn) tq
∑

|xn|
2 < +∞ muni du

produit scalaire :

〈x, y〉 :=
∑

n≥0

xnyn.

Exemple 4.3 L’espace de Lebesgue L2([0, 1], R) muni de :

(f, g) 7→

∫ 1

0

f(t)g(t)dt

est un Hilbert mais C0([0, 1], R) muni de la même structure est seulement
préhilbertien.

Etant donné un espace préhilbertien (H, 〈., 〉), on dit que deux vecteurs
u et v sont orthogonaux ssi 〈u, v〉 = 0. Pour A ⊂ H on appelle orthogonal
de A l’ensemble :

A⊥ := {x ∈ H : 〈x, y〉 = 0, ∀y ∈ A}.

On vérifie sans peine que A⊥ est un sev fermé de H car intersection de sev
fermés.

4.2 Projection sur un convexe fermé

Le théorème de projection nous sera très utile par la suite, notamment
pour établir les théorèmes de Riesz et de séparation. Il peut (et doit, dans
le cadre de ce cours) être compris comme un résultat ”idéal” en optimi-
sation. Il énonce en effet l’existence, l’unicité et donne une caractérisation
pour le problème (d’optimisation !) de projection (point le plus proche) sur
un convexe fermé d’un espace de Hilbert : on peut difficilement demander
plus....

On rappelle ici qu’un sous ensemble C d’un ev H est convexe ssi pour
tout (x, y) ∈ C × C et tout t ∈ [0, 1] on a : tx + (1 − t)y ∈ C.
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Théorème 4.1 Soit (H, 〈., .〉) un espace de Hilbert et C un convexe fermé
non vide de H. Pour tout x ∈ H il existe un unique élément de C appelé
projection de x sur C et notée pC(x) tq :

‖x − pC(x)‖ = inf{‖x − y‖ , y ∈ C}.

pC(x) est caractérisé par : pC(x) ∈ C et les inéquations variationnelles :

〈x − pC(x), y − pC(x)〉 ≤ 0, ∀y ∈ C. (4.5)

Preuve:

Notons d2(x, C) le carré de la distance de x à C :

d2(x, C) := inf{‖x − y‖2, y ∈ C}.

Rappelons l’identité du parallélogramme sous la forme suivante :

‖
u − v

2
‖2 + ‖

u + v

2
‖2 =

1

2
(‖u2‖ + ‖v‖2) , ∀(u, v) ∈ H2. (4.6)

Unicité

Supposons y1 et y2 dans C tels que :

‖x − y1‖
2 = ‖x − y2‖

2 = d2(x, C) (4.7)

par ailleurs, comme (y1 + y2)/2 ∈ C puisque C est convexe, on a :

‖x − (y1 + y2)/2‖2 ≥ d2(x, C). (4.8)

En appliquant (4.6) à u = (x − y1) et v = (x − y2) et en utilisant (4.7) et
(4.8), il vient :

d2(x, C) =
1

2
(‖x − y1‖

2 + ‖x − y2‖
2)

= ‖x − (y1 + y2)/2‖2 + ‖(y1 − y2)/2‖2 ≥d2(x, C) + ‖(y1 − y2)/2‖2
(4.9)

et donc y1 = y2.

Existence

Pour n ∈ N∗, soit yn ∈ C tq :

‖x − yn‖
2 ≤ d2(x, C) + 1/n2 (4.10)
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L’identité (4.6) appliquée à u = (x − yp) et v = (x − yq) donne d’abord :

1

2
(‖x − yp‖

2 + ‖x − yq‖
2) = ‖x − (yp + yq)/2‖2 + ‖(yp − yq)/2‖2. (4.11)

Ensuite, comme (yp − yq)/2 ∈ C, on a :

‖x − (yp + yq)/2‖2 ≥ d2(x, C). (4.12)

De (4.10), (4.11) et (4.12) il vient donc :

‖(yp − yq)‖
2 ≤

1

2p2
+

1

2q2
(4.13)

on déduit aisément de (4.13), que (yn) est de Cauchy donc converge, notons
pC(x) sa limite. Comme C est fermé, pC(x) ∈ C et on a ‖x − pC(x)‖2 =
d2(x, C) en passant à la limite dans (4.10).

Caractérisation variationnelle

Soit y ∈ C et t ∈ [0, 1], comme (1 − t)pC(x) + ty ∈ C on a :

‖x − pC(x)‖2 ≤ ‖x − ((1 − t)pC(x) + ty)‖2 = ‖x − pC(x) − t(y − pC(x))‖2

= ‖x − pC(x)‖2 + t2‖y − pC(x))‖2 − 2t 〈x − pC(x), y − pC(x)〉

(4.14)

En simplifiant par ‖x− pC(x)‖2, en divisant par t et en faisant tendre t vers
0+ on obtient que pC(x) vérifie (4.5).

Réciproquement, supposons que z ∈ C vérifie :

〈x − z, y − z〉 ≤ 0, ∀y ∈ C. (4.15)

Soit y ∈ C, on a alors :

‖x − y‖2 = ‖x − z‖2 + ‖z − y‖2 + 2 〈x − z, z − y〉 ≥ ‖x − z‖2

ce qui montre que z = pC(x).
2

Notons que la preuve précédente peut être reprise telle quelle pour traiter
la variante suivante :

Théorème 4.2 Soit (H, 〈., .〉) un espace préhilbertien et C une partie convexe
complète non vide de H. Pour tout x ∈ H il existe un unique élément de C
appelé projection de x sur C et notée pC(x) tq :

‖x − pC(x)‖ = inf{‖x − y‖ , y ∈ C}.

pC(x) est caractérisé par : pC(x) ∈ C et les inéquations variationnelles :

〈x − pC(x), y − pC(x)〉 ≤ 0, ∀y ∈ C. (4.16)
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Une première propriété de la projection sur un convexe fermé est donnée
par :

Proposition 4.2 Les hypothèses et notations sont celles du théorème 4.1 ou
4.2. Pour tout (x, y) ∈ H2, on a :

〈x − y, pC(x) − pC(y)〉 ≥ 0 et ‖pC(x) − pC(y)‖ ≤ ‖x − y‖ (4.17)

En particulier pC est continue.

Preuve:

En utilisant les inéquations variationnelles caractérisant pC(x) et pC(y) on
a :

〈x − pC(x), pC(y) − pC(x)〉 ≤ 0 et 〈y − pC(y), pC(x) − pC(y)〉 ≤ 0.

Sommant ces inégalités et en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient :

‖pC(x)−pC(y)‖2 ≤ 〈pC(x) − pC(y), x − y〉 ≤ ‖pC(x)−pC(y)‖‖x−y‖ (4.18)

ce qui implique (4.17).
2

Un cas particulier important est celui où C est un sev fermé de H. Dans
ce cas non seulement le théorème 4.1 s’applique (un sev est convexe !) mais
dans ce cas pC est linéaire (et continue d’après (4.17)) : c’est la projection
orthogonale sur C.

Proposition 4.3 Soit C un sev fermé d’un Hilbert (H, 〈., .〉) et définissons
pC comme au théorème 4.1. Pour x ∈ H, pC(x) est caractérisé par :

pC(x) ∈ C et (x − pC(x)) ∈ C⊥.

Enfin pC ∈ Lc(H, C) et pC s’appelle projection orthogonale sur C.

Preuve:

Nous savons que pC(x) est caractérisé par : pC(x) ∈ C et (4.5). Or C est
un sev donc 2pC(x) et pC(x)/2 sont dans C, en prenant y = 2pC(x) puis
y = pC(x)/2 dans (4.5) il vient d’abord 〈x − pC(x), pC(x)〉 = 0, donc (4.5) se
réécrit

〈x − pC(x), y〉 ≤ 0 ∀y ∈ C

mais en changeant y ∈ C en −y ∈ C on obtient bien (x − pC(x)) ∈ C⊥.
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Il suffit de montrer que pC est linéaire : soit (x1, x2, t) ∈ H2 × R. Posons
z = pC(x1)+tpC(x2), on a z ∈ C et x1+tx2−z = (x1−pC(x1))+t(x2−pC(x2))
donc (x1 +tx2−z) ∈ C⊥ on a donc z = pC(x1 +tx2) ce qui montre la linéarité
de pC .

2

Notons que (toujours dans le cas C sev) pC est alors une projection au
sens algébrique du terme (pC ◦ pC = pC) et que id − pC est la projection
orthogonale sur C⊥.

4.3 Le dual d’un espace de Hilbert

Une conséquence importante du théorème de projection est que l’on peut
identifier un Hilbert à son dual topologique. C’est l’objet du théorème de
représentation de Riesz :

Théorème 4.3 Soit (H, 〈., .〉) un espace de Hilbert, et f ∈ H ′ alors il existe
un unique x ∈ H tel que :

f(u) = 〈x, u〉 , ∀u ∈ H. (4.19)

Preuve:

L’unicité est évidente et laissée au lecteur. Si f = 0, on prend x = 0, suppo-
sons donc f 6= 0, dans ce cas F := ker(f) est un hyperplan fermé de H. Soit
x0 ∈ H tel que f(x0) = 1. En appliquant la proposition 4.3, définissons y0 la
projection orthogonale de x0 sur F , on a alors x0 6= y0 puisque x0 /∈ F et y0

est caractérisé par :

y0 ∈ F = ker(f), et (x0 − y0) ∈ F⊥. (4.20)

en particulier, comme 〈x0 − y0, y0〉 = 0 on a :

〈x0 − y0, x0〉 = ‖x0 − y0‖
2 6= 0 (4.21)

Définissons alors :

x :=
x0 − y0

‖x0 − y0‖2
=

x0 − y0

〈x0 − y0, x0〉
(4.22)

d’après (4.20), x ∈ F⊥ et donc pour u ∈ F on a f(u) = 〈x, u〉 = 0. Par
ailleurs :

〈x, x0〉 =
〈x0 − y0, x0〉

〈x0 − y0, x0〉
= 1 = f(x0).

On conclut que (4.19) est vraie car F ⊕ Rx0 = H.
2
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Remarque. Notons xf la solution de :

〈x, u〉 = f(u), ∀u ∈ H.

Et considérons l’application T de H dans H ′ qui à f associe xf . Il est facile
de voir que T ∈ Lc(H, H ′) et que T est un isomorphisme. On a même mieux
(le démontrer en exercice) : T est une isométrie

‖T (f)‖ = ‖f‖H′, ∀f ∈ H ′.

4.4 Séparation

Une autre application importante du théorème de projection concerne
les théorèmes de séparation (Hahn-Banach) dans les Hilbert. Séparer deux
ensembles signifie grosso modo ”faire passer un hyperplan entre les deux”.
Nous allons commencer par la forme la plus simple (séparation d’un point et
d’un convexe fermé) :

Théorème 4.4 Soit (H, 〈., .〉 un espace de Hilbert, x0 ∈ H, C un convexe fermé
tel que x0 /∈ C, alors il existe p ∈ H, p 6= 0 et ε > 0 tels que

〈p, x0〉 ≤ 〈p, y〉 − ε, ∀y ∈ C. (4.23)

Preuve:

Posons K := C − x0 = {y − x0, y ∈ C}, K est un convexe fermé et 0 /∈ K.
Soit p := pK(0) la projection de 0 sur K, comme O /∈ K on a p 6= 0, par
ailleurs p vérifie les inéquations variationnelles :

(〈0 − p, z − p〉 ≤ 0, ∀z ∈ K) ⇐⇒
(

〈p, z〉 ≥ ‖p‖2 > 0, ∀z ∈ K
)

. (4.24)

De (4.24) et K = C − x0, il vient donc :

〈p, y〉 ≥ 〈p, x0〉 + ‖p‖2, ∀y ∈ C. (4.25)

2

Il faut bien comprendre géométriquement ce que signifie le théorème
précédent : la séparation de x0 et C exprime le fait que x0 et C se situent de
part et d’autre d’un hyperplan affine (parallèle à p⊥) c’est à dire dans deux
demi-espaces distincts. Le théorème précédent est un résultat de séparation
stricte (présence du ε > 0), autrement dit C est inclus dans le demi-espace
ouvert {x ∈ H : 〈p, x − x0〉 > ε/2} tandis que x0 est évidemment dans
{x ∈ H : 〈p, x − x0〉 < ε/2}.
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Remarque. La convexité de C est une hypothèse fondamentale : dans R2

soit C = B((0, 0), 1) \ B((0, 1), 1/2), x0 := (0, 3/4) /∈ C et on ne peut pas
séparer x0 de C.

Remarque. Il existe des théorèmes de séparation valables dans des cadres
beaucoup plus généraux que celui des espaces de Hilbert. Les ingrédients de
démonstration sont cependant plus délicats et dépassent le cadre de ce cours.

Soit A et B deux parties non vides d’un ev, l’ensemble A − B est défini
par :

A − B := {a − b, (a, b) ∈ A × B}.

Lemme 4.1 Soit (H, 〈., .〉) un espace de Hilbert, A et B deux parties non
vides de H. On a :

1. Si A et B sont convexes, alors A − B est convexe,

2. Si A est compact et B est fermé, alors A − B est fermé.

Preuve:

La preuve de l’assertion 1. est immédiate et laissée au lecteur. Prouvons 2.,
supposons que la suite xn = an−bn ((an, bn) ∈ A×B) converge vers une limite
x. Comme A est compact, (an) admet une sous suite (aϕ(n)) qui converge vers
un élément a de A. On en déduit que bϕ(n) = aϕ(n)−xϕ(n) converge vers a−x,
comme B est fermé b := a − x est dans B donc x ∈ A − B.

2

Remarque. Pour A et B seulement fermés on n’a pas en général A − B
fermé. Dans R2 soit A := R+×{0} et B := {(x, y) ∈ R2 : x ≥ 1, y ≥ 1/x} A
et B sont deux convexes fermés et (0, 0) /∈ A−B. En considérant an = (n, 0)
et bn = (n, 1/n) il est facile de voir que (0, 0) ∈ (A − B).

Théorème 4.5 Soit (H, 〈., .〉) un espace de Hilbert, K un convexe compact
et C un convexe fermé de H tels que K ∩C = ∅, alors il existe p ∈ H, p 6= 0
et ε > 0 tels que

〈p, y〉 ≤ 〈p, x〉 − ε, ∀(x, y) ∈ K × C. (4.26)

Preuve:

Posons D := K − C, D est un convexe fermé de H d’après le lemme 4.1 et
0 /∈ D puisque K ∩ C = ∅. En appliquant le théorème 4.4, on peut séparer
(strictement) 0 de D et donc il existe p ∈ H, p 6= 0 et ε > 0 tels que

0 ≤ 〈p, z〉 − ε, ∀z ∈ D. (4.27)
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C’est à dire, par définition de D :

〈p, y〉 ≤ 〈p, x〉 − ε, ∀(x, y) ∈ K × C. (4.28)

2

4.5 Lemme de Farkas

Nous terminons ce chapitre par une conséquence particulièrement im-
portante du théorème de séparation : le lemme de Farkas (en fait de Farkas-
Minkowski). En optimisation, ce résultat est la clé de voûte de la démonstration
du théorème de Kuhn et Tucker.

Rappelons qu’une partie K d’un R-ev E est un cône ssi :

∀(t, x) ∈ R+ × K, tx ∈ K.

Nous aurons d’abord besoin du lemme suivant :

Lemme 4.2 Soit E un evn, q ∈ N∗ et (a1, ...., aq) ∈ Eq et soit :

K :=

{

q
∑

i=1

λiai, (λ1, ...., λq) ∈ R
q
+

}

Alors K est un cône convexe fermé de E.

Preuve:

Le fait que K soit un cône convexe est évident. Pour montrer qu’il est fermé,
faisons une récurrence sur q. Pour q = 1, le résultat est évident. Faisons donc
l’hypothèse au rang q ≥ 1 que pour tout (a1, ..., aq) ∈ Eq, le cône :

{

q
∑

i=1

λiai, (λ1, ...., λq) ∈ R
q
+

}

est fermé. Soit maintenant, (a1, ..., aq+1) ∈ Eq+1, il s’agit de montrer que le
cône :

K :=

{

q+1
∑

i=1

λiai, (λ1, ...., λq+1) ∈ R
q+1
+

}

est fermé. Considérons d’abord le cas, où −ai ∈ K pour i = 1, ..., q + 1, dans
ce cas K est le sev engendré par les vecteurs (a1, ...., aq+1), K est donc un
sev de dimension finie de E, il est par conséquent fermé (s’en convaincre !).

55



Supposons maintenant qu’il existe i ∈ {1, ..., q + 1} tel que −ai /∈ K, quitte
à permuter les indices nous pouvons supposer

−aq+1 /∈ K. (4.29)

Montrons que K est fermé. Rappelons d’abord que par hypothèse de récurrence
le cône suivant est fermé :

K0 :=

{

q
∑

i=1

λiai, (λ1, ...., λq+1) ∈ R
q+1
+

}

.

Soit yn ∈ KN convergeant dans E vers y, il s’agit de montrer que y ∈ K.
Pour tout n ∈ N il existe λi,n ≥ 0, i = 1, ..., q et µn ≥ 0 tel que :

yn =

q
∑

i=1

λi,nai + µnaq+1 = zn + µnaq+1 (4.30)

( zn :=
∑q

i=1 λi,nai ∈ K0). Montrons que µn est bornée : sinon il existerait
une sous suite que nous noterons encore µn tendant vers +∞, en divisant
(4.30) par µn, en passant à la limite, et en utilisant le fait que K0 est fermé,
on obtiendrait :

−aq+1 = lim
n

zn

µn

∈ K0

ce qui contredirait (4.29). Comme µn bornée on peut, à une sous-suite près,
supposer que µn converge vers µ ≥ 0. Comme yn = zn +µnaq+1 converge vers
y on en déduit que zn converge vers z = y − µaq+1, en utilisant à nouveau
que K0 est fermé on a z ∈ K0 et donc y = z + µaq+1 appartient à K.

2

Le lemme de Farkas s’énonce comme suit :

Proposition 4.4 Soit (H, 〈., .〉) un espace de Hilbert, q ∈ N∗ et (a, a1, ...., aq) ∈
Hq+1, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. pour tout x ∈ H, si 〈ai, x〉 ≤ 0 pour i = 1, ..., q alors 〈a, x〉 ≤ 0,

2. il existe (λ1, ...., λq) ∈ R
q
+ tels que a =

∑q
i=1 λiai.

Preuve:

L’implication 2. ⇒ 1. est évidente. Remarquons que 2. signifie simplement
que a ∈ K avec

K :=

{

q
∑

i=1

λiai, (λ1, ...., λq) ∈ R
q
+

}

.
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Supposons que 1. est satisfaite et a /∈ K. En vertu du lemme 4.2 K est
convexe fermé : on peut donc séparer strictement a de K. Il existe donc
x ∈ H et ε > 0 tel que :

sup
p∈K

〈p, x〉 ≤ 〈a, x〉 − ε. (4.31)

Soit p ∈ K comme tp ∈ K pour tout t > 0, (4.31) implique en particulier :

sup
t>0

t 〈p, x〉 < +∞

ce qui implique donc 〈p, x〉 ≤ 0 pour tout p ∈ K. Comme 0 ∈ K, il vient
donc :

sup
p∈K

〈p, x〉 = 0

En reportant dans (4.31), on a donc :

sup
p∈K

〈p, x〉 = 0 ≤ 〈a, x〉 − ε. (4.32)

Ceci implique enfin que 〈ai, x〉 ≤ 0 pour i = 1, ..., q et 〈a, x〉 ≥ ε > 0 ce qui
contredit 1.. 2

Une conséquence immédiate du lemme de Farkas est la variante suivante :

Corollaire 4.1 Soit (H, 〈., .〉) un espace de Hilbert, (p, q) ∈ N∗ × N∗ et
(a1, ...., ap, ap+1, ..., ap+q, a) ∈ Hp+q+1, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. pour tout x ∈ H, si 〈ai, x〉 ≤ 0 pour i = 1, ..., p et 〈ai, x〉 = 0 pour
i = p + 1, ..., p + q alors 〈a, x〉 ≤ 0,

2. il existe (λ1, ...., λp) ∈ R
p
+ et (λp+1, ...., λp+q) ∈ Rq tels que a =

∑p+q
i=1 λiai.
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Deuxième partie

Calcul différentiel
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Chapitre 5

Quelques rappels

5.1 Plusieurs notions de différentiabilité

Dans ce qui suit on se donne (E, ‖.‖E) et (F, ‖.‖F ) deux R-evn, Ω un
ouvert de E et f une application définie sur Ω à valeurs dans F . Si x ∈ Ω
alors il existe r > 0 tel que B(x, r) ⊂ Ω en particulier si h ∈ E et t ∈ R est
assez petit (tel que |t|‖h‖E < r) alors x + th ∈ Ω. On a alors une première
notion de dérivabilité : celle de dérivabilité dans la direction h :

Définition 5.1 Soit x ∈ Ω et h ∈ E, on dit que f est dérivable en x dans la
direction h ssi la limite suivante existe (au sens de la topologie de (F, ‖.‖F )) :

lim
t→0, t6=0

1

t
(f(x + th) − f(x)).

Si cette limite existe, on l’appelle dérivée directionnelle de f en x dans la
direction h et on la note Df(x; h).

Notons que f est dérivable en x dans la direction h ssi les limites (à droite
et à gauche) suivantes (au sens de la topologie de (F, ‖.‖F )) :

lim
t→0+

1

t
(f(x + th) − f(x)) et lim

t→0−

1

t
(f(x + th) − f(x)).

existent et sont égales. Ceci conduit à la définition :

Définition 5.2 Soit x ∈ Ω et h ∈ E, on dit que f est dérivable à droite en
x dans la direction h ssi la limite suivante existe (au sens de la topologie de
(F, ‖.‖F )) :

lim
t→0+

1

t
(f(x + th) − f(x)).

Si cette limite existe, on l’appelle dérivée à droite de f en x dans la direction
h et on la note D+f(x; h).
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En remarquant que si f est dérivable à droite en x dans la direction −h
alors :

D+f(x;−h) = − lim
t→0−

1

t
(f(x + th) − f(x))

nous en déduisons que f est dérivable en x dans la direction h ssi f est
dérivable à droite en x dans les directions h et −h et :

D+f(x;−h) = −D+f(x; h).

Trois exercices (très) faciles, avant d’aller plus loin :

Exercice 5.1 Montrer que Df(x; 0) existe (aucune hypothèse sur f) et vaut
0.

Exercice 5.2 Montrer que si f est dérivable à droite en x dans la direction
h, alors pour tout λ > 0, f est dérivable à droite en x dans la direction λh
et :

D+f(x; λh) = λD+f(x; h).

Exercice 5.3 Montrer que si f est dérivable en x dans la direction h, alors
pour tout λ ∈ R, f est dérivable en x dans la direction λh et :

Df(x; λh) = λDf(x; h).

Définition 5.3 Soit x ∈ Ω on dit que f est Gâteaux-dérivable en x ssi f
admet une dérivée directionnelle dans la direction h pour tout h ∈ E et l’ap-
plication h 7→ Df(x; h) est linéaire et continue. On note alors Df(x; h) :=
DGf(x)(h) et DGf(x) ∈ Lc(E, F ) s’appelle la dérivée au sens de Gâteaux
de f en x. On dit que f est Gâteaux dérivable sur Ω ssi f est Gâteaux-
différentiable en chaque point de x ∈ Ω.

Remarque. La Gâteaux différentiabilité est une notion assez faible qui
n’entraine pas automatiquement la continuité. Pour s’en persuader, on étudiera
avec profit le comportement au voisinage de 0 de la fonction f : R2 → R

définie par

f(x, y) =

{

1 si y = x2 et x 6= 0
0 sinon

Remarque. Le fait que les dérivées directionnelles Df(x; h) existent ∀h ∈ E
n’impliquent pas que f soit Gâteaux-dérivable en x. Pour s’en persuader,
étudier la fonction f : R2 → R définie par

f(x, y) =

{

0 si (x, y) = (0, 0)
x3

x2+|y|
sinon
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Remarque. (importante) La définition de la Gâteaux-différentiabilité dépend
du choix des normes sur E et F . Il est cependant facile de voir que le choix de
normes équivalentes sur E et F conduit à la même définition. En particulier,
si E et F sont de dimension finie, le choix de normes particulières est sans
incidence sur la définition 5.3.

Une notion plus forte est la notion de différentiabilité au sens de Fréchet :

Définition 5.4 Soit x ∈ Ω on dit que f est Fréchet-dérivable (ou simplement
dérivable ou différentiable) en x ssi il existe L ∈ Lc(E, F ) et une fonction ε
définie sur un voisinage de 0 dans E et à valeurs dans F tels que :

f(x + h) = f(x) + L(h) + ‖h‖E · ε(h) avec limh→0 ‖ε(h)‖F = 0. (5.1)

Sous forme quantifiée, (5.1) signifie exactement : ∀ε > 0, ∃δε > 0 tel que
pour tout h ∈ E, on a :

‖h‖E ≤ δε ⇒ ‖f(x + h) − f(x) − L(h)‖F ≤ ε‖h‖E

Remarque. (importante) La définition de la (Fréchet)-différentiabilité dépend
du choix des normes sur E et F . Il est cependant facile de voir que le choix de
normes équivalentes sur E et F conduit à la même définition (s’en convaincre
à titre d’exercice facile). En particulier, si E et F sont de dimension finie, le
choix de normes particulières est sans incidence sur la définition 5.4.

Remarque. Si f est dérivable en x alors f est continue en x (noter la
différence avec la Gâteaux différentiabilité).

On écrit aussi usuellement (5.1) sous la forme synthétique :

f(x + h) = f(x) + L(h) + o(h) (5.2)

la notation o(h) désignant une fonction qui ”tend vers 0 (dans F ) plus vite
que h lorsque h tend vers 0 (dans E)”, c’est à dire :

lim
h→0, h6=0

‖o(h)‖F

‖h‖E
= 0. (5.3)

Remarque. Lorsque E est de dimension finie, en vertu du théorème 3.2
Lc(E, F ) = L(E, F ) et donc on peut omettre la condition ”L continue” dans
la définition 5.4.
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Lemme 5.1 Soit x ∈ Ω s’il existe L1 ∈ Lc(E, F ) et L2 ∈ Lc(E, F ) tels que :

f(x + h) = f(x) + L1(h) + o(h) = f(x) + L2(h) + o(h).

alors L1 = L2.

Preuve:

On a (L1 − L2)h = o(h) donc pour ε > 0, il existe δ > 0 tel que pour tout
h ∈ B(0, δ), on a :

‖(L1 − L2)(h)‖F ≤ ε‖h‖E

et donc
‖L1 − L2‖Lc(E,F ) ≤ ε

comme ε > 0 est arbitraire, on en déduite L1 = L2.
2

Le lemme précédent montre qu’il existe au plus un élément L de Lc(E, F )
vérifiant (5.2), ceci permet de définir la dérivée (au sens de Fréchet) de f en
x, f ′(x) de manière intrinsèque :

Définition 5.5 Soit x ∈ Ω et f différentiable en x, on appelle différentielle
(ou dérivée) de f en x, et l’on note f ′(x) l’unique élément de Lc(E, F )
vérifiant :

f(x + h) = f(x) + f ′(x)(h) + o(h).

On dit que f est différentiable sur Ω ssi f est différentiable en chaque point
de x ∈ Ω

Si f est différentiable en x alors f est Gâteaux différentiable en x, admet
des dérivées directionnelles dans toutes les directions, et :

f ′(x) = DGf(x), Df(x; h) = f ′(x)(h) ∀h ∈ E.

Bien retenir que la dérivée de f en x (qu’elle soit au sens Gâteaux ou
Fréchet) est une application linéaire continue de E vers F . Lorsque f est
différentiable sur Ω (Gâteaux ou Fréchet), sa dérivée (f ′ : x 7→ f ′(x) ou
DGf : x 7→ DGf(x)) est donc une application définie sur Ω à valeurs dans
Lc(E, F ).

Définition 5.6 On dit que f est de classe C1 sur Ω (ce que l’on note f ∈
C1(Ω, F )) ssi f est différentiable sur Ω et f ′ ∈ C0(Ω, Lc(E, F )).

On a alors le :

62



Théorème 5.1 Si f est Gâteaux-différentiable sur Ω et DGf ∈ C0(Ω, Lc(E, F ))
alors f est de classe C1 sur Ω .

Nous prouverons ce résultat au chapitre suivant. Le théorème 5.1 est très
utile car il permet de procéder comme suit pour montrer en pratique que f
est de classe C1 :

– Etape 1 : On calcule Df(x; h) pour (x, h) ∈ Ω × E.
– Etape 2 : On montre que h 7→ Df(x; h) est linéaire continue donc f

est Gâteaux-différentiable en x et Df(x; h) = DGf(x)(h).
– Etape 3 : On montre que DGf : x 7→ DGf(x) est continue de Ω dans

Lc(E, F ).
Concernant les applications bijectives, on a les définitions :

Définition 5.7 Soit Ω un ouvert de E, Ω′ un ouvert de F et f une bijection
de Ω sur Ω′ on dit que :

– f est un homéomorphisme de Ω sur Ω′ si f ∈ C0(Ω, Ω′) et f−1 ∈
C0(Ω′, Ω),

– f est un C1-difféomorphisme (ou difféomorphisme de classe C1) de Ω
sur Ω′ si f ∈ C1(Ω, Ω′) et f−1 ∈ C1(Ω′, Ω).

Lorsque l’espace de départ E est un espace de Hilbert et que l’espace
d’arrivée est R, alors la dérivée étant une forme linéaire continue sur E, on
peut en utilisant le théorème de Riesz identifier la dérivée à un élément de
E, cela conduit à la notion de vecteur gradient :

Définition 5.8 Soit (E, 〈., .〉) un espace de Hilbert, Ω un ouvert de E, f
une application définie sur E à valeurs réelles et x ∈ Ω. Si f est Gâteaux-
différentiable en x, on appelle gradient de f en x et l’on note ∇f(x) l’unique
élément de E tel que :

DGf(x)(h) = 〈∇f(x), h〉 pour tout h ∈ E.

Dans le cas particulier E = Rn (muni de son ps usuel), nous verrons par la
suite que le gradient de f en x est le vecteur formé par les dérivées partielles
par rapport aux n coordonnées de f en x.

5.2 Règles de calcul

Proposition 5.1 Soit f et g deux applications définies sur Ω à valeurs dans
F et x ∈ Ω, on a :
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1. si f est constante au voisinage de x alors f est différentiable en x et
f ′(x) = 0,

2. si f est différentiable en x, pour tout α ∈ R, αf est différentiable en x
et :

(αf)′(x) = αf ′(x)

3. Si f et g sont différentiables en x ∈ alors f + g aussi et :

(f + g)′(x) = f ′(x) + g′(x)

4. Si L ∈ Lc(E, F ) alors L ∈ C1(E, F ) et : L′(z) = L pour tout z ∈ E.

Sur la dérivabilité des applications bilinéaires continues on a le résultat
dont la preuve est laissée en exercice au lecteur :

Proposition 5.2 Soit E, F et G, trois R-evn, a ∈ L2,c(E × F, G) alors
a ∈ C1(E × F, G) et pour tout (x, y) ∈ E × F et (h, k) ∈ E × F , on a :

a′(x, y)(h, k) = a(x, k) + a(h, y).

Proposition 5.3 Soit E, F1, ...., Fp des R-evn, Ω un ouvert de E, et pour
i = 1, ..., p, fi une applications définie sur Ω à valeurs dans Fi. Pour x ∈ Ω
on définit :

f(x) = (f1(x), ..., fp(x)) ∈

p
∏

i=1

Fi,

alors f est différentiable en x ∈ Ω ssi fi est différentiable en x ∈ Ω pour
i = 1, ..., p et l’on a dans ce cas :

f ′(x)(h) = (f ′
1(x)(h), ...., f ′

p(x)(h)) pour tout h ∈ E

On peut noter le résultat précédent sous forme synthétique :

f ′ = (f1, ..., fp)
′ = (f ′

1, ..., f
′
p)

qui exprime que la dérivation se fait composante par composante.

Concernant la dérivabilité d’une composeé, on a :

Théorème 5.2 Soit E, F et G trois evn, Ω un ouvert de E, U un ouvert de
F , f une application définie sur Ω à valeurs dans F , g une application définie
sur U à valeurs dans G et x ∈ Ω. Si f est différentiable en x, f(x) ∈ U et g
est différentiable en f(x) alors g ◦ f est différentiable en x et l’on a :

(g ◦ f)′(x) = g′(f(x)) ◦ f ′(x).
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Corollaire 5.1 Si, en plus des hypothèses du théorème précédent, on sup-
pose que f est de classe C1 sur Ω, que f(Ω) ⊂ U et que g est de classe C1

sur U alors g ◦ f est de classe C1 sur Ω.

Sur la dérivabilité d’un produit (scalaire × vecteur), on a :

Proposition 5.4 Soit E, et F et deux evn, Ω un ouvert de E, f une ap-
plication définie sur Ω à valeurs dans F , u une application définie sur Ω à
valeurs dans R et x ∈ Ω. Si f et u sont différentiables en x, alors u · f est
différentiable en x et l’on a :

(u · f)′(x)(h) = (u′(x)(h)) · f(x) + u(x) · f ′(x)(h) pour tout h ∈ E.

Enfin, nous admettrons le résultat suivant sur la dérivabilité de l’inverse.
Retenez que le résultat qui suit n’est valable que dans le cadre complet car
sa démonstration utilise le théorème de Banach 3.3.

Théorème 5.3 Soit E, F deux espaces de Banach, Ω un ouvert de E, U un
ouvert de F , f un homéomorphisme de Ω dans U (f−1 : U → Ω) et x ∈ Ω. Si
f est différentiable en x et si f ′(x) est inversible alors f−1 est différentiable
en f(x) et :

(f−1)′(f(x)) = [f ′(x)]−1.

5.3 Dérivées partielles

Intéressons nous maintenant au cas où l’espace de départ est un produit
d’evn : E = E1 × ...×Ep chaque Ek est muni d’une norme Nk et E est muni
de la norme produit :

N : x = (x1, ...., xp) 7→ N(x) := N1(x1) + .... + Np(xp).

(ou de n’importe quelle norme équivalente).
Dans ce qui suit, on considère Ω un ouvert de E de la forme Ω = Πp

k=1Ωk

avec Ωk un ouvert de Ek, F un evn et f une application définie sur Ω à
valeurs dans F .

Définition 5.9 Soit x = (x1, ..., xp) ∈ Ω et k ∈ {1, ..., p}, on dit que f
admet une dérivée partielle par rapport à la k-ième variable en x ssi la k-
ième application partielle :

y ∈ Ωk 7→ f(x1, ...., xk−1, y, xk+1, , xp) ∈ F

est différentiable en xk. On appelle alors dérivée partielle de f par rapport à
la k-ième variable en x et l’on note ∂kf(x) (ou aussi souvent ∂xk

f(x), ∂f
∂xk

(x),

Dkf(x), fxk
(x), f ′

xk
(x)) la dérivée de cette application partielle en xk.
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Remarque. La notion de dérivée partielle est reliée à celle de dérivée direc-
tionnelle. En effet, il est facile de voir que si f admet une dérivée partielle par
rapport à la k-ième variable en x alors f est dérivable en x dans la direction
(0, ..., 0, hk, 0, ..., 0) et l’on a :

Df(x; (0, ..., 0, hk, 0, ..., 0)) = ∂kf(x)(hk)

Noter que la notion de différentiabilité de la définition précédente est celle
de Fréchet et bien comprendre que ∂kf(x) ∈ Lc(Ek, F ). Le lien entre dérivée
et et dérivées partielles est donné par des formules connues et utiles :

Proposition 5.5 Soit x = (x1, ..., xp) ∈ Ω, si f est différentiable en x alors,
pour tout k ∈ {1, ..., p}, f admet une dérivée partielle par rapport à la k-ième
variable en x et on a :

∂kf(x)(hk) = f ′(x)(0, ...., hk, ....., 0), ∀hk ∈ Ek, (5.4)

et pour tout h = (h1, ..., hp) ∈ E :

f ′(x)(h) =

p
∑

k=1

∂kf(x)(hk). (5.5)

Le fait d’être différentiable implique donc d’admettre des dérivées par-
tielles, la réciproque est fausse (cf remarque sur les dérivées directionnelles).
En revanche si f admet des dérivées partielles et que celles ci dépendent
continûment de x alors f est de classe C1, c’est l’objet du :

Théorème 5.4 Si pour tout k ∈ {1, ..., p} et tout x ∈ Ω, f admet une dérivée
partielle par rapport à la k-ième variable en x et si l’application x 7→ ∂kf(x)
(définie sur Ω et à valeurs dans Lc(Ek, F )) est continue sur Ω alors f est de
classe C1 sur Ω et la formule (5.5) est satisfaite.

Ce théorème très utile en pratique sera démontré au prochain chapitre.

5.4 Représentation matricielle en dimension

finie

Nous allons maintenant nous intéresser au cas où E et F sont de dimen-
sion finie. Dans ce cas, puisque la dérivée de f en x est une application linéaire
de E dans F , on peut la représenter sous la forme d’une matrice. Comme
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d’habitude quand on fait du calcul matriciel, il est utile de représenter les vec-
teurs sous forme de vecteurs colonnes. On suppose donc dans ce paragraphe
que E = Rn, F = Rp, Ω est un ouvert de E = Rn et f une application définie
sur Ω à valeurs dans F = Rp. On note les éléments de Rn sous la forme :

x =

















x1

.

.

.

.
xn

















et f , sous la forme :

f(x) =

















f1(x)
.
.
.
.

fp(x)

















avec fi définie sur Ω à valeurs réelles est la i-ème composante de f . Nous
savons que f est différentiable en x ∈ Ω ssi chaque composante de f , f1, ...,
fp est différentiable en x et dans ce cas chaque fi admet une dérivée partielle
par rapport à chaque variable xj. D’après la formule (5.5) on a pour tout
i ∈ {1, , p} et tout h ∈ Rn :

f ′
i(x)(h) =

n
∑

j=1

∂jfi(x)hj

et donc :

f ′(x)(h) =

















f ′
1(x)(h)

.

.

.

.
f ′

p(x)(h)

















=

















∑n
j=1 ∂jf1(x)hj

.

.

.

.
∑n

j=1 ∂jfi(x)hj

















ce qui peut se réecrire sous forme matricielle :

f ′(x)(h) =

















∂1f1(x) . . ∂nf1(x)
. . . .
. . . .
. . . .
. . . .

∂1fp(x) . . ∂nfp(x)

































h1

.

.

.

.
hn
















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Ainsi l’application linéaire f ′(x) ∈ L(Rn, Rp) est représentée dans les bases
canoniques de Rn et Rp par la matrice de format p×n de terme général ∂jfi(x)
que l’on appelle matrice jacobienne de f en x et que l’on note Jf(x) :

Jf(x) :=

















∂1f1(x) . . ∂nf1(x)
. . . .
. . . .
. . . .
. . . .

∂1fp(x) . . ∂nfp(x)

















ainsi, sous forme matricielle l’expression de la différentielle de f en x est
donnée par :

f ′(x)(h) = Jf(x)h, pour tout h =

















h1

.

.

.

.
hn

















∈ Rn

Notons que les règles de calcul (composition, inverse...) se traduisent matri-
ciellement. Si f est différentiable en x et si g est une application définie sur
un voisinage de f(x) dans Rp à valeurs dans Rk et si g est différentiable en
f(x), alors g ◦ f est différentiable en x et l’on a :

J(g ◦ f)(x) = Jg(f(x)) × Jf(x).

Prenons par exemple n = p = 2 et k = 1, en appliquant l’expression matri-
cielle précédente de la dérivée d’une composée, il vient :

∂1(g ◦ f)(x1, x2) = ∂1g(f(x1, x2))∂1f1(x1, x2) + ∂2g(f(x1, x2))∂1f2(x1, x2),

∂2(g ◦ f)(x1, x2) = ∂1g(f(x1, x2))∂2f1(x1, x2) + ∂2g(f(x1, x2))∂2f2(x1, x2).

De même, si f est un homéomorphisme d’un voisinage de x sur un voisinage
de f(x) et si la matrice Jf(x) est inversible (ce qui implique que n = p) alors
f−1 est différentiable en f(x) et l’on a :

Jf−1(f(x)) = [Jf(x)]−1.

Dans le cas du but réel c ’est à dire F = R, Jf(x) est le vecteur ligne :

Jf(x) := (∂1f1(x), ..., ∂nf1(x))
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ainsi :

f ′(x)(h) = 〈∇f(x), h〉 =

n
∑

j=1

∂jf(x)hj =

















∂1f(x)
.
.
.
.

∂nf(x)

















·

















h1

.

.

.

.
hn

















pour tout h ∈ Rn

en identifiant on a donc l’expression du gradient de f en x :

∇f(x) =

















∂1f(x)
.
.
.
.

∂nf(x)

















.

Dans le cas polaire où E = R et F = Rp et en notant f = (f1, ..., fp), si
f est dérivable en t, alors f ′(t) ∈ L(R, Rp) :

f ′(t)(h) = (f ′
1(t), ..., f

′
p(t))h, pour tout h ∈ R

et on identife simplement f ′(t) au vecteur de Rp, (f ′
1(t), ..., f

′
p(t)).
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Chapitre 6

Accroissements finis, formules

de Taylor

6.1 Inégalités d’accroissements finis

Commencons par des rappels sur le cas réel. Rappelons d’abord le théorème
de Rolle :

Théorème 6.1 Soit a < b deux réels et f ∈ C0([a, b], R). Si f(a) = f(b) et
f est dérivable sur ]a, b[ alors il existe c ∈]a, b[ tel que f ′(c) = 0.

Le théorème des accroissements finis (TAF en abrégé) s’énonce alors
comme suit

Théorème 6.2 Soit a < b deux réels et f ∈ C0([a, b], R). Si f est dérivable
sur ]a, b[ alors il existe c ∈]a, b[ tel que :

f ′(c) =
f(b) − f(a)

b − a
.

Etant donnés, un evn E et (a, b) ∈ E2 on rappelle que :

[a, b] = {ta + (1 − t)b, t ∈ [0, 1]} et ]a, b[= {ta + (1 − t)b, t ∈]0, 1[}

On déduit alors du théorème 6.2 un TAF pour des fonctions de plusieurs
variables à valeurs réelles :

Théorème 6.3 Soit E un evn, Ω un ouvert de E, a 6= b deux points de Ω
tels que [a, b] ⊂ Ω et f une fonction définie sur Ω à valeurs réelles. Si f
est continue sur [a, b] et la dérivée directionnelle Df(x; b − a) existe en tout
x ∈]a, b[ alors il existe c ∈]a, b[ tel que :

f(b) − f(a) = Df(c; b − a).
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Preuve:

Définissons pour t ∈ [0, 1], g(t) := f(a + t(b− a)), g est continue sur [0, 1] et
si t ∈]0, 1[ on a :

lim
h→0, h6=0

g(t + h) − g(t)

h
= lim

h→0, h6=0

f(a + (t + h)(b − a)) − f(a + t(b − a))

h

et comme la dérivée directionnelle Df(a + t(b − a); b − a) existe, nous en
déduisons que g est différentiable sur ]0, 1[ avec :

g′(t) = Df(a + t(b − a); b − a)

on applique alors le TAF à g : il existe t ∈]0, 1[ tel que g(1)− g(0) = g ′(t) en
posant c = a + t(b − a) on a donc :

f(b) − f(a) = Df(c; b − a).

2

Pour des fonctions à valeurs dans un evn F , l’inégalité des accroissements finis
(IAF) s’énonce comme suit :

Théorème 6.4 Soit E et F deux R-evn, Ω un ouvert de E, f une fonction
définie sur Ω à valeurs dans F , (a, b) ∈ Ω2 tels que a 6= b, [a, b] ⊂ Ω et f
est continue sur [a, b]. Si la dérivée directionnelle Df(x; b− a) existe en tout
x ∈]a, b[ alors il existe c ∈]a, b[ tel que :

‖f(b) − f(a)‖ ≤ ‖Df(c; b − a)‖. (6.1)

Preuve:

Nous allons nous limiter au cas où F est un espace de Hilbert et admettrons
le résultat dans le cas général. Soit p ∈ F et pour t ∈ E, définissons :

g(t) := 〈p, f(a + t(b − a)〉

alors g (à valeurs réelles) vérifie les hypothèses du théorème 6.2 : il existe
t ∈]0, 1[ (noter que t dépend de p) tel que :

〈p, f(b) − f(a)〉 = g(1) − g(0) = g′(t) = 〈p, Df(c; b − a)〉 (6.2)

(où l’on a posé c = a + t(b − a) ∈]a, b[). Si f(b) = f(a), le résultat cherché,
est évident, on suppose donc f(b) 6= f(a), en appliquant (6.2) à p = (f(b) −
f(a))/‖f(b) − f(a)‖ et en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz il vient
alors :

〈

f(b) − f(a),
f(b) − f(a)

‖f(b) − f(a)‖

〉

= ‖f(b) − f(a)‖ = 〈p, Df(c; b − a)〉

≤ ‖p‖‖Df(c; b − a)‖ = ‖Df(c; b − a)‖.
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2

Si f est Gâteaux-dérivable sur Ω, alors la conclusion du théorème 6.4
implique qu’il existe c ∈]a, b[ tel que :

‖f(b) − f(a)‖ ≤ ‖DGf(c)(b − a)‖ ≤ ‖DGf(c)‖‖b − a‖. (6.3)

Notons aussi que si f est Gâteaux-dérivable sur Ω et si [a, b] ⊂ Ω alors f est
continue sur [a, b] (exercice).

On en déduit plusieurs corollaires :

Corollaire 6.1 Soit E et F deux R-evn, Ω un ouvert de E, f une fonction
définie sur Ω à valeurs dans F , (a, b) ∈ Ω2 tels que a 6= b, [a, b] ⊂ Ω et f
est continue sur [a, b]. Si la dérivée directionnelle Df(x; b− a) existe en tout
x ∈]a, b[ alors :

‖f(b) − f(a)‖ ≤ sup
c∈]a,b[

‖Df(c; b − a)‖. (6.4)

(le sup pouvant valoir +∞.)

Si f est Gâteaux-dérivable sur Ω, alors la conclusion du corollaire 6.1 im-
plique :

‖f(b) − f(a)‖ ≤ sup
c∈]a,b[

‖DGf(c)‖‖b − a‖. (6.5)

On en déduit donc

Corollaire 6.2 Soit E et F deux R-evn, Ω un ouvert convexe de E, f une
fonction définie sur Ω à valeurs dans F . Si f est Gâteaux-dérivable sur Ω et
si ‖DGf(x)‖ ≤ k pour tout x ∈ Ω alors pour tout (a, b) ∈ Ω2, on a :

‖f(b) − f(a)‖ ≤ k‖b − a‖. (6.6)

(f est k-lipschitzienne sur Ω).

Une autre inégalité de type IAF bien utile nous est fournie par :

Corollaire 6.3 Soit E et F deux R-evn, Ω un ouvert de E, f une fonction
définie sur Ω à valeurs dans F , (a, b) ∈ Ω2 tels que a 6= b, [a, b] ⊂ Ω et f est
continue sur [a, b]. Si f est Gâteaux-dérivable sur Ω alors pour tout z ∈ Ω
on a :

‖f(b) − f(a) − DGf(z)(b − a)‖ ≤ sup
c∈]a,b[

‖DGf(c) − DGf(z)‖‖b − a‖

en particulier :

‖f(b) − f(a) − DGf(a)(b − a)‖ ≤ sup
c∈]a,b[

‖DGf(c) − DGf(a)‖‖b − a‖

Preuve:

Appliquer le corollaire 6.1 à la fonction x 7→ f(x) − DGf(z)(x).
2
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6.2 Applications

Nous sommes désormais en mesure de prouver le théorème 5.1 que nous
rappelons :

Théorème 6.5 Si f est Gâteaux-différentiable sur Ω et DGf ∈ C0(Ω, Lc(E, F ))
alors f est de classe C1 sur Ω.

Preuve:

Si nous montrons que pour tout x ∈ Ω, et tout ε > 0, il existe δε > 0 tel que
pour tout h ∈ E tel que ‖h‖ ≤ δε, on a :

‖f(x + h) − f(x) − DGf(x)(h)‖ ≤ ε‖h‖

alors nous aurons montré que f est différentiable et f ′(x) = DGf(x) pour
tout x et donc que f est de classe C1 sur Ω puisque DGf ∈ C0(Ω, Lc(E, F )).
Soit r > 0 tel que B(x, r) ⊂ Ω, soit δ ∈]0, r[ et h ∈ B(x, δ), alors [x, x + h] ⊂
B(x, δ) et le corollaire 6.1 donne :

‖f(x + h) − f(x) − DGf(x)(h)‖ ≤ sup
c∈[x,x+h]

‖DGf(c) − DGf(x)‖h‖

≤ sup
c∈B(x,δ)

‖DGf(c) − DGf(x)‖‖h‖

Comme DGf ∈ C0(Ω, Lc(E, F )), il existe δε ∈]0, r[ tel que :

sup
c∈B(x,δε)

‖DGf(c) − DGf(x)‖ ≤ ε

on en déduit le résultat voulu. 2

Nous pouvons également prouver le théorème 6.6 que nous rappelons :

Théorème 6.6 Soit E1, ..., Ep et F des evn, E := E1 × ... × Ep et Ω un
ouvert de E. Si pour tout k ∈ {1, ..., p} et tout x ∈ Ω, f admet une dérivée
partielle par rapport à la k-ième variable en x et si l’application x 7→ ∂kf(x)
(définie sur Ω et à valeurs dans Lc(Ek, F )) est continue sur Ω alors f est de
classe C1 sur Ω et la formule (5.5) est satisfaite.

Preuve:

Nous allons démontrer le résultat pour p = 2, et laisser le soin au lecteur
de traiter le cas général de manière analogue. Soit x = (x1, x2) ∈ Ω, il
nous faut montrer que pour tout ε > 0, il existe δε > 0 tel que pour tout
(h1, h2) ∈ E1 × E2 tel que ‖h1‖ + ‖h2‖ ≤ δε, on a :

‖f(x1 + h1, x2 + h2) − f(x) − ∂1f(x)(h1) − ∂2f(x)(h2)‖ ≤ ε(‖h1‖ + ‖h2‖).
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On commence par remarquer que :

f(x1 + h1, x2 + h2) − f(x) − ∂1f(x)(h1) − ∂2f(x)(h2) = (f(x1 + h1, x2 + h2)

−f(x1, x2 + h2) − ∂1f(x)(h1)) + (f(x1, x2 + h2) − f(x1, x2) − ∂2f(x)(h2))

Remarquons ensuite que pour tout y ∈ Ω, f est différentiable en y dans
les directions (h1, 0) et (0, h2) avec :

Df(y; (h1, 0)) = ∂1f(y)(h1) et Df(y; (0, h2)) = ∂2f(y)(h2)

On déduit alors du théorème 6.4, qu’il existe t1 ∈]0, 1[ tel que

‖f(x1+h1, x2+h2)−f(x1, x2+h2)−∂1f(x)(h1)‖ ≤ ‖(∂1f(x1+t1h1, x2+h2)−∂1f(x))(h1)‖.

De même il existe t2 ∈]0, 1[ tel que

‖f(x1, x2+h2)−f(x1, x2)−∂2f(x)(h2)‖ ≤ ‖(∂2f(x1, x2+t2h2)−∂2f(x))(h2))‖.

Comme ∂1f et ∂2f sont continues, il existe δε tel que B(x, δε) ⊂ Ω et pour
tout y ∈ B(x, δε) :

max(‖∂1f(y) − ∂1f(x)‖, ‖∂2f(y) − ∂2f(x)‖) ≤ ε

Si ‖h1‖ + ‖h2‖ ≤ δε, les points (x1 + t1h1, x2 + h2) et (x1, x2 + t2h2) appar-
tiennent à B(x, δε) et donc :

‖f(x1 + h1, x2 + h2) − f(x) − ∂1f(x)(h1) − ∂2f(x)(h2)‖ ≤ ε(‖h1‖ + ‖h2‖).

2

6.3 Dérivées secondes

Soit E et F deux evn, Ω un ouvert de E et f une application définie sur
Ω à valeurs dans F , on a la :

Définition 6.1 Soit x ∈ Ω, on dit que f est deux fois (Fréchet) dérivable
en x s’il existe un ouvert U ⊂ Ω tel que x ∈ Ω et :

– f est dérivable sur U ,
– l’application y ∈ U 7→ f ′(y) ∈ Lc(E, F ) est dérivable en x.

Dans ce cas, la dérivée seconde de f en x est donnée par :

f ′′(x) := (f ′)′(x) ∈ Lc(E, Lc(E, F )).
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La définition précédente peut s’exprimer par :

f ′(x + h) − f ′(x) = f ′′(x)(h) + o(h) dans Lc(E, F )

la notation o(h) désignant une fonction telle que :

‖o(h)‖Lc(E,F )

‖h‖
→ 0 quand h → 0, h 6= 0

ce qu’on peut aussi écrire o(h) = ‖h‖ε(h) avec ε(h) ∈ Lc(E, F ) tel que :

‖ε(h)‖Lc(E,F ) → 0 quand h → 0.

Grâce aux résultats du paragraphe 3.4, on peut identifier Lc(E, Lc(E, F ))
à L2,c(E×E, F ), ceci permet d’identifier f ′′(x) à l’application bilinéaire conti-
nue que nous notons aussi f ′′(x) :

f ′′(x)(h, k) = (f ′′(x)(h))(k) pour tout (h, k) ∈ E2.

Nous ferons systématiquement cette identification par la suite.

Si nous fixons k ∈ E et supposons f deux fois différentiable en x, on a
alors :

(f ′(x + h) − f ′(x))(k) = (f ′′(x)(h))(k) + o(h)(k) = f ′′(x)(h, k) + o(h)

ainsi l’application f ′(.)(k) : y 7→ f ′(y)(k) est différentiable en x et l’on a :

(f ′(.)(k))′(x)(h) = f ′′(x)(h, k).

Ainsi f ′′(x)(h, k) est la dérivée en x de f ′(.)(k) dans la direction h.

Remarquons que si f est deux fois différentiable en x, alors f ′ est continue
x.

Définition 6.2 On dit que f est de classe C2 sur Ω (ce que l’on note f ∈
C2(Ω, F )) ssi f ∈ C1(Ω, F ), f deux fois différentiable en chaque point de Ω
et f ′′ ∈ C0(Ω, L2,c(E × E, F )).

On peut continuer par récurrence à définir la différentiabilité à des ordres
plus élevés, nous en resterons cependant à la dérivée seconde dans ce cours
car cela est suffisant en optimisation. Nous renvoyons le lecteur intéressé à
Cartan [2] pour les dérivés d’ordre plus élevé.
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6.4 Théorème de Schwarz

Une propriété importante des dérivées secondes est leur symétrie, c’est
l’objet du théorème de Schwarz. D’abord un résultat préliminaire :

Proposition 6.1 Si f est deux fois différentiable en x alors la quantité :

1

(‖h‖ + ‖k‖)2
(f(x + h + k) − f(x + k) − f(x + h) + f(x) − f ′′(x)(h, k))

tend vers 0 quand (h, k) tend vers (0, 0), (h, k) ∈ E × E \ {(0, 0)}.

Preuve:

Par définition pour tout ε > 0, il existe δε > 0 tel que B(x, δε) ⊂ Ω et pour
tout v ∈ B(0, δε) :

‖f ′(x + v) − f ′(x) − f ′′(x)(v)‖ ≤
ε

2
‖v‖. (6.7)

Soit r > 0 tel que B(x, r) ⊂ Ω et f soit différentiable sur B(x, r), définissons
pour (h, k) ∈ E × E tels que ‖h‖ + ‖k‖ ≤ r :

Φ(h, k) := f(x + h + k) − f(x + k) − f(x + h) + f(x) − f ′′(x)(h, k)

Φ est différentiable, Φ(h, 0) = 0 avec l’inégalité des accroissements finis on a
alors :

‖Φ(h, k)‖ = ‖Φ(h, k) − Φ(h, 0)‖ ≤ sup
u∈[0,k]

‖∂2Φ(h, u)‖‖k‖. (6.8)

On a par ailleurs :

∂2Φ(h, u) = f ′(x + h + u) − f ′(x + u) − f ′′(x)(h)

par linéarité de f ′′(x) on a f ′′(x)(h) = f ′′(x)(h + u) − f ′′(x)(u) et donc :

∂2Φ(h, u) = (f ′(x+h+u)−f ′(x)−f ′′(x)(h+u))−(f ′(x+u)−f ′(x)−f ′′(x)(u)).

Si ‖h‖ + ‖k‖ ≤ δε, on a aussi pour tout u ∈ [0, k], ‖u‖ ≤ ‖h‖ + ‖u‖ ≤
‖h‖ + ‖k‖ ≤ δε, et en utilisant (6.7) on a donc :

‖∂2Φ(h, u)‖ ≤
ε

2
(‖h + u‖ + ‖u‖) ≤ ε(‖h‖ + ‖k‖)

avec (6.8), il vient donc que si ‖h‖ + ‖k‖ ≤ δε, alors :

‖Φ(h, k)‖ ≤ ε(‖h‖ + ‖k‖)‖k‖ ≤ ε(‖h‖ + ‖k‖)2

d’où l’on déduit le résultat voulu. 2

Le théorème de Schwarz s’énonce comme suit :
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Théorème 6.7 Si f est deux fois différentiable en x alors l’application bi-
linéaire continue f ′′(x) est symétrique :

f ′′(x)(h, k) = f ′′(x)(k, h) pour tout (h, k) ∈ E × E.

Preuve:

Pour (h, k) ∈ E2 assez petits définissons :

S(h, k) = (f(x + h + k) − f(x + k) − f(x + h) + f(x))

S est symétrique (S(h, k) = S(k, h)) et d’après la proposition 6.1, pour tout
ε > 0 il existe δε > 0 tel que si ‖h‖ + ‖k‖ ≤ δε on a :

‖S(h, k) − f ′′(x)(h, k)‖ ≤
ε

2
(‖h‖ + ‖k‖)2.

Si ‖h‖ + ‖k‖ ≤ δε, en utilisant S(h, k) = S(k, h) on a donc :

‖f ′′(x)(h, k) − f ′′(x)(k, h)‖ ≤ ‖S(h, k) − f ′′(x)(h, k)‖ + ‖S(k, h) − f ′′(x)(k, h)‖

≤ ε(‖h‖ + ‖k‖)2

Soit (u, v) ∈ E×E et t > 0 tel que t(‖u‖+‖v‖) ≤ δε, par bilinéarité de f ′′(x)
on a f ′′(x)(tu, tv) = t2f ′′(x)(u, v), f ′′(x)(tv, tu) = t2f ′′(x)(v, u), et donc

‖f ′′(x)(tv, tu)−f ′′(x)(tu, tv)‖ = t2‖f ′′(x)(v, u)−f ′′(x)(u, v)‖ ≤ εt2(‖u‖+‖v‖)2

et donc ‖f ′′(x)(v, u) − f ′′(x)(u, v)‖ ≤ ε(‖u‖ + ‖v‖)2, ε > 0 étant arbitraire
on a donc f ′′(x)(v, u) = f ′′(x)(u, v). 2

6.5 Dérivées partielles secondes

On considère maintenant le cas où E est un produit d’evn : E = E1 ×
.... × Ep. Nous savons que si f est différentiable en x = (x1, ...., xp) ∈ Ω,
alors pour tout k ∈ {1, ..., p}, f admet une dérivée partielle en x, ∂kf(x) ∈
Lc(E, F ), par rapport à sa k-ième variable. Nous savons également que pour
h = (h1, ..., hp) ∈ E on a :

f ′(x)(h) =

p
∑

k=1

∂kf(x)(hk) et ∂kf(x)(hk) = f ′(x)(0, ..., 0, hk, 0, ..., 0).

Pour i ∈ {1, ..., p}, et j ∈ {1, ..., p}, on peut s’intéresser à la dérivée
partielle de ∂jf par rapport à sa i-ème variable, d’où la :
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Définition 6.3 Soit x ∈ Ω, et (i, j) ∈ {1, ..., p}2, on dit que f admet une
dérivée partielle seconde d’indice (i, j) en x si :

– il existe un voisinage ouvert U de x dans Ω sur lequel f admet une
dérivée partielle par rapport à sa j-ème variable,

– l’application y ∈ U 7→ ∂jf(y) admet une dérivée partielle par rapport à
sa i-ème variable en x.

Dans ce cas, la dérivée partielle seconde d’indice (i, j) en x, notée ∂2
ijf(x)

est donnée par :
∂2

ijf(x) := ∂i(∂jf)(x).

Comme ∂jf(x) ∈ Lc(Ej, F ), on a ∂2
ijf(x) ∈ Lc(Ei, Lc(Ej, F )). En utilisant à

nouveau les résultats du paragraphe 3.4, on peut identifier Lc(Ei, Lc(Ej, F ))
à L2,c(Ei × Ej, F ), ceci permet d’identifier ∂2

ijf(x) à l’application bilinéaire
continue que nous notons aussi ∂2

ijf(x) :

∂2
ijf(x)(hi, kj) = (∂2

ijf(x)(hi))(kj) pour tout (hi, kj) ∈ Ei × Ej.

Nous ferons systématiquement cette identification par la suite.

Les relations entre dérivée seconde et dérivées secondes partielles nous
sont fournies par la :

Proposition 6.2 Si f est deux fois dérivable en x alors pour tout (i, j) ∈
{1, ..., p}2, f admet une dérivée partielle seconde d’indice (i, j) en x, ∂2

ijf(x) ∈
L2,c(Ei × Ej, F ) et pour tout (hi, kj) ∈ Ei × Ej on a :

∂2
ijf(x)(hi, kj) = f ′′(x)((0, ....0, hi, 0, ....0), (0, ....0, kj, 0, ....0)) (6.9)

et les relations de symétrie :

∂2
ijf(x)(hi, kj) = ∂2

jif(x)(kj, hi). (6.10)

De plus pour tout h = (h1, ...., hp) et k = (k1, ...., kp) dans E on a :

f ′′(x)(h, k) =
∑

1≤i,j≤p

∂2
ijf(x)(hi, kj). (6.11)

Preuve:

Si f est deux fois dérivable en x, alors f est dérivable sur un voisinage ouvert
U de x et donc admet des dérivées partielles sur U , soit y ∈ U et kj ∈ Ej,
on a :

∂jf(y)(kj) = f ′(y)(0, ...., 0, kj, 0, ...., 0)

le membre de droite est dérivable en x :

(∂jf(.)(kj))
′(x)(h) = f ′′(x)(h)(0, ...., 0, kj, 0, ...., 0) pour tout h ∈ E
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il admet donc en particulier une dérivée partielle par rapport à sa i-ème
variable. Ainsi f admet une dérivée partielle seconde d’indice (i, j) en x et
pour hi ∈ Ei, en prenant h = (0, ..., 0, hi, 0, ..., 0) dans l’identité précédente,
il vient :

∂2
ijf(x)(hi, kj) = ∂i(∂jf(.)(kj))(x)(hi)

= f ′′(x)((0, ...., 0, hi, 0, ..., 0), (0, ...., 0, kj, 0, ...., 0)).

Les relations de symétrie découlent de (6.9) et du théorème de Schwarz.
Enfin, (6.11) découle de (6.9) et de la bilinéarité de f ′′(x).

2

Dans le cas où E = Rn, F = R, en notant (e1, ..., en) la base canonique
de Rn, on a :

∂2
ijf(x)(hi, kj) = f ′′(x)(hiei, kjej) = hi·kjf

′′(x)(ei, ej) pour tout (hi, kj) ∈ R2.

On identifie alors ∂2
ijf(x) au réel f ′′(x)(ei, ej). Les relations de symétrie

prennent alors la forme ∂2
ijf(x) = ∂2

jif(x).
Dans ce cas, f ′′(x) est une forme bilinéaire symétrique qui avec la formule
(6.11) s’écrit :

f ′′(x)(h, k) =
∑

1≤i,j≤n

∂2
ijf(x)hi · kj.

La matrice hessienne de f en x notée D2f(x) (ou parfois aussi Hf(x)) est
alors par définition la matrice de la forme bilinéaire symétrique f ′′(x) dans la
base canonique, c’est donc la matrice de terme général f ′′(x)(ei, ej) = ∂2

ijf(x).
D2f(x) est une matrice symétrique et son expression est

D2f(x) :=

















∂2
11f(x) . . ∂2

1nf(x)
. . . .
. . . .
. . . .
. . . .

∂2
n1f(x) . . ∂2

nnf(x)

















.

Pour tout (h, k) ∈ Rn × Rn, on a alors :

f ′′(x)(h, k) =
〈

D2f(x)(h), k
〉

==
∑

1≤i,j≤n

∂2
ijf(x)hi · kj.

6.6 Formules de Taylor

Soit E et F deux evn, Ω un ouvert de E et f une application définie sur
Ω à valeurs dans F , et x ∈ Ω. La Formule de Taylor à l’ordre 2 en x est
l’objet du :
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Théorème 6.8 Si f est deux fois dérivable en x, on a :

f(x + h) = f(x) + f ′(x)(h) +
1

2
f ′′(x)(h, h) + o(‖h‖2) (6.12)

avec :
o(‖h‖2)

‖h‖2
→ 0 quand h → 0, h 6= 0.

Preuve:

Il s’agit de montrer que pour tout ε > 0, il existe δε tel que si ‖h‖ ≤ δε alors

‖f(x + h) − f(x) − f ′(x)(h) −
1

2
f ′′(x)(h, h)‖ ≤ ε‖h‖2. (6.13)

Définissons donc

R(h) := f(x + h) − f(x) − f ′(x)(h) −
1

2
f ′′(x)(h, h)

R est bien définie et de classe C1 sur un voisinage de 0 dans E, R(0) = 0 et :

R′(h) = f ′(x + h) − f ′(x) −
1

2
(f ′′(x)(h, .) + f ′′(x)(., h))

et comme f ′′(x) est symétrique, on a :

R′(h) = f ′(x + h) − f ′(x) − f ′′(x)(h).

Donc il existe δε tel que pour tout u tel que ‖u‖ ≤ δε, on a :

‖R′(u)‖ ≤ ε‖u‖

Si ‖h‖ ≤ δε, l’inégalité des accroissements finis implique :

‖R(h)‖ = ‖R(h) − R(0)‖ ≤ sup
u∈[0,h]

‖R′(u)‖‖h‖

≤ ε‖h‖2.

on a donc établi (6.13). 2

Si f est deux fois différentiable au voisinage sur Ω (ou simplement sur un
voisinage de x) on a :

Théorème 6.9 Si h ∈ E est tel que [x, x+h] ⊂ Ω et f est deux fois dérivable
en chaque point de Ω alors on a :

‖f(x + h)− f(x)− f ′(x)(h)−
1

2
f ′′(x)(h, h)‖ ≤ sup

z∈[x,x+h]

‖f ′′(z)− f ′′(x)‖‖h‖2.

(6.14)
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Preuve:

On définit R(h) comme dans la preuve précédente, il s’agit alors de montrer
que :

‖R(h)‖ ≤ sup
z∈[x,x+h]

‖f ′′(z) − f ′′(x)‖‖h‖2. (6.15)

Utilisant R(0) = 0 et l’inégalité des accroissements finis, on a :

‖R(h)‖ ≤ sup
u∈[0,h]

‖R′(u)‖‖h‖. (6.16)

Comme, on a :
R′(u) = f ′(x + u) − f ′(x) − f ′′(x)(u)

si u ∈ [0, h], en appliquant l’inégalité des accroissements finis du corollaire
6.3 à f ′ entre x et x + u, il vient donc :

‖R′(u)‖ ≤ sup
z∈[x,x+u]

‖f ′′(z) − f ′′(x)‖‖u‖

≤ sup
z∈[x,x+h]

‖f ′′(z) − f ′′(x)‖‖h‖
.

Reportant la majoration précédente dans (6.16), nous en déduisons exacte-
ment (6.15). 2

Enfin, terminons par une formule exacte pour f à valeurs dans Rp : la
formule de Taylor à l’ordre 2 avec reste intégral :

Théorème 6.10 Soit f définie sur Ω à valeurs dans Rp, et (x, h) ∈ Ω × E
tels que [x, x+h] ⊂ Ω. Si f est deux fois dérivable en chaque point de [x, x+h]
et si l’application t 7→ f ′′(x + th) est continue sur [0, 1], alors on a :

f(x + h) = f(x) + f ′(x)(h) +

∫ 1

0

(1 − t)f ′′(x + th)(h, h)dt (6.17)

ce qui signifie exactement en notant f1, ..., fp les composantes de f que l’on
a :

fi(x + h) = fi(x) + f ′
i(x)(h) +

∫ 1

0

(1 − t)f ′′
i (x + th)(h, h)dt pour i = 1, ..., p.

(6.18)

Preuve:

Comme on veut montrer l’identité (6.18) composante par composante, on
peut poser f = fi et supposer que p = 1. Posons pour t ∈ [0, 1],

g(t) := f(x + th)
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par hypothèse g est deux fois différentiable avec :

g′(t) = f ′(x + th)(h), g′′(t) = f ′′(x + th)(h, h)

d’où, avec une intégration par parties :

f(x + h) − f(x) = g(1) − g(0) =

∫ 1

0

g′(t)dt =

∫ 1

0

(1 − t)g′′(t)dt − [(1 − t)g′(t)]10

=

∫ 1

0

(1 − t)f ′′(x + th)(h, h)dt + g′(0) = f ′(x)(h) +

∫ 1

0

(1 − t)f ′′(x + th)(h, h)dt.

2

Remarque. L’hypothèse F = Rp dans le théorème précédent nous a unique-
ment servi pour la définition de l’intégrale. Si l’on peut généraliser de manière
satisfaisante la construction de l’intégrale à des fonctions à valeurs dans F
evn de dimension infinie, alors on pourra généraliser la formule de Taylor
avec reste intégral à des fonctions à valeurs dans F . Cette généralisation est
possible lorsque F est un espace de Banach mais elle dépasse largement le
cadre de ce cours.

6.7 Fonctions convexes

La convexité est une notion clé comme nous l’avons déja souligné (théorèmes
de projection et de séparation dans un espace de Hilbert) qui joue un rôle
fondamental en optimisation. Rappelons la définition basique :

Définition 6.4 Soit E un R-ev, C une partie convexe de E et f une ap-
plication définie sur C à valeurs rélles, on dit que f est convexe sur C ssi
∀(x, y) ∈ C2 et ∀t ∈ [0, 1], on a :

f(tx + (1 − t)y) ≤ tf(x) + (1 − t)f(y).

On dit que f est strictement convexe sur C ssi ∀(x, y) ∈ C2 avec x 6= y et
∀t ∈]0, 1[, on a :

f(tx + (1 − t)y) < tf(x) + (1 − t)f(y).

Notons que dans la définition précédente, puisque Ω est convexe tx+(1−t)y ∈
Ω ∀(x, y) ∈ C2 et ∀t ∈ [0, 1], ainsi f(tx + (1 − t)y) est bien défini.
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Exercice 6.1 Soit E, C et f comme précédemment, on définit, l’épigraphe
de f par :

Epi(f) := {(x, λ) ∈ C × R : f(x) ≤ λ}

Montrer alors que f est convexe sur C ssi Epi(f) est une partie convexe de
E × R.

Une première application de la notion en optimisation est fournie par :

Proposition 6.3 Soit E un R-ev, C une partie convexe de E et f une fonc-
tion strictement convexe sur C, alors il existe au plus un point de C en lequel
f atteint son minimum.

Preuve:

Suposons au contraire qu’il existe x1 et x2 distincts dans C tels que :

f(x1) = f(x2) ≤ f(x) ∀x ∈ C

par convexité de C, 1
2
(x1 + x2) ∈ C et par stricte convexité de f , on aurait

alors :

f(x1) =
f(x1) + f(x2)

2
≤ f(

x1 + x2

2
) <

f(x1) + f(x2)

2
.

2

Dans le cadre différentiable, on a la caractérisation suivante :

Proposition 6.4 Soit E un R-evn, Ω un ouvert convexe de E et f : Ω → R

une application différentiable sur Ω. On a les équivalences :

1. f est convexe sur Ω,

2. pour tout (x, y) ∈ Ω2, on a :

f(x) − f(y) ≥ f ′(y)(x − y). (6.19)

Preuve:

Supposons que f soit convexe, soit (x, y) ∈ Ω2 pour t ∈ ×[0, 1] définissons

g(t) := f(tx + (1 − t)y) − tf(x) − (1 − t)f(y)

par convexité g(t) ≤ 0 pour tout t ∈ [0, 1] et g(0) = 0 on a donc :

g(t) − g(0)

t
≤ 0 pour tout t ∈]0, 1]

en passant à la limite on obtient :

0 ≥ g′(0+) = f ′(y)(x − y) − f(x) + f(y)
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Réciproquement supposons que (6.19) soit satisfaite pour tout (x, y) ∈ Ω2.
Soit (z1, z2) ∈ Ω2 on a :

f(z1) − f(z2) ≥ f ′(z2)(z1 − z2) et f(z2) − f(z1) ≥ f ′(z1)(z2 − z1)

en sommant il vient :

(f ′(z1) − f ′(z2))(z1 − z2) ≥ 0. (6.20)

On définit, pour t ∈ [0, 1], g(t) comme précédemment. Pour établir la convexité
de f il faut montrer que g ≤ 0 sur [0, 1]. On a g(0) = g(1) = 0, g est dérivable
sur ]0, 1[ :

g′(t) = f ′(tx+(1−t)y)(x−y)−f(x)+f(y) = f ′(y+t(x−y))(x−y)−f(x)+f(y)

Soit 1 > t > s > 0 on a alors, en appliquant (6.20) à z1 = y + t(x − y) et
z2 = y + s(x − y) (z1 − z2 = (t − s)(x − y))

g′(t) − g′(s) = (f ′(y + t(x − y)) − f ′(y + s(x − y))) (x − y) ≥ 0

d’où l’on déduit que g′ est croissante sur ]0, 1[. Soit t ∈]0, 1[, on déduit de la
formule des accroissements finis qu’il existe θ ∈]0, t[ et θ′ ∈]t, 1[ tels que :

g(t) = g(0) + g′(θ)t = g′(θ)t et g(1) − g(t) = −g(t) = g′(θ′)(1 − t)

Comme θ′ > t > θ on a g′(θ′) ≥ g′(θ) et donc :

−
g(t)

1 − t
≥

g(t)

t

ce qui implique bien que g(t) ≤ 0.
2

La caractérisation différentielle (6.19) de la convexité est importante et
exprime géométriquement le fait que f est convexe ssi son graphe se situe au
dessus de tous ses plans tangents. Lorsque E est un Hilbert, (6.19) se traduit
par

f(x) − f(y) ≥ 〈∇f(y), x − y〉 , ∀(x, y) ∈ Ω × Ω.

Une application de la caractérisation différentielle (6.19) de la convexité
en optimisation est :

Proposition 6.5 Soit E un R-evn, Ω un ouvert convexe de E et f : Ω → R

une application convexe différentiable sur Ω, et x∗ ∈ Ω, on a les équivalences
entre

f(x∗) ≤ f(x), ∀x ∈ Ω et f ′(x∗) = 0.
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Preuve:

Supposons que f atteigne son minimum sur Ω en x∗, alors pour h ∈ E et
t > 0 assez petit pour que x∗ + th ∈ Ω on a :

1

t
(f(x∗ + th) − f(x∗)) ≥ 0

comme f est différentiable en x∗, en passant à la limite on obtient f ′(x∗)(h) ≥
0, h étant arbitraire on a aussi f ′(x∗)(−h) ≥ 0 et donc f ′(x∗) = 0.

Supposons que f ′(x∗) = 0, alors pour tout x ∈ Ω, en utilisant (6.19), on
a :

f(x) ≥ f(x∗) + f ′(x∗)(x − x∗) = f(x∗).

2

Dans le cadre deux fois différentiable, on a la caractérisation :

Proposition 6.6 Soit E un R-evn, Ω un ouvert convexe de E et f : Ω → R

une application deux fois différentiable sur Ω. On a les équivalences :

1. f est convexe sur Ω,

2. pour tout (x, h) ∈ Ω × E, on a :

f ′′(x)(h, h) ≥ 0. (6.21)

(f ′′(x) est une forme quadratique semi-définie positive)

Preuve:

Supposons d’abord que f soit convexe. Soit x ∈ Ω et h ∈ E tel que x+h ∈ Ω
(ce qui implique par convexité de Ω que x + th ∈ Ω, pour tout t ∈ [0, 1]),
avec (6.19), on a pour tout t ∈ [0, 1] :

f(x + th) ≥ f(x) + tf ′(x)(h)

or la formule de Taylor à l’ordre 2 en x donne :

f(x + th) = tf ′(x)(h) + t2f ′′(x)(h, h) + o(t2)

et donc :
t2f ′′(x)(h, h) + o(t2) ≥ 0

divisant par t2 et faisant tendre t vers 0 il vient bien

f ′′(x)(h, h) ≥ 0.
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Réciproquement supposons que (6.21) soit satisfaite pour tout (x, h) ∈ Ω×E.
Soit (x, y) ∈ Ω2, comme dans la preuve de la proposition 6.4, pour t ∈ ×[0, 1],
on définit

g(t) := f(tx + (1 − t)y) − tf(x) − (1 − t)f(y)

et il s’agit de montrer que g(t) ≤ 0 pour tout t ∈ [0, 1]. On remarque que g
est deux fois différentiable sur ]0, 1[ avec :

g′(t) = f ′(y+t(x−y))(x−y)−f(x)+f(y), g′′(t) = f ′′(y+t(x−y))(x−y, x−y)

ainsi (6.21) implique g′′ ≥ 0 et donc g′ est croissant sur [0, 1] on achève alors
la preuve exactement comme pour la proposition 6.4. 2

Exercice 6.2 Soit f ∈ C2(R2, R) montrer que f est convexe sur R2 ssi
∀x ∈ R2, la Hessienne de f en x a une trace et un déterminant positif.
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Chapitre 7

Inversion locale, fonctions

implicites

Ce chapitre est consacré à deux résultats centraux : les théorèmes de
l’inversion locale et celui des fonctions implicites. En optimisation, nous uti-
liserons ces résultats essentiellement en dimension finie, cependant nous al-
lons les établir dans le cadre plus général des espaces de Banach et ce, afin
de bien mettre en évidence que ces deux résultats très importants reposent
sur le théorème de point fixe de Banach-Picard et donc n’utilisent que la
complétude.

7.1 Théorème de l’inversion locale

Le théorème de l’inversion locale énoncé ci-dessous exprime que si la
différentielle f ′(a) de l’application f au point a est inversible (en tant qu’ap-
plication linéaire) alors (l’application non linéaire) f est inversible sur un
voisinage de a. C’est précisément le but du calcul différentiel que de déduire
d’une propriété de f ′(a) une information sur le comportement de f au voisi-
nage de a.

Théorème 7.1 Soit E et F deux espaces de Banach, Ω un ouvert de E,
f ∈ C1(Ω, F ) et a ∈ Ω. Si f ′(a) est inversible alors il existe deux voisinages
ouverts U et V respectivement de a et f(a) tels que la restriction f : U → V
soit un difféomorphisme de classe C1.

Preuve:

Etape 1 : réduction
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Posons pour tout x ∈ Ω − a :

g(x) := [f ′(a)]−1(f(x + a) − f(a))

g est une application de classe C1 de l’ouvert Ω − a ⊂ E dans E de plus
g(0) = 0 et g′(0) = id. Comme g est obtenue comme composée de f et
d’opérations affines inversibles (et indéfiniment différentiables !) il suffit de
montrer le résultat pour g.

Pour x ∈ Ω − a, posons :

Φ(x) := x − g(x).

Comme Φ′(0) = 0, il existe r > 0 tel que pour tout x ∈ B(0, r) on a1 :

‖Φ′(x)‖ ≤ 1/2. (7.1)

Etape 2 : g est une bijection de B(0, r) dans B(0, r/2)

Soit y ∈ B(0, r/2), pour tout x ∈ B(0, r) définissons :

Φy(x) := Φ(x) + y = x − g(x) + y.

Remarquons alors que :

g(x) = y ⇔ Φy(x) = x. (7.2)

Pour x1 et x2 dans B(0, r) et y ∈ B(0, r/2), en utilisant (7.1) et le corol-
laire 6.1, on a :

‖Φy(x1)−Φy(x2)‖ = ‖Φ(x1)−Φ(x2)‖ ≤ sup
z∈[x1,x2]

‖Φ′(z)‖‖x1−x2‖ ≤
1

2
‖x1−x2‖

en particulier puisque Φy(0) = y on a pour tout x ∈ B(0, r) :

‖Φy(x)‖ ≤ ‖y‖ +
1

2
‖x‖ ≤ r/2 + r/2 = r.

Ce qui précède montre que, pour tout y ∈ B(0, r/2), Φy est une contraction
de B(0, r). Il découle du théorème du point fixe pour les contractions que φy

admet un unique point fixe dans B(0, r). Avec (7.2), nous en déduisons donc
que pour tout y ∈ B(0, r/2), il existe un unique x ∈ B(0, r) tel que g(x) = y.
Donc g est une bijection de B(0, r) dans B(0, r/2).

1Ici la norme ‖Φ′(x)‖ désigne naturellement ‖Φ′(x)‖Lc(E).
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Etape 3 : g−1 est 2-Lipschitzienne sur B(0, r/2)

Soit (y1, y2) ∈ B(0, r/2)2, x1 := g−1(y1) et x2 := g−1(y2). Avec les nota-
tions de l’étape 2, on a : x1 := Φy1

(x1) et x2 := Φy2
(x2). On a alors :

‖g−1(y1) − g−1(y2)‖ = ‖x1 − x2‖ = ‖Φy1
(x1) − Φy2

(x2)‖ = ‖y1 − y2 + Φ(x1) − Φ(x2)‖

≤ ‖y1 − y2‖ +
1

2
‖x1 − x2‖ = ‖y1 − y2‖ +

1

2
‖g−1(y1) − g−1(y2)‖.

Comme voulu, on a donc bien :

‖g−1(y1) − g−1(y2)‖ ≤ 2‖y1 − y2‖.

Etape 4 : g−1 est différentiable sur B(0, r/2)

Soit y ∈ B(0, r/2) et x := g−1(y) ∈ B(0, r), tout d’abord rappelons
qu’avec (7.1), on a :

‖Φ′(x)‖ = ‖id − g′(x)‖ ≤
1

2
< 1,

ceci impliquant en particulier que g′(x) est inversible.2

Nous allons montrer que g−1 est différentiable en y et plus précisément que
(g−1)′(y) = [g′(x)]−1 = [g′(g−1(y))]−1. Tout d’abord notons qu’il découle du
théorème de Banach 3.3 que [g′(x)]−1 est continu. Il s’agit donc de montrer
que pour ε > 0 il existe δε > 0 tel que pour tout k ∈ B(0, δε) tel que
y + k ∈ B(0, r/2) on a :

‖g−1(y + k) − g−1(y) − [g′(x)]−1k‖ ≤ ε‖k‖. (7.3)

Soit k ∈ E assez petit pour que y+k ∈ B(0, r/2) et posons xk := g−1(y+k).
D’après l’étape précédente, on a :

‖xk − x‖ = ‖g−1(y + k) − g−1(y)‖ ≤ 2‖k‖. (7.4)

Par ailleurs, puisque k = g(xk) − g(x) = g′(x)(xk − x) + o(‖xk − x‖) =
g′(x)(xk − x) + ∆k, il existe δ > 0 tel que :

‖xk − x‖ ≤ δ ⇒ ‖∆k‖ := ‖g(xk) − g(x) − g′(x)(xk − x)‖ ≤ ε‖xk−x‖
2‖[g′(x)]−1‖

.

(7.5)
Si ‖k‖ ≤ δ/2 alors (7.4) entraine que ‖xk − x‖ ≤ δ, en utilisant (7.5) et à
nouveau (7.4), il vient donc :

‖g−1(y + k) − g−1(y) − [g′(x)]−1k‖ = ‖xk − x − [g′(x)]−1(g′(x)(xk − x) + ∆k)‖

= ‖[g′(x)]−1∆k‖ ≤ ‖[g′(x)]−1‖‖∆k‖ ≤ ‖[g′(x)]−1‖
ε‖xk − x‖

2‖[g′(x)]−1‖
≤ ε‖k‖.

on a donc établi (7.3) ce qui achève la preuve. 2

2Rappelons ici que si u ∈ Lc(E) vérifie ‖id − u‖ < 1 alors u est inversible d’inverse
continue (voir le poly d’exercices).
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Remarque. Soit p entier p ≥ 2, alors dans l’énoncé du théorème de l’inver-
sion locale, on peut remplacer partout ”de classe C1” par ”de classe Cp” (à
faire en exercice).

7.2 Fonctions implicites

Le théorème des fonctions implicites permet localement de passer d’une
condition implicite entre les variables x et y du type f(x, y) = c à une relation
explicite du type y = g(x).

Théorème 7.2 Soit E, F et G trois espaces de Banach, A et B deux ouverts
respectivement de E et F , (a, b) ∈ A×B, f ∈ C1(A×B, G) et c := f(a, b). Si
∂2f(a, b) est inversible (dans Lc(F, G)) alors il existe U un voisinage ouvert
de a, V un voisinage ouvert de b et g ∈ C1(U, V ) tel que :

{(x, y) ∈ U × V : f(x, y) = c} = {(x, g(x)) : x ∈ U}.

Ce qui implique en particulier : g(a) = b et f(x, g(x)) = c ∀x ∈ U .

Preuve:

Soit Φ(x, y) := (x, f(x, y)), ∀(x, y) ∈ A×B ; on a alors Φ ∈ C1(A×B, E×G).
Soit (h, k) ∈ E×F , Φ′(a, b)(h, k) = (h, ∂1f(a, b)h+∂2f(a, b)k). Pour (u, v) ∈
E × G, comme ∂2f(a, b) est inversible, on a :

Φ′(a, b)(h, k) = (u, v) ⇔ (h, k) = (u, [∂2f(a, b)]−1(v − ∂1f(a, b)u)).

Ainsi Φ′(a, b) est inversible, avec le théorème de l’inversion locale, nous en
déduisons qu’il existe M voisinage ouvert de (a, b) dans A×B et N voisinage
ouvert de Φ(a, b) = (a, c) tel que Φ réalise un difféomorphisme de classe C1 de
M sur N . Sans perte de généralité, on peut supposer que M = Ma×Mb, avec
Ma (resp. Mb) voisinage ouvert de a dans A (resp. de b dans B). Notons alors
Φ−1 : N → Ma×Mb sous la forme Φ−1(x, z) =: (u(x, z), v(x, z)) = (x, v(x, z)).
Posons alors

U := {x ∈ Ma : (x, c) ∈ N et v(x, c) ∈ Mb}, V := Mb.

Par construction U est un voisinage ouvert de a et V un voisinage ouvert de
b. Pour tout x ∈ U , définissons g(x) := v(x, c) on a alors g ∈ C1(U, V ). Soit
(x, y) ∈ U × V , on alors (x, c) ∈ N , g(x) = v(x, c) ∈ V et donc :

f(x, y) = c ⇔ Φ(x, y) = (x, c) ⇔ (x, y) = Φ−1(x, c)

⇔ (x, y) = (x, v(x, c)) ⇔ (x, y) = (x, g(x)).

2
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Remarque. En dérivant l’identité f(x, g(x)) = c on a :

∂1f(x, g(x)) + ∂2f(x, g(x)) ◦ g′(x) = 0

et comme, au voisinage de a, ∂2f(x, g(x)) est inversible, on a :

g′(x) = −[∂2f(x, g(x))]−1 ◦ (∂1f(x, g(x))).

Remarque. On a utilisé le théorème de l’inversion locale pour établir celui
des fonctions implicites. On peut montrer (le faire à titre d’exercice) que
ces deux énoncés sont en fait équivalents.

Remarque. L’hypothèse ∂2f(a, b) inversible du théorème ne peut être affai-
blie. Pour s’en persuader, le lecteur pourra considérer le cas du cercle trigo-
nométrique S1 := {(x, y) ∈ R2 : f(x, y) := x2 + y2 = 1}. On a ∂2f(1, 0) = 0
et il n’existe pas de voisinage de (1, 0) sur lequel S1 se représente localement
comme un graphe x 7→ g(x).
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Troisième partie

Optimisation
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Chapitre 8

Résultats d’existence et rappels

8.1 Vocabulaire

Soit E un ensemble et f une fonction définie sur E à valeurs réelles.
Résoudre le problème de minimisation :

inf
x∈E

f(x) (8.1)

c’est trouver x∗ ∈ E tel que f(x∗) ≤ f(x) pour tout x ∈ E. Un tel x∗

(s’il existe) est alors une solution de (8.1). La quantité infx∈E f(x) (valant
éventuellement −∞, voir plus bas) est appelée valeur du problème (8.1).
Cette valeur est différente de −∞ si et seulement si f est minorée sur E,
évidemment seul ce cas présente de l’intérêt.

A ce stade, un petit rappel s’impose sur les bornes inférieures de parties
de R, en effet la valeur du problème (8.1) est par définition la borne inférieure
du sous-ensemble de R, f(E) := {f(x) : x ∈ E}. Si A est une partie non vide
de R, sa borne inférieure, inf A est par définition son minorant maximal dans
R ∪ {−∞} ce qui signifie d’une part :

a ≥ inf A, ∀a ∈ A

et d’autre part

∀b > inf A, il existe a ∈ A tel que a ≤ b.

Si A n’est pas minorée, alors l’ensemble de ses minorants est réduit à {−∞}
et donc inf A = −∞. Enfin, on étend la borne inférieure à l’ensemble vide en
posant inf ∅ = +∞.

Si E est un ensemble non vide et f une fonction définie sur E à valeurs
réelles et minorée, alors la valeur α := infx∈E f(x) est un nombre réel, ce réel
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α est caractérisé par :

f(x) ≥ α, ∀x ∈ E et ∀ε > 0, ∃xε tel que f(xε) ≤ α + ε .

En spécifiant ε = εn avec (εn)n une suite de réels strictement positifs tendant
vers 0, nous en déduisons qu’il existe xn ∈ E tel que

f(xn) ≤ inf
x∈E

f(x) + εn.

Comme f(xn) ≥ infx∈E f(x), on a donc :

lim
n

f(xn) = inf
x∈E

f(x). (8.2)

Toute suite (xn)n ∈ EN vérifiant (8.2) est appelée suite minimisante du
problème (8.1). Lorsque f n’est pas minorée sur E, alors α := infx∈E f(x) =
−∞ et une suite minimisante est simplement une suite (xn)n ∈ EN vérifiant :

lim
n

f(xn) = inf
x∈E

f(x) = −∞. (8.3)

Notons bien que sans aucune hypothèse supplémentaire, il existe toujours
des suites minimisantes du problème (8.1).

Lorsque l’ensemble E est fini, (8.1) relève des méthodes de l’optimisation
combinatoire qui ne sont pas l’objet de ce cours. Nous considèrerons ici le
cas de l’optimisation continue (E est un ”continuum”, par exemple un ouvert
d’un R-evn) ce qui nous permettra d’utiliser les résultats de topologie et de
calcul différentiel vus précédemment. En particulier, E sera toujours muni
d’une structure métrique. Dans le cadre métrique, on distingue naturellement
les notions locales et globales de solution :

Définition 8.1 Soit (E, d) un espace métrique et f une fonction définie sur
E à valeurs réelles.

1. On dit que x∗ est une solution globale de (8.1) ou un point de minimum
global de f sur E ssi f(x∗) ≤ f(x) pour tout x ∈ E.

2. On dit que x∗ est une solution locale de (8.1) ou un point de minimum
local de f sur E ss’il existe r > 0 tel que f(x∗) ≤ f(x) pour tout x ∈ E
tel que d(x, x∗) < r.

3. On dit que x∗ est un point de minimum global strict de f sur E ssi
f(x∗) < f(x) pour tout x ∈ E \ {x∗}.

4. On dit que x∗ un point de minimum local strict de f sur E ss’il existe
r > 0 tel que f(x∗) < f(x) pour tout x ∈ E tel que d(x, x∗) < r et
x 6= x∗.

Enfin, on a écrit (8.1) sous la forme d’un problème de minimisation, ce qui
englobe aussi les problèmes de maximisation, en effet maximiser une fonction
revient à minimiser son opposé.
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8.2 Théorème d’existence de Weierstrass et

variantes

La première question à se poser dans un problème d’optimisation est :
existe-t-il (au moins) une solution ? Nous allons rappeler quelques critères
simples qui assurent l’existence d’une telle solution. Rappelons d’abord le
théorème classique de Weierstrass (voir chapitre 1) :

Théorème 8.1 Soit (E, d) un espace métrique compact et f ∈ C0(E, R)
alors il existe x∗ ∈ E tel que :

f(x∗) = inf {f(x), x ∈ E} .

Preuve:

Nous avons déja établi ce résultat, on se propose ici d’en donner une preuve
(légèrement) différente reposant sur la notion de suite minimisante : ce type
de preuve est le point de départ de ce qu’on appelle la méthode directe du
calcul des variations. Soit donc (xn)n ∈ EN une suite minimisante de f sur
E :

lim
n

f(xn) = inf
x∈E

f(x). (8.4)

Comme E est compact, on peut, quitte à extraire une sous-suite que nous
continuerons à noter (xn)n, supposer que (xn)n converge vers un élément
x∗ ∈ E. Comme f est continue, f(xn) converge vers f(x∗), en utilisant (8.4),
il vient donc :

f(x∗) = inf {f(x), x ∈ E} .

2

En pratique, les hypothèses de continuité et surtout celle de compacité
sont assez restrictives et comme nous allons le voir, peuvent être (un peu)
affaiblies.

Intuitivement, comme on s’intéresse ici à minimiser f , la situation où f
n’a des sauts que ”vers le bas” n’est pas gênante (considérer par exemple
f(0) = 0, f(x) = 1 pour x ∈ R \ {0}). Cette intuition conduit naturellement
à la notion de semi-continuité inférieure :

Définition 8.2 Soit (E, d) un espace métrique, f une application définie sur
E à valeurs réelles et x0 ∈ E, on dit que :

1. f est semi-continue inférieurement (s.c.i. en abrégé) en x0 ssi :

∀ε > 0, ∃r > 0 tq x ∈ E, d(x, x0) ≤ r ⇒ f(x) ≥ f(x0) − ε. (8.5)
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2. f est semi-continue inférieurement (s.c.i. en abrégé) sur E ssi f est
s.c.i. en chaque point de E.

Rappelons qu’étant donnée une suite de réels (αn)n, on note liminfnαn la
plus petite valeur d’adhérence de (αn)n dans R ∪ {−∞, +∞}. On a alors la
caractérisation suivante de la semi-continuité inférieure en un point :

Proposition 8.1 Soit (E, d) un espace métrique, f une application définie
sur E à valeurs réelles et x0 ∈ E. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. f est semi-continue inférieurement en x0,

2. pour toute suite (xn)n ∈ EN convergeant vers x0 on a :

liminff(xn) ≥ f(x0), (8.6)

Preuve:

1. ⇒ 2. : soit (xn)n ∈ EN convergeant vers x0 et (xϕ(n))n une sous-suite telle
que

lim
n

f(xϕ(n)) = liminfnf(xn)

Supposons par l’absurde que liminfnf(xn) < f(x0) et soit ε > 0 tel que

lim
n

f(xϕ(n)) = liminfnf(xn) ≤ f(x0) − ε. (8.7)

Puisque f est s.c.i. en x0 il existe r > 0 tel que pour tout x ∈ B(x0, r) on
a : f(x) ≥ f(x0) − ε/2. Pour n assez grand, on a xϕ(n) ∈ B(x0, r) et donc :
f(xϕ(n)) ≥ f(x0) − ε/2 en passant à la limite on a donc :

lim
n

f(xϕ(n)) ≥ f(x0) − ε/2

ce qui contredit (8.7)

2. ⇒ 1. : Supposons que f ne soit pas s.c.i. en x0 alors il existe ε tel que
pour tout r > 0, il existe x ∈ B(x0, r) tel que f(x) < f(x0) − ε. En prenant
r = 1/n, il existe donc xn ∈ B(x0, r) tel que f(xn) < f(x0) − ε, on a alors :

lim
n

xn = x0 et liminff(xn) ≤ f(x0) − ε

ce qui contredit 2..
2

Etant donnée f une application définie sur E à valeurs réelles, on définit
son épigraphe par :

Epi(f) := {(x, t) ∈ E × R : t ≥ f(x)}

On a alors la caractérisation suivante de la semi-continuité inférieure :
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Proposition 8.2 Soit (E, d) un espace métrique, f une application définie
sur E à valeurs réelles alors f est semi-continue inférieurement sur E ssi
Epi(f) est fermé dans E × R.

Preuve:

Supposons d’abord f semi-continue inférieurement sur E. Soit (xn, tn) une
suite d’éléments de Epi(f) convergeant vers (x0, t0) dans E × R. Pour tout
n on a f(xn) ≤ tn et comme f est s.c.i. en x0 on a :

f(x0) ≤ liminff(xn) ≤ liminftn = t0

ainsi (x0, t0) ∈ Epi(f).

Supposons maintenant que Epi(f) est fermé. Soit x0 ∈ E et (xn)n ∈ EN

convergeant vers x0, soit (xϕ(n)) une sous-suite telle que :

lim
n

f(xϕ(n)) = liminfnf(xn)

Pour tout n, (xϕ(n), f(xϕ(n)) ∈ Epi(f)) et

lim
n

(xϕ(n), f(xϕ(n)) = (x0, liminfnf(xn)).

Comme Epi(f)) est fermé, on en déduit que (x0, liminfnf(xn)) ∈ Epi(f)) ce
qui signifie exactement :

liminfnf(xn)) ≥ f(x0).

2

Le théorème de Weierstrass s’étend aux fonctions qui sont seulement s.c.i :

Théorème 8.2 Soit (E, d) un espace métrique compact et f une fonction
s.c.i. de E dans R alors il existe x∗ ∈ E tel que :

f(x∗) = inf {f(x), x ∈ E} .

Preuve:

Soit (xn)n ∈ EN une suite minimisante de f sur E :

lim
n

f(xn) = inf
x∈E

f(x). (8.8)

Comme E est compact, on peut, quitte à extraire une sous-suite que nous
continuerons à noter (xn)n, supposer que (xn)n converge vers un élément
x∗ ∈ E. Comme f est s.c.i en x∗, on a :

lim
n

f(xn) = liminff(xn) ≥ f(x∗),
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en utilisant (8.8), il vient donc :

f(x∗) = inf {f(x), x ∈ E} .

2

Dans un R-ev de dimension finie, on peut remplacer l’hypothèse de com-
pacité par l’hypothèse (8.9), appelée hypothèse de coercivité.

Théorème 8.3 Soit E une partie non vide fermée de Rn, f une fonction
s.c.i. de E dans R telle que1 :

lim
x∈E, ‖x‖→+∞

f(x) = +∞ (8.9)

alors il existe x∗ ∈ E tel que :

f(x∗) = inf {f(x), x ∈ E} .

Preuve:

Soit (xn)n ∈ EN une suite minimisante de f sur E :

lim
n

f(xn) = inf
x∈E

f(x) < +∞. (8.10)

Montrons d’abord que (xn)n est bornée : si tel n’était pas le cas, il existerait
une sous-suite (xϕ(n))n vérifiant :

lim
n

‖xϕ(n)‖ = +∞,

avec l’hypothèse de coercivité (8.9), on aurait alors :

lim
n

f(xϕ(n)) = +∞,

ce qui contredirait (8.10). On a montré que (xn)n est bornée dans E, fermé
d’un R-ev de dimension finie, il existe donc une sous-suite (xϕ(n)) convergeant
vers un élément x∗ ∈ E. Comme f est s.c.i en x∗, on a :

liminff(xϕ(n)) ≥ f(x∗),

en utilisant (8.10), il vient donc :

f(x∗) = inf {f(x), x ∈ E} .

2

1Rappelons que (8.9) signifie que ∀ M > 0, ∃r > 0 tel que pour tout x ∈ E, ‖x‖ ≥ r ⇒
f(x) ≥ M .
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8.3 Conditions d’optimalité

On s’intéresse dans toute cette partie au problème :

inf
x∈Ω

f(x) (8.11)

Avec Ω un ouvert de Rn et f une fonction définie sur Ω à valeurs réelles satis-
faisant certaines hypothèses de différentiabilité qui seront précisées au fur et
à mesure. Le problème (8.11) avec Ω = Rn par exemple est le problème-type
d’optimisation sans contrainte. Les résultats de ce paragraphe sont supposés
connus aussi les énoncerons-nous sans démonstration.

Rappelons d’abord la condition nécessaire du premier ordre classique (ap-
pelée aussi règle de Fermat) qui exprime que les points d’extrema locaux de
f sur Ω sont des points critiques de f :

Proposition 8.3 Si x∗ ∈ Ω est un point de minimum local de f sur Ω et si
f est différentiable en x∗ alors :

∇f(x∗) = 0.

Dans le cas convexe on a beaucoup mieux : le fait d’être point critique
est une condition suffisante de minimum global :

Proposition 8.4 Soit Ω un ouvert convexe de Rn, f une fonction convexe
sur Ω. Si f est différentiable en x∗ ∈ Ω et ∇f(x∗) = 0, alors x∗ est une
solution de (8.11) i.e. un point de minimum global de f sur Ω.

La condition classique nécessaire du second-ordre nous est fournie par :

Proposition 8.5 Si x∗ ∈ Ω est un point de minimum local de f sur Ω et si
f est deux fois différentiable en x∗, alors on a :

∇f(x∗) = 0 et la matrice (symétrique) D2f(x∗) est semi-définie-positive.

Terminons par une condition suffisante de minimum local strict :

Proposition 8.6 Si f est deux fois différentiable en x∗ ∈ Ω et si l’on a :

∇f(x∗) = 0 et la matrice (symétrique) D2f(x∗) est définie-positive,

alors x∗ est un point de minimum local strict de f sur Ω.

Remarque. Bien noter la différence entre la condition nécessaire de la
proposition 8.5 et la condition suffisante de la proposition 8.6. Bien noter
aussi que la condition suffisante de la proposition 8.6 n’est que locale mais
assure que x∗ est un minimum local strict.
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Chapitre 9

Optimisation sous contraintes

d’égalité

9.1 Notations et définitions premières

Dans ce chapitre nous nous intéressons à des problèmes d’optimisation
sous contraintes d’égalité dans Rn. Etant donnés Ω un ouvert de Rn, f et
g1, ...., gm des fonctions définies sur Ω à valeurs réelles et (c1, ..., cm) ∈ Rm,
on considère donc le problème :

inf
x∈A

f(x) (9.1)

avec :
A := {x ∈ Ω : gj(x) = cj, j = 1, ...., m} (9.2)

La fonction f à minimiser s’appelle fonction objectif ou coût. Les fonctions
gj et les réels cj définissent les contraintes d’égalité de (9.1), les éléments de
A s’appellent les éléments admissibles, on supposera évidemment dans ce qui
suit que A 6= ∅. Comme précédemment, on distingue les solutions locales et
globales, strictes et larges :

Définition 9.1 .

1. On dit que x∗ est une solution globale de (9.1) ou un point de minimum
global de f sur A ssi f(x∗) ≤ f(x) pour tout x ∈ A.

2. On dit que x∗ est une solution locale de (9.1) ou un point de minimum
local de f sur A ss’il existe r > 0 tel que f(x∗) ≤ f(x) pour tout x ∈ A
tel que ‖x − x∗‖ < r.

3. On dit que x∗ est un point de minimum global strict de f sur A ssi
f(x∗) < f(x) pour tout x ∈ A \ {x∗}.
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4. On dit que x∗ un point de minimum local strict de f sur A ss’il existe
r > 0 tel que f(x∗) < f(x) pour tout x ∈ A tel que ‖x − x∗‖ < r et
x 6= x∗.

Evidemment, la première question à se poser est celle de l’existence d’une
solution de (9.1), pour cela, on utilise les résultats du paragraphe 8.2. En
effet, ces derniers ont été obtenus dans des espaces métriques généraux, ils
s’appliquent en particulier à la partie A de Rn.

Il sera commode dans ce qui suit de noter sous forme plus synthétique les
contraintes. Pour cela, on définit :

g :

{

Ω → Rm

x 7→ g(x) := (g1(x), ..., gm(x))

Ainsi, en posant c = (c1, ...., cm), l’ensemble admissible s’écrit simplement
A := g−1({c}).

9.2 Un peu d’algèbre linéaire

Avant d’aller plus avant, rappelons quelques résultats d’algèbre linéaire.
Tout d’abord, rappelons que si E est un R-ev et E1 et E2 deux sev de E, on
dit que E1 et E2 sont supplémentaires (ce que l’on note E = E1 ⊕ E2) ssi
pour tout x ∈ E il existe un unique (x1, x2) ∈ E1 × E2 tel que x = x1 + x2.
Autrement dit E = E1 ⊕ E2 ssi :

Φ :

{

E1 × E2 → E
(x1, x2) 7→ x1 + x2

est un isomorphisme entre E1×E2 et E. Cet isomorphisme permet d’identifier
E au produit E1 × E2, dans ce cas on fera l’identification x = x1 + x2 =
Φ−1(x) = (x1, x2). Notons enfin que si E est de dimension finie alors Φ
et Φ−1 sont continues, dans ce cas l’identification précédente x = Φ−1(x)
n’altère en rien les considérations topologiques et différentielles.

Proposition 9.1 Soit E et F deux R-ev, v ∈ L(E, F ), E1 := ker(v) et E2

un supplémentaire de E1 alors la double restriction de v à E2 et Im(v) est
un isomorphisme.

Preuve:

Notons w la double restriction de v à E2 et Im(v), soit y ∈ Im(v), il existe
x ∈ E tel que y = v(x). Comme E1 ⊕ E2 = E, il existe un unique (x1, x2) ∈
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E1 × E2 tel que x = x1 + x2, par définition de E1, on a v(x1) = 0 donc
y = v(x1 +x2) = v(x2) = w(x2) ainsi w est surjective. Supposons maintenant
que x ∈ E2 vérifie w(x) = 0 = v(x) alors x ∈ E1 ∩ E2 = {0} ainsi w est
injective.

2

Lemme 9.1 Soit E un R-ev, u1, ...., um m formes linéaires sur E et u ∈
L(E, Rm) défini par u(x) := (u1(x), ..., um(x)) pour tout x ∈ E. Les asser-
tions suivantes sont alors équivalentes :

1. u est surjective,

2. u1, ...., um est une famille libre.

Preuve:

Si u1, ...., um est une famille liée, il existe des réels non tous nuls λ1, ...., λm

tels que
∑m

j=1 λjuj = 0. Ainsi pour tout x ∈ E on a u(x) ∈ H où H est
l’hyperplan de Rm défini par l’équation

∑m
j=1 λjyj = 0 ainsi Im(u) 6= Rm.

Si u n’est pas surjective Im(u) 6= Rm et donc Im(u) ⊂ H avec H un
hyperplan de Rm. Soit

∑m
j=1 λjyj = 0 une équation de H ( λ1, ...., λm réels

non tous nuls), comme u(x) ∈ H pour tout x ∈ E, on a

m
∑

j=1

λjuj(x) = 0, ∀x ∈ E.

Ainsi u1, ...., um est liée.
2

Achevons ces préliminaires avec une variante d’un corollaire du Lemme
de Farkas :

Lemme 9.2 Soit E un R-ev, u1, ...., um et v m + 1 formes linéaires sur E.
Les assertions suivantes sont alors équivalentes :

1. ∩m
j=1 ker uj ⊂ ker(v),

2. il existe (λ1, ...., λm) ∈ Rm telle que :

v =

m
∑

j=1

λjuj.

Preuve:

Tout d’abord, il est évident que 2. implique 1.. Supposons maintenant que
1. ait lieu, il s’agit de montrer que v ∈ F := vect(u1, ...., um). F est un
sev de l’ev de dimension finie G := vect(u1, ...., um, v). On identifie G à Rp
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(p = dim(G)) et on le munit de la structure hilbertienne usuelle de Rp. Ainsi
on identifie aussi G à son dual. Si v /∈ F , comme F est un sev fermé de G on
peut séparer v de F : il existe x ∈ Rp et ε > 0 tels que :

v(x) ≤ inf
p∈F

p(x) − ε. (9.3)

Comme G est un sev, nous déduisons de (9.3) que p(x) = 0 pour tout p ∈ F
(voir la démonstration du lemme de Farkas pour les détails), en particulier
ceci implique que x ∈ ∩m

j=1 ker uj et donc 1. implique que v(x) = 0. Or avec
(9.3), on a v(x) ≤ −ε < 0 ce qui constitue la contradiction recherchée. 2

9.3 Conditions du premier ordre de Lagrange

Proposition 9.2 Soit x∗ ∈ A, une solution locale de (9.1). On suppose que :

1. f est différentiable en x∗,

2. g est de classe C1 au voisinage de x∗,

3. g′(x∗) est surjective

alors pour tout h ∈ Rn, on a :

g′(x∗)(h) = 0 ⇒ ∇f(x∗) · h = 0 (9.4)

Preuve:

Il s’agit de montrer que :

E1 := ker(g′(x∗)) = ∩m
j=1ker(g

′
j(x

∗)) ⊂ ker(f ′(x∗)) = ∇f(x∗)⊥. (9.5)

Soit E2 un supplémentaire de E1, par la suite on notera les éléments de
Rn sous la forme x = (x1, x2) selon le ”découpage” Rn = E1 ⊕ E2, on
notera en particulier x∗ = (x∗

1, x
∗
2). On notera également ∂i, i = 1, 2 les

différentielles partielles selon le découpage Rn = E1 ⊕ E2. Par construction,
on a : ∂1g(x∗) = 0. D’après la proposition 9.1, ∂2g(x∗) est un isomorphisme
de E2 sur Im(g′(x∗)) et comme g′(x∗) est surjective, Im(g′(x∗)) = Rm donc
∂2g(x∗) est un isomorphisme de E2 vers Rm.

Puisque g(x∗)− c = 0 et ∂2g(x∗) est inversible, il résulte du théorème des
fonctions implicites qu’il existe un voisinage ouvert U1 de x∗

1, un voisinage
ouvert U2 de x∗

2 et une application Ψ ∈ C1(U1, U2) tels que U1 × U2 ⊂ Ω,
Ψ(x∗

1) = x∗
2 et :

A ∩ (U1 × U2) = {(x1, Ψ(x1)) : x1 ∈ U1}.
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En dérivant la relation g(x1, Ψ(x1)) = c valable sur U1, il vient :

∂1g(x1, Ψ(x1)) + ∂2g(x1, Ψ(x1)) ◦ Ψ′(x1) = 0 ∀x1 ∈ U1

en prenant x1 = x∗
1, en utilisant ∂1g(x∗) = 0 et le fait que ∂2g(x∗

1, Ψ(x∗
1)) =

∂2g(x∗) est inversible, on obtient donc :

Ψ′(x∗
1) = 0.

Soit h ∈ E1, pour t ∈ R suffisamment petit, on a x∗
1+th ∈ U1, (x∗

1+th, Ψ(x∗
1+

th)) ∈ A et :

f(x∗
1 + th, Ψ(x∗

1 + th)) ≥ f(x∗) = f(x∗
1, Ψ(x∗

1)).

Ainsi la fonction d’une variable, γh : t 7→ f(x∗
1 + th, Ψ(x∗

1 + th)), définie sur
un voisinage ouvert de 0, présente un minimum local en t = 0, comme γh est
dérivable en 0 il vient donc :

γ̇h(0) = 0 = (∂1f(x∗) + ∂2f(x∗) ◦ Ψ′(x∗
1)) (h) (9.6)

et comme Ψ′(x∗
1) = 0 on en déduit donc que ∂1f

′(x∗)(h) = 0. Comme h ∈ E1,
on a donc :

∂1f
′(x∗)(h) = 0 = f ′(x∗)(h).

On a donc bien établi que E1 := ker(g′(x∗)) ⊂ ker(f ′(x∗)) = ∇f(x∗)⊥. 2

Retenez que l’idée essentielle de la preuve précédente est de se ramener
à une minimisation sans contrainte et ce grâce au théorème des fonctions
implicites.

Les conditions nécessaires du premier ordre dites de Lagrange sont alors
fournies par le théorème suivant :

Théorème 9.1 Soit x∗ ∈ A, une solution locale de (9.1). On suppose que :

1. f est différentiable en x∗,

2. g est de classe C1 au voisinage de x∗,

3. la famille ∇g1(x
∗), .....,∇gm(x∗) est libre,

alors il existe (λ1, ...., λm) ∈ Rm tels que :

∇f(x∗) =
m
∑

j=1

λj∇gj(x
∗). (9.7)
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Preuve:

Il résulte du lemme 9.1 que g′(x∗) est surjective et donc que les hypothèses de
la proposition 9.2 sont satisfaites. Ainsi on a ∩m

j=1ker(g
′
j(x

∗)) ⊂ ker(f ′(x∗))
ce qui est équivalent à :

∩m
j=1∇gj(x

∗)⊥ ⊂ ∇f(x∗)⊥.

Ainsi le lemme 9.2 (ou le lemme de Farkas) permet d’en déduire qu’il existe
(λ1, ...., λm) ∈ Rm tels que :

∇f(x∗) =

m
∑

j=1

λj∇gj(x
∗).

2

Les réels λ1, ...., λm intervenant dans (9.7) sont appelés des multiplicateurs
de Lagrange associés aux contraintes de (9.1) au point de minimum local x∗.

Remarque. L’hypothèse que la famille ∇g1(x
∗), .....,∇gm(x∗) est libre im-

plique que les multiplicateurs λ1, ....λm associés à x∗ sont uniques. La conclu-
sion du théorème 9.1 signifie simplement que le gradient de la fonction ob-
jectif en x∗ appartient à l’espace vectoriel engendré par les gradients des
contraintes en x∗.

Exemple 9.1 Cherchons à minimiser f(x1, ....., xn) = x1 + .... + xn sous
la contrainte g(x1, ...xn) =

∑n
i=1 x2

i = 1. Tout d’abord, par compacité de la
sphère il existe au moins une solution. Ensuite notons que ∇g(x) = 2x ainsi
les conditions du thèorème de Lagrange sont remplies. Ainsi si x∗ est un
minimiseur il existe λ ∈ R tel que 1 = λx∗

i pour i = 1, ..., n ce qui implique
que les composantes de x∗ sont égales. Avec la contrainte cela laisse les deux
possibilités :

x∗ = (n−1/2, ....., n−1/2) ou x∗ = −(n−1/2, ....., n−1/2).

Le premier cas correspond au point de maximum de f sur la sphère et le
second au point de minimum de f sur la sphère.

Remarque. Attention à l’hypothèse ”g′(x∗) surjective” (équivalente, rappe-
lons le, au fait que la famille ∇g1(x

∗), .....,∇gm(x∗) est libre). Cette hypothèse
ne peut être affaiblie pour que la conclusion du théorème de Lagrange reste
valide (voir exemple ci-dessous). Par ailleurs, cette hypothèse porte sur x∗,
qui est en pratique ce que l’on cherche et donc a priori inconnu ! Enfin, re-
marquons que si ∇g1(x

∗), .....,∇gm(x∗) est libre alors m ≤ n c’est à dire qu’il
y a moins de contraintes que de variables....
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Exemple 9.2 Il est facile de construire des contre exemples à (9.7) si l’hy-
pothèse ”g′(x∗) surjective” n’est pas vérifiée. Cherchons à minimiser f(x, y) =
x sous la contrainte x2 + y2 = 0 : il n’y a qu’un point admissible (0, 0) et
∇f(0, 0) = (1, 0) 6= λ∇g(0, 0) = 0, dans ce cas, à cause de la dégénérescence
∇g(0, 0) = (0, 0), il n’y a pas de multiplicateur de Lagrange.

Remarque. Nous verrons au paragraphe suivant comment en introduisant
un Lagrangien généralisé, on peut aussi traiter les cas dégénérés où g ′(x∗)
n’est pas surjective (i.e. ∇g1(x

∗), .....,∇gm(x∗) liée)

Lorsque le problème (9.1) est convexe, la condition (9.7) est suffisante et
assure que le minimum est global. Ce cas est celui où les contraintes sont
affines et l’objectif convexe :

Proposition 9.3 Supposons que Ω est un ouvert convexe de Rn, que f est
une fonction convexe sur Ω et que gj est une fonction affine pour j = 1, ..., m.
Si x∗ ∈ A est tel qu’il existe (λ1, ...., λm) ∈ Rm tels que :

∇f(x∗) =
m
∑

j=1

λj∇gj(x
∗). (9.8)

alors f(x∗) ≤ f(x) pour tout x ∈ A.

Preuve:

Soit x ∈ A, par convexité de f , on a :

f(x) − f(x∗) ≥ ∇f(x∗) · (x − x∗)

avec (9.8), il vient donc :

f(x) − f(x∗) ≥
m
∑

j=1

λj∇gj(x
∗).(x − x∗). (9.9)

Comme les gj sont affines et gj(x) = gj(x
∗) = cj on a aussi :

gj(x) − gj(x
∗) = 0 = ∇gj(x

∗).(x − x∗)

en reportant dans (9.9), il vient bien f(x∗) ≤ f(x). 2
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9.4 Lagrangien et lagrangien généralisé

Le lagrangien du problème (9.1) est la fonction définie sur Ω × Rm par :

L(x, λ1, ....λm) := f(x) −
m
∑

j=1

λj(gj(x) − cj). (9.10)

Remarquons alors que si f et les fonctions gj sont différentiables en x ∈ Ω
alors on a :

∇xL(x, λ1, ...., λm) = ∇f(x) −
m
∑

j=1

λj∇gj(x). (9.11)

et
∂λj

L(x, λ1, ...., λm) = cj − gj(x) (9.12)

Ainsi le fait que x ∈ A i.e. vérifie la contrainte g(x) = c peut s’exprimer
par :

∂λj
L(x, λ1, ...., λm) = 0 pour j = 1, ..., m

ou, sous forme plus synthétique, en posant λ = (λ1, ...., λm) :

∇λL(x, λ) = 0. (9.13)

Avec (9.11), la condition de Lagrange se traduit par :

∇xL(x, λ1, ...., λm) = 0.

Le théorème 9.1 peut donc se reformuler comme suit :

Théorème 9.2 Soit x∗ ∈ A, une solution locale de (9.1). On suppose que :

1. f est différentiable en x∗,

2. g est de classe C1 au voisinage de x∗,

3. la famille ∇g1(x
∗), .....,∇gm(x∗) est libre,

alors il existe λ = (λ1, ...., λm) ∈ Rm tels que :

L′(x∗, λ) = 0. (9.14)

Nous avons déja discuté le caractère contraignant de la condition ”g ′(x∗)
surjective” qui porte sur le point inconnu x∗. Pour remédier à cela on peut
ajouter un multiplicateur à la fonction objectif, ceci conduit à la définition
du lagrangien généralisé. Le lagrangien généralisé du problème (9.1) est la
fonction définie sur Ω × Rm+1 par :

L0(x, λ0, λ1, ....λm) := λ0f(x) −
m
∑

j=1

λj(gj(x) − cj). (9.15)

La condition du premier ordre peut en effet se formuler par :

107



Théorème 9.3 Soit x∗ ∈ A, une solution locale de (9.1). On suppose que :

1. f est différentiable en x∗,

2. g est de classe C1 au voisinage de x∗,

alors il existe des réels (λ0, λ1, ...., λm) ∈ Rm+1 non tous nuls tels que :

λ0∇f(x∗) =

m
∑

j=1

λj∇gj(x
∗). (9.16)

Preuve:

Définissons pour tout x ∈ Ω, H(x) := (f(x), g(x)) ∈ Rm+1. Par hypothèse,
H est différentiable en x∗ : H ′(x∗) = (f ′(x∗), g′(x∗)). Distinguons alors deux
cas :

Premier cas : H ′(x∗) est surjective. Ceci implique que g′(x∗) est sur-
jective on peut alors appliquer le théorème 9.1 et prendre λ0 = 1 dans (9.16).

Deuxième cas : H ′(x∗) n’est pas surjective. Puisque

H ′(x∗) = (f ′(x∗), g′
1(x

∗), ..., g′
m(x∗)),

il résulte alors du lemme 9.1 que la famille de formes linéaires sur Rn,
(f ′(x∗), g′

1(x
∗), ..., g′

m(x∗)) est liée ce qui revient à dire que

la famille (∇f(x∗),∇g1(x
∗), ...,∇gm(x∗)) est liée dans Rn.

Il existe donc des réels (λ0, λ1, ...., λm) ∈ Rm non tous nuls tels que :

λ0∇f(x∗) =

m
∑

j=1

λj∇gj(x
∗).

2

Remarque. Notons que la condition (9.16) est équivalente à :

∇xL0(x
∗, λ0, λ1, ...., λm) = 0

par ailleurs, g(x∗) − c = 0 s’exprime aussi sous la forme

∂λj
L0(x

∗, λ0, λ1, ...., λm) = 0 pour j = 1, ..., m.

Notons enfin que
∂λ0

L0(x
∗, λ0, λ1, ...., λm) = f(x∗)

donc, en général L′
0(x

∗, λ0, λ1, ...., λm) est différent de 0.
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9.5 Conditions du second ordre

Les conditions nécessaires du second-ordre pour un minimum local de
(9.1) sont données par :

Théorème 9.4 Soit x∗ ∈ A, une solution locale de (9.1). On suppose que :

1. f est deux fois différentiable en x∗,

2. g est de classe C2 au voisinage de x∗,

3. la famille ∇g1(x
∗), .....,∇gm(x∗) est libre,

alors il existe λ := (λ1, ...., λm) ∈ Rm tel que :

∇xL(x∗, λ) = ∇f(x∗) −
m
∑

j=1

λj∇gj(x
∗) = 0 et (9.17)

∂2
xxL(x∗, λ)(h, h) ≥ 0 pour tout h ∈ ker(g′(x∗)) (9.18)

Preuve:

Il résulte du théorème de Lagrange 9.1 qu’il existe λ ∈ Rm tel que ∇xL(x∗, λ) =
0, autrement dit :

f ′(x∗) =
m
∑

j=1

λjg
′
j(x

∗). (9.19)

Posons E1 := ker(g′(x∗)) et soit E2 un supplémentaire de E1. Comme
précédemment, on notera les éléments de Rn sous la forme x = (x1, x2) selon
la décomposition Rn = E1 ⊕ E2, on notera en particulier x∗ = (x∗

1, x
∗
2). On

notera également ∂i, i = 1, 2 les différentielles partielles selon le découpage
Rn = E1 ⊕ E2. Par construction, on a : ∂1g(x∗) = 0. D’après la proposition
9.1, ∂2g(x∗) est un isomorphisme de E2 sur Im(g′(x∗)) et comme g′(x∗) est
surjective, Im(g′(x∗)) = Rm donc ∂2g(x∗) est un isomorphisme de E2 vers
Rm.

L’identité (9.19) implique en particulier :

∂2f(x∗) =
m
∑

j=1

λj∂2gj(x
∗). (9.20)

Puisque g(x∗)− c = 0 et ∂2g(x∗) est inversible, il résulte du théorème des
fonctions implicites qu’il existe un voisinage ouvert U1 de x∗

1, un voisinage
ouvert U2 de x∗

2 et une application Ψ ∈ C2(U1, U2) tels que U1 × U2 ⊂ Ω,
Ψ(x∗

1) = x∗
2 et :

A ∩ (U1 × U2) = {(x1, Ψ(x1)) : x1 ∈ U1}.
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En dérivant une première fois la relation g(x1, Ψ(x1)) = c valable sur U1,
il vient :

∂1g(x1, Ψ(x1)) + ∂2g(x1, Ψ(x1)) ◦ Ψ′(x1) = 0 ∀x1 ∈ U1 (9.21)

en prenant x1 = x∗
1, en utilisant ∂1g(x∗) = 0 et le fait que ∂2g(x∗

1, Ψ(x∗
1)) =

∂2g(x∗) est inversible, on obtient donc :

Ψ′(x∗
1) = 0. (9.22)

En dérivant (9.21), il vient :

∂2
11g(x1, Ψ(x1)) + 2∂2

12g(x1, Ψ(x1)) ◦ Ψ′(x1)+

∂2
22g(x1, Ψ(x1))(Ψ

′(x1), Ψ
′(x1)) + ∂2g(x1, Ψ(x1)) ◦ Ψ′′(x1) = 0.

(9.23)

pour x1 = x∗
1, en utilisant (9.22), il vient alors :

∂2
11g(x∗) + ∂2g(x∗) ◦ Ψ′′(x∗

1) = 0. (9.24)

Pour x1 ∈ U1 posons F (x1) := f(x1, Ψ(x1)), F présente alors un minimum
local en x∗

1 et comme F est deux fois dérivable en x∗
1 on a :

F ′(x∗
1)(h) = 0 pour tout h ∈ E1. (9.25)

et
F ′′(x∗

1)(h, h) ≥ 0 pour tout h ∈ E1. (9.26)

Avec des calculs semblables à (9.23) et (9.24), on a :

F ′′(x∗
1)(h, h) = ∂2

11f(x∗)(h, h) + ∂2f(x∗)(Ψ′′(x∗
1)(h, h))

(9.26) devient alors :

∂2
11f(x∗)(h, h) + ∂2f(x∗)(Ψ′′(x∗

1)(h, h)) ≥ 0 pour tout h ∈ E1. (9.27)

Avec (9.20) et (9.24), on a par ailleurs :

∂2
11f(x∗)(h, h) + ∂2f(x∗)(Ψ′′(x∗

1)(h, h))

=∂2
11f(x∗)(h, h) +

m
∑

j=1

λj∂2gj(x
∗)(Ψ′′(x∗

1)(h, h))

=∂2
11f(x∗)(h, h) −

m
∑

j=1

λj∂
2
11gj(x

∗)(h, h).
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Si bien que (9.27) se réecrit :
(

∂2
11f(x∗) −

m
∑

j=1

λj∂
2
11gj(x

∗)

)

(h, h) ≥ 0 pour tout h ∈ E1 = ker(g′(x∗))

or pour h ∈ E1, on a :
(

∂2
11f(x∗) −

m
∑

j=1

λj∂
2
11gj(x

∗)

)

(h, h) =(f ′′(x∗) −
m
∑

j=1

λjg
′′
j (x

∗))(h, h)

=∂2
xxL(x∗, λ)(h, h)

ce qui achève la preuve. 2

Remarque. Attention à la condition h ∈ ker(g′(x∗)) dans (9.18). La condi-
tion du second-ordre (9.18) :

∂2L(x∗, λ)(h, h) ≥ 0 pour tout h ∈ ker(g′(x∗))

signifie que la forme quadratique ∂2
xxL(x∗, λ) est semi-définie positive sur

ker(g′(x∗)) (pas sur Rn en entier en général). Notons qu’on peut aussi expri-
mer cette forme quadratique sous la forme développée :

∂2
xxL(x∗, λ) = f ′′(x∗) −

m
∑

j=1

λjg
′′
j (x

∗)

Remarque. Notez bien que pour écrire la condition du second-ordre, il faut
avoir déterminé d’abord les multiplicateurs de Lagrange.

Enfin, voici des conditions suffisantes pour un minimum local de (9.1) :

Théorème 9.5 Soit x∗ ∈ A. On suppose que :

1. f est deux fois différentiable en x∗,

2. g est de classe C2 au voisinage de x∗,

3. la famille ∇g1(x
∗), .....,∇gm(x∗) est libre,

S’il existe λ := (λ1, ...., λm) ∈ Rm tel que :

∇xL(x∗, λ) = ∇f(x∗) −
m
∑

j=1

λj∇gj(x
∗) = 0 et (9.28)

∂2
xxL(x∗, λ)(h, h) > 0 pour tout h ∈ ker(g′(x∗)), h 6= 0 (9.29)

alors x∗ est un point de minimum local strict de f sur A.
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Preuve:

En reprenant les notations de la preuve du théorème 9.5, il suffit de montrer
que x∗

1 est un point de minimum local strict de F (rappelons que F (x1) :=
f(x1, Ψ(x1)) pour x1 ∈ U1). On commence par remarquer :

F ′(x∗
1) = ∂1f(x∗) + ∂2f(x∗) ◦ Ψ′(x∗

1)

Or, nous savons que

Ψ′(x∗
1) = 0, ∂1g(x∗) = 0 et ∂1f(x∗) =

m
∑

j=1

λj∂1gj(x
∗) = 0

et donc F ′(x∗
1) = 0. Comme dans la preuve du théorème 9.5, on a aussi pour

tout h ∈ ker(g′(x∗)) = E1 :

F ′′(x∗
1)(h, h) =∂2

11f(x∗)(h, h) + ∂2f(x∗)(Ψ′′(x∗
1)(h, h))

=(f ′′(x∗) −
m
∑

j=1

λjg
′′
j (x

∗))(h, h)

=∂2
xxL(x∗, λ)(h, h)

Ainsi par (9.29), F ′′(x∗
1) est une forme quadratique définie positive sur E1.

On déduit alors de la proposition 8.6 que x∗
1 est un point de minimum local

strict de F et donc un point de minimum local strict de f sur A .
2

112



Chapitre 10

Optimisation sous contraintes

générales

10.1 Notations

Dans ce chapitre nous nous intéressons à des problèmes d’optimisation
sous contraintes d’égalité et d’inégalité dans Rn. Etant donnés Ω un ouvert
de Rn, f , g1, ...., gm, k1, ..., kp des fonctions définies sur Ω à valeurs réelles et
des réels c1, ... , cm, d1, ...., dp, on considère le problème :

inf
x∈A

f(x) (10.1)

avec :

A := {x ∈ Ω : gj(x) = cj, j = 1, ...., m, , ki(x) ≤ di, i = 1, ...., p} (10.2)

La fonction f à minimiser s’appelle fonction objectif ou coût. Les fonctions
gj et les réels cj définissent les contraintes d’égalité de (10.1), les fonctions
ki et les réels di définissent les contraintes d’inégalité de (10.1). Les éléments
de A s’appellent les éléments admissibles, on supposera évidemment dans ce
qui suit que A 6= ∅. Comme précédemment, on distingue les solutions locales
et globales, strictes et larges :

Définition 10.1 .

1. On dit que x∗ est une solution globale de (9.1) ou un point de minimum
global de f sur A ssi f(x∗) ≤ f(x) pour tout x ∈ A.

2. On dit que x∗ est une solution locale de (9.1) ou un point de minimum
local de f sur A ss’il existe r > 0 tel que f(x∗) ≤ f(x) pour tout x ∈ A
tel que ‖x − x∗‖ < r.
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3. On dit que x∗ est un point de minimum global strict de f sur A ssi
f(x∗) < f(x) pour tout x ∈ A \ {x∗}.

4. On dit que x∗ un point de minimum local strict de f sur A ss’il existe
r > 0 tel que f(x∗) < f(x) pour tout x ∈ A tel que ‖x − x∗‖ < r et
x 6= x∗.

Pour étudier l’existence d’une solution de (10.1), on utilise les résultats
du paragraphe 8.2.

Il sera commode dans ce qui suit de noter sous forme plus synthétique les
contraintes d’égalité, on définit :

g :

{

Ω → Rm

x 7→ g(x) := (g1(x), ..., gm(x))

Ainsi les contraintes d’égalité de (10.1) s’écrivent simplement g(x) = c (c :=
(c1, ..., cm)).

Soit x ∈ A si ki(x) = di alors on dit que la i-ème contrainte d’inégalité
est saturée en x (certains disent plutôt serrée, et en anglais, on dit : binding).
On note I(x) l’ensemble des contraintes saturées en x ∈ A :

I(x) := {i ∈ {1, ...., p} t.q. ki(x) = di} .

10.2 Résultats préliminaires

Dans tout ce paragraphe on considère x∗ ∈ A tel que les conditions sui-
vantes sont satisfaites :

1. g est de classe C1 au voisinage de x∗,

2. ki est différentiable en x∗ pour tout i ∈ I(x∗),

3. la famille ∇g1(x
∗), .....,∇gm(x∗) est libre,

4. les contraintes d’́ınégalité sont qualifiées en x∗ ce qui par définition
signifie :

∃h0 ∈ ker(g′(x∗)) tel que ∇ki(x
∗) · h0 < 0 ∀i ∈ I(x∗). (10.3)

L’hypothèse de qualification (10.3) est très importante, elle peut également
s’exprimer par

∃h0 tel que ∇gj(x
∗) · h0 = 0 ∀j ∈ {1, ..., m}, et

∇ki(x
∗) · h0 < 0 ∀i ∈ I(x∗).
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Posons E1 := ker(g′(x∗)) et soit E2 un supplémentaire de E1. Comme dans
le chapitre précédent, on notera les éléments de Rn sous la forme x = (x1, x2)
selon le ”découpage” Rn = E1⊕E2, on notera en particulier x∗ = (x∗

1, x
∗
2). On

notera également ∂i, i = 1, 2 les différentielles partielles selon le découpage
Rn = E1 ⊕ E2. Par construction, on a : ∂1g(x∗) = 0. Comme au chapitre
précédent, ∂2g(x∗) est un isomorphisme de E2 vers Rm. Puisque g(x∗)−c = 0
et ∂2g(x∗) est inversible, il résulte du théorème des fonctions implicites qu’il
existe un voisinage ouvert U1 de x∗

1, un voisinage ouvert U2 de x∗
2 et une

application Ψ ∈ C1(U1, U2) tels que U1 × U2 ⊂ Ω, Ψ(x∗
1) = x∗

2 et :

{(x1, x2) ∈ U1 × U2 : g(x1, x2) = c} = {(x1, Ψ(x1)) : x1 ∈ U1}. (10.4)

En dérivant la relation g(x1, Ψ(x1)) = c valable sur U1, il vient :

∂1g(x1, Ψ(x1)) + ∂2g(x1, Ψ(x1)) ◦ Ψ′(x1) = 0 ∀x1 ∈ U1

en prenant x1 = x∗
1, en utilisant ∂1g(x∗) = 0 et le fait que ∂2g(x∗

1, Ψ(x∗
1)) =

∂2g(x∗) est inversible, on obtient donc :

Ψ′(x∗
1) = 0. (10.5)

Fixons maintenant ε > 0 et h ∈ Rn vérifiant :

h ∈ E1 = ker(g′(x∗)) et ∇ki(x
∗) · h ≤ 0 ∀i ∈ I(x∗). (10.6)

Définissons pour t > 0 :

x1(t) = x∗
1 + t(h + εh0). (10.7)

On a alors x1(0) = x∗
1, x1(t) ∈ E1 et x1(t) ∈ U1 pour t > 0 assez petit.

Définissons pour t > 0 assez petit pour que x1(t) ∈ U1 :

x(t) := (x1(t), Ψ(x1(t))). (10.8)

Par construction, notons que x(0) = x∗ et avec (10.4), g(x(t)) = c pour t > 0
assez petit. On a alors :

Lemme 10.1 Sous les hypothèses précédentes soit x(t) ∈ U1 ×U2 défini par
(10.8) pour t > 0 assez petit, on a :

x(t) = x∗ + t(h + εh0) + o(t)

et x(t) ∈ A pour t > 0 assez petit.
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Preuve:

On a x1(t) = x∗ + t(h + εh0), posons x2(t) = Ψ(x1(t)) comme x1(0) = x∗
1 et

Ψ est dérivable en x∗
1 avec Ψ′(x∗

1) = 0, x2 est dérivable en 0 avec :

ẋ2(t) = Ψ′(x∗
1)(h + εh0) = 0

donc x2(t) = o(t) et comme x(t) = (x1(t), x2(t)), il vient :

x(t) = (x∗
1 + t(h + εh0), x

∗
2 + o(t)) = x∗ + t(h + εh0) + o(t). (10.9)

On sait déja que g(x(t)) = c, il s’agit de montrer que x(t) satisfait aussi
les contraintes d’́ınégalité pour t > 0 assez petit, pour cela distinguons les
contraintes saturées des contraintes non saturées en x∗. Si i /∈ I(x∗) alors
ki(x

∗) < di et puisque ki est continue en x∗ = x(0) et x(.) est continue en
t = 0, on a par continuité ki(x(t)) < di pour t > 0 assez petit. Si i ∈ I(x∗)
alors on a ki(x

∗) = ki(x(0)) = di et avec(10.9) on a :

ki(x(t)) = di + t∇ki(x
∗) · (h + εh0) + o(t)

par hypothèse ∇ki(x
∗) · h ≤ 0 et ∇ki(x

∗) · h0 < 0 donc ki(x(t)) ≤ di pour
t > 0 assez petit.

2

10.3 Condition d’optimalité de Kuhn et Tu-

cker

Nous sommes en mesure de prouver le théorème de Kuhn et Tucker (par-
fois aussi appelé théorème de Karush, Kuhn et Tucker ou KKT) :

Théorème 10.1 Soit x∗ ∈ A une solution locale de (10.1) telle que :

1. f est différentiable en x∗,

2. g est de classe C1 au voisinage de x∗,

3. ki est différentiable en x∗ pour tout i ∈ I(x∗),

4. la famille ∇g1(x
∗), .....,∇gm(x∗) est libre,

5. les contraintes d’́ınégalité sont qualifiées en x∗ :

∃h0 ∈ ker(g′(x∗)) tel que ∇ki(x
∗) · h0 < 0 ∀i ∈ I(x∗).

alors il existe (λ1, ...., λm) ∈ Rm et µi ≥ 0 pour tout i ∈ I(x∗) tel que :

∇f(x∗) =
m
∑

j=1

λj∇gj(x
∗) −

∑

i∈I(x∗)

µi∇ki(x
∗). (10.10)
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Preuve:

Soit h vérifiant (10.6) et x(t) défini pour t > 0 assez petit par (10.8), d’après
le lemme 10.1, on a x(t) ∈ A, comme x(0) = x∗ et x(.) est continu en 0 on a
donc pour t > 0 assez petit :

1

t
(f(x(t)) − f(x(0)) ≥ 0. (10.11)

Comme f est différentiable en x∗ et en utilisant la première partie du lemme
10.1, on peut passer à la limite t → 0+ dans (10.11), il vient alors :

∇f(x∗) · (h + εh0) ≥ 0. (10.12)

comme ε > 0 est arbitraire, on obtient aussi :

∇f(x∗) · h ≥ 0. (10.13)

Comme (10.13) a lieu pour tout h vérifiant (10.6), on déduit (10.10) du lemme
de Farkas. 2

Les réels λj et µi sont appelés des multiplicateurs de Kuhn et Tucker
associés aux contraintes de (10.1) au point de minimum local x∗.

Lorsque le problème (10.1) est convexe, la condition (10.10) est suffisante
et assure que le minimum est global.

Proposition 10.1 Supposons que Ω est un ouvert convexe de Rn, que f et
k1, ..., kp sont des fonctions convexes sur Ω, gj est une fonction affine pour
j = 1, ..., m. Si x∗ ∈ A est tel qu’il existe (λ1, ...., λm) ∈ Rm et µi ≥ 0 pour
tout i ∈ I(x∗) tel que :

∇f(x∗) =

m
∑

j=1

λj∇gj(x
∗) −

∑

i∈I(x∗)

µi∇ki(x
∗). (10.14)

alors pour f(x∗) ≤ f(x) pour tout x ∈ A.

Preuve:

Soit x ∈ A, par convexité de f , on a :

f(x) − f(x∗) ≥ ∇f(x∗) · (x − x∗)

avec (10.14), il vient donc :

f(x)−f(x∗) ≥ −
∑

i∈I(x∗)

µi∇ki(x
∗).(x−x∗)+

m
∑

j=1

λj∇gj(x
∗).(x−x∗). (10.15)
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Comme les gj sont affines et gj(x) = gj(x
∗) = cj on a aussi :

gj(x) − gj(x
∗) = 0 = ∇gj(x

∗).(x − x∗)

en reportant dans (9.9), il vient donc :

f(x∗) − f(x) ≤
∑

i∈I(x∗)

µi∇ki(x
∗).(x − x∗) (10.16)

Pour i ∈ I(x∗), ki(x
∗) = di et puisque x ∈ A, on a ki(x) ≤ di, par convexité

de ki il vient alors :

0 ≥ ki(x) − ki(x
∗) ≥ ∇ki(x

∗).(x − x∗) (10.17)

en reportant dans (10.16), il vient bien f(x∗) ≤ f(x). 2

10.4 Lagrangien

On peut aussi formuler les conditions d’optimalité KKT, au moyen du
lagrangien associé à (10.1). L’idée est d’introduire des multiplicateurs pour
toutes les contraintes d’inégalité dans (10.10), pour tout i on a :

– soit i /∈ I(x∗) et µi = 0 dans (10.10),
– soit i ∈ I(x∗) et donc ki(x

∗) − di.
ce qu’on peut résumer par la condition de complémentarité entre multipli-
cateurs et contraintes qui exprime que si une contrainte n’est pas saturée le
multiplicateurs associé est nul :

µi(ki(x
∗) − di) = 0 pour tout i ∈ {1, ...., p}. (10.18)

Le lagrangien du problème (9.1) est la fonction définie pour tout (x, λ, µ) ∈
Ω × Rm × (R+)p par :

L(x, λ, µ) := f(x) −
m
∑

j=1

λj(gj(x) − cj) +

p
∑

i=1

µi(ki(x) − di). (10.19)

Remarquons alors que si f et les fonctions gj sont différentiables en x ∈ Ω
alors on a :

∇xL(x, λ, µ) = ∇f(x) −
m
∑

j=1

λj∇gj(x) +

p
∑

i=1

µi∇ki(x). (10.20)

∂λj
L(x, λ, µ) = cj − gj(x) (10.21)
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et
∂µi

L(x, λ, µ) = ki(x) − di (10.22)

Ainsi le fait que x∗ ∈ A i.e. vérifie la contrainte g(x∗) = c peut s’exprimer
par :

∇λL(x∗, λ, µ) = 0. (10.23)

Avec (9.11) et (10.18), la condition de Kuhn et Tucker se traduit par :

∇xL(x∗, λ, µ) = 0.

Le théorème 10.10 peut donc se reformuler comme suit :

Théorème 10.2 Soit x∗ ∈ A une solution locale de (10.1) telle que :

1. f est différentiable en x∗,

2. g est de classe C1 au voisinage de x∗,

3. ki est différentiable en x∗ pour tout i ∈ I(x∗),

4. la famille ∇g1(x
∗), .....,∇gm(x∗) est libre,

5. les contraintes d’́ınégalité sont qualifiées en x∗ :

∃h0 ∈ ker(g′(x∗)) tel que ∇ki(x
∗) · h0 < 0 ∀i ∈ I(x∗).

alors il existe λ = (λ1, ...., λm) ∈ Rm et (µ1, ...., µm) ∈ Rm
+ tels que :

µi(ki(x
∗) − di) = 0 ∀i ∈ {1, , p} (10.24)

∇xL(x∗, λ, µ) = 0. (10.25)

∇λL(x∗, λ, µ) = 0. (10.26)
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