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I. Questions de cours
A. Baréme : 1 point chacune des deux définitions.

Une petite erreur courante dans les copies : “I'(x)” n’a pas de sens pour une distribution
T générale qui n’est pas une fonction, et la notation intégrale non plus.

B. Bareme : 1,5 points chacune des deux preuves.

II. Exercices sur le Chapitre 2

1. Bareme : 2 points pour chacune des deux limites.

Pour le (a), la limite est 0 et s’obtient pour une intégration par partie : pour
¢ € D(R), par convergence dominée

/ cos(nz) o(x) dz = — / w (@) do "= 0,

Pour le (b), la limite est la dérivée du Dirac : par intégration par parties et change-
ment de variable

3 n? z? X=nzx €X2 / X n—00 6X2 /
n°xe” T p(r)dr =" — - 2\ dX — | - TdX ©'(0)

XZ
G —> <—/%dX> 5 dans D'(R).

Une erreur tres courante : la fonction g, converge bien vers 0 pour tout x # 0,
mais le controle n’est pas uniforme (regarder en x = 1/n et z = 1/n et regarder la
valeur de l'intégrale pour les x > 0 et pour les = < 0), ce qui empéche d’appliquer
le théoreme de convergence dominé et explique pourquoi on ne trouve pas 0 comme
limite.



2.

(a)

Baréeme : 2 points.
Pour une fonction ¢ € D(R), il faut utiliser le support compact de ¢ pour

déduire que la série
> (05, 0)
n>0
est stationnaire a partir d'un certain rang, donc convergente.

Bareme : 2 points.

Supposer que la limite S est d’ordre fini N, et considérer une fonction test
X € D(R) qui vaut 1 sur [N +3/4, N +5/4] et zéro hors de [N +1/2, N 4+ 3/2].
Alors Sy = 6](\,]\531), et la multiplication avec une fonction C'*° ne pouvant que
diminuer l'ordre, cela contredit I'indication.

Non traité.

Bareme : 2 points.
En notant ¢. I'approximation de I'unité usuelle, définir

Xe = ¢£/2 * 1K5/2
et vérifier sur la formule le contréle sur les dérivées.

Bareme : 3 points.

La fonction ¢ étant nulle a l'ordre p sur K, 'estimation est triviale sur K, et
sur le domaine K. \ K de taille €, écrire des formules de Taylor successives a
partir d’'un point de K pour obtenir

0% ()| < eP 1 (sup I(’?asol)
KK

d’ou le résultat car

h(e) = (sup |8a<p|) =5%0.

K\K

Bareme : 2 points.
[’égalité a démontrer vient de

<T790(1 _X€)> =0

par définition du support, et on en déduit en utilisant la définition de l'ordre
p, et la formule de Leibniz sur la dérivation d’un produit

(T o)) = [T o xe)| < Chle)

pour tout ¢ d’ou le résultat.

Bareme : 3 points.

Montrer en utilisant un développement de Taylor que toute fonction test ¢ €
D(R) s’écrit

p=> " 0)6,+v, 6k €DR)
k=0

avec 0,(5)(0) = i; pour 0 < k,7 < pet ¢ nulle a 'ordre p sur {0}, et en déduire
le résultat.



III. Exercices sur le Chapitre 3
1. (a) Baréme : 2 points.
Si T =Ty € D'(R) est associée a une fonction, il faut par cohérence que
Ty =T,
On trouve donc par changement de variable qu’il faut que
Vo € DR), (T, ) = (T,\" Qi /p)

pour retrouver la propriété. Ceci définit bien Q2,7 (pour tout A > 0, si
¢ € D(R) alors Q¢ € D(R) et QT ainsi défini est bien une forme
linéaire sur D(R) qui vérifie la propriété de continuité, qui est définie de maniere
unique. . . ).

(b) (i) Bareme : 2 points. Pour ¢ € D(R),
(0o, ) = (60, A Qi) = ©(0/A) = ©(0) = (b0, ¢)-

(ii) Baréme : 2 points.
Pour ¢ € D(R),

(0T, @) = A (0T, D jap) = X (=1)*N(T, 0% (Qn9))
et un calcul évident donne
0” (Quyap) = A11Qy 0 (0%)
d’ou
(0T, ) = X1 (= 1)P(T, Q5 (0%9)) = A1 (1) (LT, 0%p)
= Amlel (—1)lel(7, 900y = Al (90T, ).

(¢) (i) Bareme : 2 points.
Pour z # 0 le calcul donne

Oln ||z|| o 0 1n ||z|| B x3 — a2
Oy |=]? or3 |zl
Oln ||z|| T 0% In ||z || B 1?2 — 13
Oy |zl oxy |z

d’ou Aln||z|| = 0.

(ii) Baréme : 3 points.
D’apres la question précédente, le support de 7' = Aln|| - || est réduit a
{0}, donc en utilisant le résultat démontré 11.3.(d), on en déduit

K
T= Zak 5(()k), (ag)k=o,.,k €R.
k=0

Puis on vérifie sur les calculs du (i) que 07'/0x; et 9T /0xs sont homogene
de degré 1. Donc d’apres le (b), T est homogene de degré 0, d’ou finalement
T = C d.



(iii) Baréme : 3 points.
Calculer (T, ) avec ¢(z) = e~ I#1°/2 ;

C= (T, g) = — / Vin o] Ve(z) de

car V1In||z|| est une vraie fonction, et donc

w2 [z R2

TD. Baréme : 1 points.

)
(ii) TD. Baréme : 2 points.

) TD. Baréme : 2 points.

) Baréme : 3 points (2 points pour 7" = 0, 1 point pour z7 = 1). La
premiere question est traitée en TD, pour x T = 1, utiliser la solution par-
ticuliere du (a) (ii) pour se ramener au cas homogene x T = 0, la solution

étant la somme de la solution particuliere et des solutions homogenes.
(iii) Baréme : 2 points.
Vérifier par un développement de Taylor que toute fonction test ¢ € D(R)
s’écrit
v =x09(0) +x19(1) + 2 (z — 1) ¥
avec Xo, X1, % € D(R) et x0(0) = x1(1) =1 et x1(0) = xo(1) = 0. Dot (la
réciproque est immédiate)

T:CO50+01(51, Co,CleR.

(a) Baréme : 2 points.
Dans S'(R) on peut appliquer la transformation de Fourier : 7' € S'(R) vérifie
. 1
R —
a® + [¢]?
d’ol1 en utilisant 'indication

—alz|

2a

e

T = go(r) = —

(b) Baréme : 2 points.
La solution particuliere précédente permet de se ramener au cas homogene :

T(x)=go(x)+ Ae*®+Be ", A BeR.

(c) Baréme : 3 points.
On cherche d’abord une solution particuliere : en prenant la transformation de
Fourier

A

]
a® + [¢]?
d’ou T = f x go. Il faut ensuite ajouter les solutions homogenes. . .

T =



