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Exercice 1.

1. (Définitions)

(a) Donner la définition d’une distribution sur R
d, avec d ∈ N

∗, puis de sa dérivée dans
D′(Rd).

(b) Donner la définition de la convolution entre une distribution T ∈ D′(Rd) et une
fonction C∞ à support compact φ ∈ D(Rd), puis entre T ∈ D′(Rd) et U ∈ E ′(Rd) (les
distributions à support compact).

2. (Dilatations et distributions homogènes)

(a) Soit f : R
d → R une fonction. On définit, pour λ > 0, la nouvelle fonction Ωλf par

∀x ∈ R
d, Ωλf(x) = λd f(λx).

Étendre l’opération Ωλ aux distributions D′(Rd) (c’est-à-dire donner une définition
valable pour toute distribution). Le mot “étendre” implique que la définition pour
les distributions doit cöıncider avec celle ci-dessus pour les fonctions lorsque la dis-
tribution correspond à une fonction L1

loc
(Rd).

(b) On dit qu’une distribution T ∈ D′(Rd) est homogène de degré m ∈ R si et seulement
si

∀λ > 0, ΩλT = λm T.

(i) Montrer que la masse de Dirac en 0 est homogène de degré 0.

(ii) Montrer que si T ∈ D′(Rd) est homogène de degré m, alors pour tout multi-indice
α, ∂αT est homogène de degré m − |α|.

(c) Application (difficile) : on veut calculer ∆(ln ‖x‖), x ∈ R
2. On rappelle que pour

une fonction f de classe C2 sur R
d, le Laplacien de f est défini par :

∆f(x) =

d
∑

i=1

∂2f

∂x2
i

(x).

(i) Calculer ∆(ln ‖x‖), pour x 6= 0.

(ii) En utilisant le résultat démontré II.3.(d), en déduire que

∆(ln ‖x‖) = C δ0 dans D′(R2).

1



(iii) Calculer C.

3. (Résolution d’une EDO)

Soit a > 0. On veut résoudre l’équation

T ′′ − a2 T = δ0 dans D′(R).

(a) Trouver une solution particulière dans S ′(R). On pourra utiliser le calcul suivant de
transformation de Fourier :

∫

R

e−i x ξ

1 + a2 ξ2
dξ = π e

−
|x|

2 π |a| .

(b) En déduire toutes les solutions dans D′(R).

(c) Résoudre, pour f ∈ E ′(R) (l’espace des distributions à support compact)

T ′′ − a2 T = f dans D′(R)

et vérifier que cette solution est donnée par une convolution à partir de la solution
fondamentale du (b).

Exercice 2.

1. (Un cas de transport linéaire à coefficients variables explicite)

(a) Donner l’expression des solutions classiques pour l’équation

∂tu + x ∂xu = 0,

avec la donnée initiale u0 ∈ C1(R). On donnera les équations des caractéristiques,
leur solution, et on déduira la formule recherchée.

(b) (3 points) Rappeler la définition des solutions faibles pour cette équation, et vérifier
que lorsque u0 ∈ L∞(R), l’expression trouvée précédemment continue d’avoir un sens,
et est solution faible.

2. On considère l’équation de transport linéaire à coefficient constant

∂tu + c ∂xu = 0,

pour c ∈ R, et une donnée initiale u0 ∈ C1(R) ∩ L∞. Montrer que si u est solution faible
sur R et qu’elle est C1 sur R+ × R, alors c’est une solution forte.

Exercice 3.

1. Donner la définition du noyau de la chaleur du R
d, où d ∈ N

∗.

2. Soient c ∈ R et f : R
d → R continue, bornée. Montrer que le problème

{

∂tu − ∆u + c t u = 0, x ∈ R
d, t > 0

u(0, x) = f(x), x ∈ R
d,

admet une unique solution dans C0([0,+∞[×R
d) ∩ C∞(]0,+∞[×R

d) et donner son ex-
pression en fonction de f .
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Exercice 4.

1. (Transformation de Laplace). On rappelle que la transformation de Laplace d’une
fonction f = f(z) mesurable sur R s’écrit

L(f)(y) =

∫ +∞

0

f(z) e−y z dz.

Cette intégrale est définie pour y > ζ(f) avec ζ(f) qui est le plus petit y ∈ R∪{−∞,+∞}
tel que cette intégrale soit absolument convergente.

On définit la fonction suivante

fa,λ(z) = e
−(z−a)2

λ , a ∈ R, λ > 0,

Montrer que sa transformée de Laplace est définie sur tout R et vaut

L(fa,λ)(y) =
√

λπ e−a y+λ
y2

4 N
(

−a

√

2

λ
+

√

λ

2
y

)

,

où

N (x) =
1√
2π

∫ +∞

x

e−
y2

2 dy.

2. On rappelle l’expression de l’ÉDP d’évaluation de Black et Scholes :














∂tu + Lu − r u = 0, ∀ t ∈ [0, T ), x ∈ R
∗

+

Lu(t, x) = r x ∂xu(t, x) + 1

2
σ2 x2 ∂2

xxu(t, x)

u(T, x) = (x − K)+, ∀x ∈ R
∗

+

(1)

Donner la signification de toutes les quantités et variables dans cette équation, en terme
de modélisation financière.

3. (Option Call-Spread). On considère un marché financier où les taux d’intérêt et les primes
de risque sont constants. La dynamique du prix S d’une action est

dSt = St (r dt + σ dWt), S0 = x.

Une option Call-Spread est une option d’achat qui paye à l’échéance T

f(ST ) = min {α(ST − K)+;C} ,

où α, K et C sont des constantes positives.

(a) Donner le prix de cette option, en calculant la solution u de l’équation de Black et
Scholes associée. On pourra poser

U(s, y) = e
2r−σ2

2σ2 y+
(σ2+2r)2

4σ4 s
u

(

T − 2s

σ2
,K ey

)

,

où r désigne le taux d’intérêt sans risque.

(b) Décrire la stratégie de portefeuille qui réplique l’option Call-Spread.

(c) Que se passe-t-il au voisinage de l’échéance ?
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