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Probleme du Serpent lové

Le probleme Lissage isotrope :

—eAu+ u=f dans Qr

ou

— =0surdQQr=Turls¢

on

est équivalent a (pour I fixé) :

J(u) =

. J _
venplér(]ﬂ) (V)

1/ (v—f)2d9+5/ Vv [2dQ
2 Jo, 2 Jo,
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Probleme du Serpent lové

Le probleme Lissage isotrope :

—eAu+ u=f dans Qr
du .
— =0sur0Qr =T UTl¢
on

est équivalent a (pour I fixé) :

1 5
J(u) = min Jv:f/ v—fde—i—f/ Vv|?dQ
()= min H)=3 | (v=fd+5 | Vv

Notre probleme consiste a trouver le bord ' qui fait que u se
rapproche le plus de f sur tout Qr, tout en ayant un peu de

régularité sur u.
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Probleme du Serpent lové

Le probleme Lissage isotrope :

—eAu+ u=f dans Qr
ou .
— =0sur0Qr =T UTl¢
on

est équivalent a (pour I fixé) :

1 5
J(u) = min Jv:f/ v—f2dQ+—/ Vv|?dQ
()= min H)=3 | (v=fd+5 | Vv

Notre probleme consiste a trouver le bord ' qui fait que u se
rapproche le plus de f sur tout Qr, tout en ayant un peu de

régularité sur u.

Le probléeme revient a minimiser :

1 1
RN =—< [ |VuPd—= [ |uPdQ+= [ |fPdQ
2 Jo, 2 Ja 2 Jo,
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Gradient de I'énergie "reptile” (1/3)

Tech. d’Optim. de forme : On applique des petites
déformations localement sur le domaine Qr de I'image :

Qr [ — an

x=(x) — x"=x+n0(x)
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Gradient de I'énergie "reptile” (1/3)

Tech. d’Optim. de forme : On applique des petites

déformations localement sur le domaine Q1 de I'image :

Qr — Q)

x=(x) — x"=x+n0(x)

Ainsi, nous avons a |'ordre 1 en 1) (en posant ¢"(x) =

p(x")) :
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Gradient de I'énergie "reptile” (1/3)

Tech. d’Optim. de forme : On applique des petites
déformations localement sur le domaine Q1 de I'image :

Qr — Q)

x=(x) — x"=x+n0(x)

Ainsi, nous avons a 'ordre 1 en 7) (en posant ¢7(x) = p(x")) :

@ changement d'ouvert :

/ o(xM)dx" ~ / ©"(x)(1 + ndiv 0)dx
Qrn

Qr
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Gradient de I'énergie "reptile” (1/3)

Tech. d’Optim. de forme : On applique des petites
déformations localement sur le domaine Q1 de I'image :

Qr — Q)

x=(x) — x"=x+n0(x)

Ainsi, nous avons a 'ordre 1 en 7) (en posant ¢7(x) = p(x")) :

@ changement d'ouvert :

/ o(xM)dx" ~ / ©"(x)(1 + ndiv 0)dx
Qrn

Qr

@ transport de dérivée :

Vp(x") ~ V' (x) — nDO(x).V'(x)
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Gradient de I'énergie "reptile” (1/3) oo 5 s

Serpent

Ph. Destuynder - O. Wilk
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@ transport de dérivée :

Vp(x") ~ V' (x) — nDO(x).V'(x)

Réf. : F. Murat et J. Simon - Sur le contréle par un domaine géométrique - Theése de doctorat d’Etat - Publication du
LA 189 (LAN Paris 6) - 1976

Réf. : J. Hadamard
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Gradient de I'énergie "reptile” (2/3)

(

(") 9) = limy

R(T)

R(T") —
7

(avec u

1

= lim
n—0

ul —u

n

)
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Gradient de I'énergie "reptile” (2/3)

OR L R(M) = R(T)
Sr(.0) = lim S =0

ul —u

)

(avec ut = lim
n—0

n n
OR
ﬁ(r),e) =—¢ [ VuVudx— u utdx Srdent
rpent -
Qr Qr E’éf,@me 1D
1 Difficulté
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Gradient de I'énergie "reptile” (2/3)

n) _ n_
aR(I’) 0) = I w (avec ut = lim et
n =0 1

)

( (F) 0) = —5/ Vu Vuldx—/ u utdx
Qr Qr

Problén_|e 1D
1 Difficulté
2 2 g Solution
- 5 / (8 | v U| + | U| )leedX Serpent - Premieres appli.
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Gradient de I'énergie "reptile” (2/3)

OR R(r) — R(T) 1 . ul"—u
— fjm ~— /") = lim ——
(G (0.0) = tim L (avec u = fim 1)
(aR(F) 0) =—¢ | VuVutdx— / u utdx
JQr Qr
1
—f/ (e]Vul? + |u?)divOdx
2 Ja,

1
+/ aquevuderf/ | divOdx
Qr 2 Jo

En ramenant sur le domaine non déformé la F. V. du probleme
de lissage isotrope écrite au départ sur le domaine déformé (a
I'ordre 1 et sans oublier que : u”7 ~ u +77u1), on obtient :

—€ Vu Vuldx — / uutdx = —2¢ VuDOV udx
Qr Qr Qr
s/ \vu|2div9dx+/ |ul2divdx — [ f udivOdx
Qr Qr Qr
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Gradient de I'énergie "reptile” (3/3)

Ensuite en utilisant essentiellement la formule de Green :

/divwv:—/wVv+/ w.vv
Q Q File}

On obtient :

GO0 =5 [(ElgeR +1u ~ 2o
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Gradient de I'énergie "reptile” (3/3)

Ensuite en utilisant essentiellement la formule de Green :

/divwv:—/wVv—i—/ w.vv
Q Q o0

On obtient :

(GEO0) = 5 [ (lgel +1u — 2l

Ou [.] saut d'une quantité a la traversée de ' et v normale de
r.
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Probleme 1D

Intéressons nous au probleme monodimensionnel ol :
f(x) =1 pour x € [0,1/2] et f(x) =0 pour x €]1/2,1].
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Probleme 1D

Intéressons nous au probleme monodimensionnel ol :
f(x) =1 pour x € [0,1/2] et f(x) =0 pour x €]1/2,1].

Coupons [0,1] en deux parties [0, X[ et ] X, 1] (X = T).
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Probleme 1D

Intéressons nous au probléme monodimensionnel ou :

f(x) =1 pour x € [0,1/2] et f(x) =0 pour x €]1/2,1].

Coupons [0,1] en deux parties [0, X[ et |X,1] (X ~T).

Ainsi, nous avons deux sous problemes :
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Probleme 1D

Intéressons nous au probléme monodimensionnel ou :

f(x) =1 pour x € [0,1/2] et f(x) =0 pour x €]1/2,1].

Coupons [0,1] en deux parties [0, X[ et |X,1] (X ~T).

Ainsi, nous avons deux sous problemes :

"

—euy (x) + u1(x) = f(x) pour x € [0, X]
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Probleme 1D

Intéressons nous au probléme monodimensionnel ou :

f(x) =1 pour x € [0,1/2] et f(x) =0 pour x €]1/2,1].

Coupons [0,1] en deux parties [0, X[ et |X,1] (X ~T).
Ainsi, nous avons deux sous problemes :

—euy (x) + u1(x) = f(x) pour x € [0, X]

(x) + ua(x) = f(x) pour x €]X, 1]
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Probleme 1D

Intéressons nous au probléme monodimensionnel ou :
f(x) =1 pour x € [0,1/2] et f(x) =0 pour x €]1/2,1].

Coupons [0,1] en deux parties [0, X[ et |X,1] (X ~T).

Ainsi, nous avons deux sous problemes :

"

—euy (x) + u1(x) = f(x) pour x € [0, X]

Dont les solutions peuvent étre obtenues analytiquement.
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ROO =% [ 192%Pos— 1 ["luxas+ 3 [ 1205 - <2%(0)
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Difficulté

Ayant :
1

R(X):—%/ |%ﬂ2ds_l/ |ux[ds + /|f|d a“X(O)
0 S

et son gradient : G(X) = %[|ux| ] — 2 f [ux]. Nous obtenons :
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Difficulté

Ayant :

RX)=—5 |

m

et son gradient : G(X) =

8UX

1 /! 2 1/ Oux
_ = = f — g
0\ux|d5—&—20||ds € e

R(x) Gix)= [u*=2] - 2*(»)*[u] pour epsilon = 0.1
o 1
007 08
06
008
04
00s 0z
004 00
003 0z
04
002
06
o0l 08
YRS 0 05 04 05 06 07 08 08 10 e 0 0 0 05 06 07 08 09 10

%[|ux\2] — 2 f [ux]. Nous obtenons :

(0).
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Difficulté

Aya

nt :

1
(X)——f/ \8”X _1/ lux[2ds + = /|f|2ds—eaﬂ
0 0s

et son gradient : G(X) = %[|ux\ ] — 2 f [ux]. Nous obtenons :

R(x) Gix)= [u*=2] - 2*(»)*[u] pour epsilon = 0.1
o 1
007 08
06
008
04
00s 0z
004 00
003 0z
04
002
06
o0l 08
YRS 0 05 04 05 06 07 08 08 10 e 0 0 0 05 06 07 08 09 10

Attention au comportement inhabituel de R(X) (de G(X)) :

(0).
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Difficulté

Ayant :

(X)——f/ ‘8ux

et son gradient : G(X) =

]_ 1 2 1 e 2 aUX
/0\ux| d5+§/0 |f] ds—EE

%[|ux\2] — 2 f [ux]. Nous obtenons :

R(x) Gix)= [u*=2] - 2*(»)*[u] pour epsilon = 0.1
o 1
007 08
06
008
04
00s 0z
004 00
003 0z
04
002
06
o0l 08
YRS 0 05 04 05 06 07 08 08 10 e 0 0 0 05 06 07 08 09 10

Attention au comportement inhabituel de R(X) (de G(X)) :

@ R de forme non convexe en "

pointe”,

(0).
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Difficulté

Ayant :

(X)——f/ ‘8ux

et son gradient : G(X) =

]_ 1 2 1 e 2 aUX
/0\ux| d5+§/0 |f] ds—EE

%[|ux\2] — 2 f [ux]. Nous obtenons :

R(x) Gix)= [u*=2] - 2*(»)*[u] pour epsilon = 0.1
o 1
007 08
06
008
04
00s 0z
004 00
003 0z
04
002
06
o0l 08
YRS 0 05 04 05 06 07 08 08 10 e 0 0 0 05 06 07 08 09 10

Attention au comportement inhabituel de R(X) (de G(X)) :

@ R de forme non convexe en "

pointe”,

@ plus X est proche de la solution plus |G(X)]| est grand,

(0).
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Difficulté

Ayant :

(X)——f/ ‘8ux

et son gradient : G(X) =

]_ 1 2 1 e 2 aUX
/0\ux| d5+§/0 |f] ds—EE

%[|ux\2] — 2 f [ux]. Nous obtenons :

R(x) Gix)= [u*=2] - 2*(»)*[u] pour epsilon = 0.1
o 1
007 08
06
008
04
00s 0z
004 00
003 0z
04
002
06
o0l 08
YRS 0 05 04 05 06 07 08 08 10 e 0 0 0 05 06 07 08 09 10

Attention au comportement inhabituel de R(X) (de G(X)) :

@ R de forme non convexe en "

pointe”,

@ plus X est proche de la solution plus |G(X)]| est grand,

@ saut de G(X) a la solution.

(0).

Optimisation de formes
appliquées a la méthode du
Serpent

Ph. Destuynder - O. Wilk

Introduction
Serpent - Théorie
lllustration
Probleme
Gradient
Serpent - 1D
Probleme 1D
Difficulté
Solution
Serpent - Premigres appli
Rond et demi-rond
Serpent - Lissage N.L
Probleme
Qq exemples
Serpent - Et sa longueur ?
Pas aussi utile !
Mais quand méme
Serpent - Applications 2D
Conclusion

Annexes

NonLin" Operateur




Difficulté

Ayant :

(X)——f/ ‘8ux

et son gradient : G(X) =

]_ 1 2 1 e 2 aUX
/0 |ux| d5+§/0 |f] ds—EE

%[|ux\2] — 2 f [ux]. Nous obtenons :

R(x) Gix)= [u*=2] - 2*(»)*[u] pour epsilon = 0.1
o 1
007 08
06
008
04
00s 0z
004 00
003 0z
04
002
06
o0l 08
YRS 0 05 04 05 06 07 08 08 10 e 0 0 0 05 06 07 08 09 10

Attention au comportement inhabituel de R(X) (de G(X)) :

@ R de forme non convexe en "

pointe”,

@ plus X est proche de la solution plus |G(X)]| est grand,

@ saut de G(X) a la solution.

Cela peut étre corrigé ...

(0).
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Solution (1/2)

Au lieu de réduire R(X), minimisons :

F(X) =

G(x)

(14 G*(x)*

dx avec a € [0, +oof (C.
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Solution (1/2)
Au lieu de réduire R(X), minimisons :
F(X) = /OX %dx avec a € [0, 4+oo[ (C. Fabre).

@ Méme solution?
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Solution (1/2)
Au lieu de réduire R(X), minimisons :

G(x)

FRO= )y G

dx avec a € [0, +-oof (C. Fabre).

o Méme solution? Etudions : F(X) = — 29

1+ G2(X))~
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Solution (1/2)
Au lieu de réduire R(X), minimisons :
_ TG en e s
F(X)7/0 (1+G2(x))ad avec a € [0, +oo[ (C. Fabre).

G(X)

@ Méme solution? Etudions : F'(X) = e

Nous avons : F'(X) =0 < G(X) = 0. La solution du
probléeme n'a pas changé !
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Solution (1/2)
Au lieu de réduire R(X), minimisons :

B8 G(x
F(X) :/0 ﬁdx avec a € [0,+oo[ (C. Fabre).

G(X)

@ Méme solution? Etudions : F'(X) = e

Nous avons : F'(X) =0 < G(X) = 0. La solution du
probléeme n'a pas changé !

o Convexité?
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Solution (1/2)
Au lieu de réduire R(X), minimisons :

B8 G(x
F(X) :/0 ﬁdx avec a € [0,+oo[ (C. Fabre).

G(X)

@ Méme solution? Etudions : F'(X) = e

Nous avons : F'(X) =0 < G(X) = 0. La solution du
probléeme n'a pas changé !

G (X)(1 - (2a — 1)G*(X))

e Convexité ? Etudions : F'(X) = (14 G2(X))ot1
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Solution (1/2)
Au lieu de réduire R(X), minimisons :
_ [ G(x) " o -
F(X)7/0 (1+G2(x))ad avec a € [0, +oo[ (C. Fabre).

G(X)

@ Méme solution? Etudions : F'(X) = e

Nous avons : F'(X) =0 < G(X) = 0. La solution du
probléeme n'a pas changé !

G (X)(1 - (2a — 1)G*(X))
(1 + G2(X))a+1

o Convexité ? Etudions : F'(X) =

Comme nous avons : G'(X) < 0. Avoir : G2(X) > 5215 nous
donne la convexité (cas 1D) !
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Solution (2/2)

Ainsi pour le nouveau gradient :

G = F'(X) = mér
a € [0, +o0[
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Ainsi pour le nouveau gradient :

G = F'(X) = mér
a € [0, +o0[
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Solution (2/2)

Ainsi pour le nouveau gradient : —

G(X)

G =F(X) = metar
a € [0, oo

En particulier pour o = 1, nous

R(X)

0.5
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oa7
ose
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004
0os
02
om

T 01 0z 03 04 05 05 07 08 08 10

G(¥)= [u™2] - 2°f(X)"[u] pour epsilon = 0.1

"0 01 0z 03 04 05 05 07 08 08 10
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Serpent - Premieres applications

Suite au cas analytique, nous utilisons : %
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Serpent - Premieres applications

G(X
(1+e2(X)~

cas du rond

cas du demi-rond
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Serpent - Premieres applications

(X)

G
(+62 (X))~

cas du rond

cas du demi-rond

NI
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Lissage non linéaire

minl/ |v—f|2d§2+£/ 1+ a |Vv|?2dQ.
v 2 Q 2 Q

on lemi-ron
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Lissage non linéaire

min1/|v—f|2d§2+£/\/1+a|Vv|2dQ.
v 2 Q 2 Q

Probleme équivalent a :
—ediv(p (|Vul?)Vu) + u = f dans Q
u=f sur 0Q

avec p(t) =+v1+at (aeR).
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Lissage non linéaire

min1/|v—f|2d§2+£/\/1+a|Vv|2dQ.
v 2 Q 2 Q

Probleme équivalent a :
—ediv(p (|Vul?)Vu) + u = f dans Q
u=f sur 0Q

avec p(t) =+v1+at (aeR).

o Décomposition de I'opérateur
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Applications "non linéaire”

IsoEps =0

o

IsoEps =02

§

IsoEps =1

o

ArisoEps =0n=3

o

AnisoEps =004 =3

<

Aniso Bps =02n=3

o

ArisoEps =1n=3

Vi

ArisoEps =0n=4

o

AnisoEps =004 =4
—

Aniso Bps =02n=4

S

ArisoBps =1n=4
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Applications "non linéaire”
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Applications "non linéaire”

Is0Eps =0 Iso Eps =004 IsoEps =02
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e

Bl

AnisoEps=02n=14
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Awiso Eps =1n=3
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Faut-il minimiser la longueur du Serpent ?

—

. v
mrln ,B/r ds — Glongueur = /6F

de courbure de I au point de travail.

=
avec v normale, R rayon
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Faut-il minimiser la longueur du Serpent ?

—
. v

mln/é’/ ds => Giongueur = ﬂﬁ avec 7 normale, R rayon
r r

de courbure de I' au point de travail.

Ce terme n'a pas le méme intérét que dans le cadre d'une
méthode de contour actif classique. Lorsque le bord Serpent
est dans une zéne uniforme, le gradient [¢|5[2 + [u — f|?] n'est
pas systématiquement nul.
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Faut-il minimiser la longueur du Serpent ?

—
. v N

mlnﬂ/ ds => Giongueur = ﬂﬁ avec v normale, R rayon
r r

de courbure de I' au point de travail.

Ce terme n'a pas le méme intérét que dans le cadre d'une
méthode de contour actif classique. Lorsque le bord Serpent
est dans une zéne uniforme, le gradient [¢|5[2 + [u — f|?] n'est
pas systématiquement nul.

F(200,200) min=0 ma fiter=2

La courbe evelue dsle senstrign | a Gragient, a))=0.0512692
230
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- -005
-008
ETEm @ @ @ 60w
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Faut-il minimiser la longueur du Serpent ?

—
. v N

mlnﬂ/ ds => Giongueur = ﬂﬁ avec v normale, R rayon
r r

de courbure de I' au point de travail.

Ce terme n'a pas le méme intérét que dans le cadre d'une
méthode de contour actif classique. Lorsque le bord Serpent
est dans une zéne uniforme, le gradient [¢|5[2 + [u — f|?] n'est
pas systématiquement nul.

F(200,200) min=0 ma fiter=2

La courbe evelue dsle senstrign | a Gragient, a))=0.0512692
230
003
004
- -005
-008
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Le controle de la courbure

Par contre, minrﬁfr ds est intéressant car il permet le
contrdle de la courbure du Serpent. Mais pour cela, il faut
éviter de |'utiliser trop brutalement avec ( trop grand.
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Le controle de la courbure

Par contre, minrﬂfr ds est intéressant car il permet le
contrdle de la courbure du Serpent. Mais pour cela, il faut
éviter de |'utiliser trop brutalement avec ( trop grand.

Si I'on souhaite contrdler la courbure, au lieu d'utiliser qu’une
fois : )
0°r
r=r+p38+« —
s 0s?
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Le controle de la courbure

Par contre, minrﬂfr ds est intéressant car il permet le
contrdle de la courbure du Serpent. Mais pour cela, il faut
éviter de |'utiliser trop brutalement avec ( trop grand.

Si I'on souhaite contrdler la courbure, au lieu d'utiliser qu’une
fois : )
0°r
r=r+p38+« —
s 0s?

Il est préférable d'exploiter le processus itératif suivant (avec
pas pas trop grand) :
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Le controle de la courbure

Par contre, minrﬂfr ds est intéressant car il permet le
contrdle de la courbure du Serpent. Mais pour cela, il faut
éviter de |'utiliser trop brutalement avec ( trop grand.

Si I'on souhaite contrdler la courbure, au lieu d'utiliser qu’une
fois : or
8
r=r+pg0*x—

Il est préférable d'exploiter le processus itératif suivant (avec
pas pas trop grand) :
2 a2r

I 1
|) > = faire =T + pas * —

Tant que max(|8 > R 552
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Le controle de la courbure

Par contre, minrﬂfr ds est intéressant car il permet le
contrdle de la courbure du Serpent. Mais pour cela, il faut
éviter de |'utiliser trop brutalement avec ( trop grand.

Si I'on souhaite contrdler la courbure, au lieu d'utiliser qu’une
fois : )
8 F
r=r+pg0*x—

Il est préférable d'exploiter le processus itératif suivant (avec
pas pas trop grand) :
2 a2r

faire [ =T + pas x —

r 1
Tant que max(|8 1) > R 552
m

s devant étre I'abcisse curviligne pour vérifier le principe de
causalité.
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