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Résumé

On s’intéresse à la recherche d’un ensemble de contours
dans une image 2D ou 3D. On considère le problème du
groupement perceptuel et de la complétion de contours,
lorsque la donnée est un ensemble non structuré de régions
dans une image. Nous présentons une nouvelle méthode
pour trouver des courbes complètes à partir d’un ensemble
de points sur ces contours. Les contours sont définis comme
des chemins minimaux reliant des composantes connexes
que l’on calcule à l’aide de l’algorithme du fast marching.
On détermine les chemins minimaux entre chacune de ces
composantes, jusqu’à ce que l’ensemble de ces régions soient
connectées. Les chemins sont obtenus à l’aide d’une des-
cente de gradient à partir des points selle de la carte d’ac-
tion minimale entre chaque couple de composantes.
Nous étendons ensuite notre méthode au 3D. La donnée est
dans ce cas un ensemble de composantes connexes dans
une image 3D, et on extrait les chemins minimaux qui re-
lient entre elles ces composantes. Et en utilisant comme
mesure de potentiel une fonction basée sur la réponse d’un
filtre adapté à la détection de structures tubulaires, nous
montrons une application de notre méthode à la recherche
de ce type de structures dans des images médicales 3D.

Mots Clef

Groupement perceptuel, contours actifs, chemins minimaux,
fast-marching, Ensembles de niveaux, minimisation d’ énergie,
imagerie m édicale 3D.

Abstract

We address the problem of finding a set of contour curves
in a 2D or 3D image. We consider the problem of percep-
tual grouping and contour completion, where the data is
an unstructured set of regions in the image. A new method
to find complete curves from a set of edge points is presen-
ted. Contours are found as minimal paths between connec-
ted components, using the fast marching algorithm. We find
the minimal paths between each of these components, un-
til the complete set of these “regions” is connected. The
paths are obtained using backpropagation from the saddle
points to both components. We then extend this technique
to 3D. The data is a set of connected components in a 3D

image. We find 3D minimal paths that link together these
components. Using a potential based on vessel detection,
we illustrate the capability of our approach to reconstruct
tree structures in a 3D medical image dataset.

1 Introduction
On s’int éresse au groupement perceptuel, et à trouver un
ensemble de contours dans une image, à l’aide de courbes
d’ énergie minimale. Depuis leur introduction, les contours
actifs [8] ont ét é utilis és dans de nombreux travaux pour
trouver les contours d’un objet dans une image, par l’in-
term édiaire d’une minimisation d’ énergie. Afin d’obtenir
un ensemble de contours dans une image, on a besoin d’ini-
tialiser un grand nombre de contours. La formulation du
problème à l’aide des contours acitfs par Ensemble de Ni-
veau [11], [2], permet des changements de topologie: elle
permet ainsi d’obtenir une multitude de contours à partir
d’un seul. Mais ces m éthodes ne donnent pas de r ésultats
satisfaisants, car lorsque la donn ée est incomplète, les contours
peuvent se propager et fuire là où la donn ée est manquante,
se s éparant en une multitude de contours ind ésirables, lors-
qu’on cherche à obtenir un unique contour. Ce problème
relève du groupement perceptuel, où l’initialisation est un
ensemble de contours à compl éter. Par exemple, dans une
image comme celle de la figure 1, où est repr ésent ée une
forme incomplète, le système de vision humain complète
facilement les donn ées manquantes et extrait la courbe complète.
Le groupement perceptuel est un problème qui à d éja fait
l’objet de nombreux travaux par le pass é. Il a ét é reformul é
r écemment à l’aide de m éthodes de minimisation d’ énergie
dans [13, 7, 14]. Ces m éthodes associent une mesure de
repr ésentativit é à chaque composante d’une courbe, ou à
chaque point de l’image. La d éfinition d’une mesure de
repr ésentativit é est alors bas ée indirectement sur une énergie
de r égularisation du second ordre du chemin contenant un
de ces points, comme pour les snakes ([8]). Dans ce cas, les
courbes r ésultantes sont obtenues dans un deuxième temps
comme des lignes de crètes de la mesure de repr ésentativit é,
après seuillage. C’est cette relation étroite entre les courbes
d’ énergie minimale, comme les snakes, et la compl étion de
contours qui nous amène ici à vouloir d étecter un ensemble
de contours pour faire la compl étion sur une image, en les
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d éfinissant comme un ensemble de courbes d’ énergies mi-
nimales.

FIGURE 1 – Exemple de régions connexes à relier

Pour trouver les minima globaux pour les contours actifs,
les auteurs de [3] ont utilis é des chemins minimaux, intro-
duits auparavant dans [10, 9]. L’obj éctif était d’ éviter de
trouver des minima locaux, et de simplifier l’ étape d’initia-
lisation classique et fastidieuse des snakes [1], en la remplaçant
par la localisation des deux extremit és du contour recherch é.
Le sch éma num érique a l’avantage d’être consistant (voir
[3]) et efficace, à l’aide de l’algorithme du Fast-Marching
introduit dans [12]. Dans cet article, nous proposons d’uti-
liser cette approche de chemins minimaux dans le but d’ex-
traire un ensemble de contours à partir d’un ensemble de
points dans une image, Afin de trouver l’ensemble des contours
les plus repr ésentatifs dans l’image, nous cherchons les
chemins minimaux entre couples de composantes connexes.
Cette approche est ensuite étendue à la compl étion de struc-
tures tubulaires dans des images 2D et 3D. Le problème est
dans ce cas de compl éter un objet, à partir de composantes
connexes pr é-d ét éct ées de cet objet .
Pour le groupement perceptuel, le potentiel

�
à minimi-

ser le long des chemins est souvent une image de points de
bords, formant des contours incomplets, comme sur la fi-
gure 1. Ces points de bords sont repr ésent és par une image
binaire, avec des faibles valeurs de potentiels le long des
bords, et des fortes valeurs dans le fond de l’image. Le po-
tentiel peut aussi être d éfini comme une fonction du gra-
dient de l’image elle-même,

���������
	��
���
, comme pour

les contours actifs classiques. Il peut aussi être une image
de niveaux de gris comme dans [3], ou une fonction plus
complexe des niveaux de gris. Dans nos exemples de struc-
tures vasculaires en 2D et en 3D, on se servira d’un poten-
tiel bas é sur une mesure du Hessien de l’image [6].
Le plan de l’article est le suivant: Nous faisons tout d’abord
un r ésum é des chemins minimaux et du Fast-Marching en
2D et 3D, dans la section 2. Puis nous montrons en sec-
tion 3 comment trouver un ensemble de courbes à par-
tir d’un ensemble non structur é de points. En regrouppant
les points en composantes connexes, nous proposons une
m éthode pour trouver les couples de composantes connexes
reli ées entre elles par des chemins minimaux. Nous étendons
ensuite cette m étode au 3D, et nous montrons notamment
des exemples sur des images m édicales.

2 Chemins minimaux 2D et 3D
2.1 Minimum Global pour les contours ac-

tifs
Dans cette section sont d étaill ées les id ées de base de la
m éthode introduite dans [3] pour trouver le minimum glo-
bal de l’ énergie d’un contour actif à l’aide des chemins
minimaux. L’ énergie à minimiser est similaire à celle des
modèles d éformables classiques ([8]), et elle combine des
termes de lissage et des termes d’attraction dans des zones
de l’image (Potentiel

�
):�����������������������! ���"#���%$'&(� $ �
�!  ���")�
�
$*&+�,���-��")�.�#/�01" (1)

où
�-��")�

repr ésente une courbe dans une image 2D et 2 est
son domaine de d éfinition. Les auteurs de [3] ont reli é ce
problème avec la formulation de type Contour actifs par
Ensemble de niveau [12]. En particulier, sa formulation
d’Euler est équivalente à celle des contours actifs g éod ésiques[2].
La m éthode introduite dans [3] am éliore le processus de
minimisation de l’ énergie car le problème est devenu une
recherche d’un minimum global.

2.2 Formulation du problème
Comme dans [3], nous sommes amen és à minimiser�3�����4� �1�65+7 8�9 :1;�< �=&>�,���-��")�.�@?)01"BA

(2)

où
"

est l’abscisse curviligne (
���  ��")�
�C�ED

). La r égularisation
de ce modèle est maintenant faite par la constante

�GFIH
(voir [3] pour les d étails). Etant donn é un potentiel

�IJKH
,

l’ énergie est comme une distance pond ér ée parL�M�N�-&O�
.

L’action minimale P est d éfinie comme l’ énergie minimale
int égr ée le long d’un chemin entre un point de d épart Q8 et
n’importe quel point Q par:

P � Q �R�TSVU�WXZY\[@] Y �������4�TSVU�WXZY\[
] Y_^ � � L�,���-��"#�\�.01"6` (3)

où acb [ 9 b est l’ensemble des chemins admissibles entre Q 8
et Q . Le chemin minimal entre Q 8 n’importe quel point Q �
de l’image peut être facilement d éduit du calcul de l’action,
par une simple d éscente de gradient sur P depuis Q � jusqu’àQ 8 .
2.3 Résolution du Fast Marching
Afin de calculer P , une équation de propagation de front
li ée à l’ équation (3) est r ésolue:d �d
e � D L�gfh i3j (4)

Cette équation fait évoluer un front, en partant d’un cercle
infinit ésimal autour de Q 8 jusqu’à ce que chaque point de
l’image soit visit é et se voit donner une valeur pour P . La
valeur de P � Q � est le temps

e
auquel le front passe par Q .



FIGURE 2 – Trouver le chemin minimal entre deux
points. Partie gauche: le potentiel est minimal sur l’el-
lipse. Milieu: l’action minimale ou distance pondérée au
point de départ. Partie droite: chemin minimal par rétro-
propagation, à partir du second point.

La technique du Fast Marching, introduite dans [12], fut
utilis ée dans [3], en se basant sur le fait que P satisfait
l’ équation Eikonal :�%	 P �C� L� et P � Q 8 � � H j (5)

Les sch émas de diff érences finies classiques ont tendance à
diverger et sont instables. Un sch éma d écentr é amont, pro-
pos é dans [12], permet de stabiliser le sch éma num érique
en ne d érivant que dans une seule direction:� ����� <�� f P	��
 � 9 � A � f P
��� � 9 � A�H�? � $ &� ����� <�� f P � 9 � 
 � A � f P � 9 � � � A�H�? � $ � L� $� 9 � A (6)

et donnant la solution de viscosit é correcte
�

pour P�� 9 � .
L’am élioration apport ée par le Fast Marching est d’intro-
duire un ordre de s élection des points de la grille. Cet ordre
est bas é sur le fait que l’information se propage vers l’ext érieur
dans une seule direction, car l’action peut seulement aug-
menter du fait de l’ équation quadratique (6).
Cette technique de ne consid érer à chaque pas que l’en-
semble n écessaire de points de la grille fut originellement
introduit pour la construction de chemins de longueur mi-
nimale dans un graphe entre deux noeuds du graphe [5].
L’algorithme est d étaill é dans la Table 1. Un exemple est
montr é sur la Figure 2.2. Le Fast Marching s électionne à
chaque it ération le point Trial avec la valeur d’action mini-
mum. Pour calculer cette valeur, on doit r ésoudre l’ équation (7)
pour chaque point Trial, comme pr écis é en section 2.4.

2.4 Algorithme du schéma 2D décentré amont
Remarquez que pour r ésoudre l’ équation (6), seuls les points
Alive sont consid ér és. Consid érant les voisins du point

��� A��1�
en 4-connexit é, on note

<��\� A � $ ? et
<���� A � $ ? les deux

couples de voisins oppos és tels que nous puissions les or-
donner comme P � � �
��� P � � $ � , P � � ����� P � � $ � , etP � � ����� P � � �
� . Consid érant que nous avons

� J P � � �
�_JP � � ��� , on en d érive l’ équation� � f P � � �
�\� $ &N� � f P � � ���.� $ � L� $� 9 � (7)

Bas é sur le test du discriminant � de l’ équation (7), un ou
deux voisins servent à la r ésoudre:

1. Si ����! "$#&%('�)$*,+.-/%('�0$*1+,2
le solution de l’ équation (7) est3/46587:9<;>=@?A5�7CBD;1=@?FE G<HI<JK ] LNM 7 587:9<;>= M 587OBP;>=@= JG Q

Algorithme du Fast Marching en 2D

– D éfinitions:

– points Alive: points o ù la valeur de l’action
%

est
minimale et ne changera pas;

– points Trial : prochains points de la grille à être exa-
min és (voisins en 4-connexit é). un estim é R de

%
a

ét é calcul é en ces points à l’aide de l’ équation (6)
seulement à partir de points Alive;

– points Far: tous les autres points de la grille, et qui
n’ont pas d’estimation de R ;

– Initialisation:

– points Alive: le point de d épart S T 2 R ' SUT + 4%(' S T + 4WV ;
– points Trial : r éduit aux 4 voisins S de S T avec

comme valeur intiale R ' S + 4 ��X' S + (
%(' S + 4ZY );

– points Far: tous les autres points,
% 4 R 4ZY ;

– Boucle:

– Soit S 4 '![:\ �^] 2�_`\ �:] +
le point Trial avec l’actionR la plus faible;

– on l’enl ève des points Trial pour le mettre avec les
points Alive;

– Pour chaque voisin
'![>2�_a+

de
'![ \ �^].2�_ \ �^]A+

:

– Si
'![b2�_a+

est Far, on l’ajoute à l’ensemble Trial ;

– Si
'![b2�_a+

est Trial, on met à jour R �! " avec
l’ équation (6).

TABLEAU 1 – Algorithme du Fast Marching

2. sinon 3/4 %('�0 * +<c �� �� " .
2.5 Chemins minimaux en 3D
Une extention 3D du Fast Marching a ét é present ée dans
[4]. De manière similaire, l’action minimale P est d éfinie
par P � Q �4� S U WX Y [ ] Y_^ � � L�,���-��")�.�\01" ` (8)

où a!b [ 9 b est maintenant l’ensemble des chemins 3D admis-
sibles entre Q 8 et Q . Etant donn é un point de d épart Q8 , pour
calculer P on commence à partir d’un front circulaire infi-
nit ésimal autour de Q 8 . Le sch éma num érique 2D de l’equa-
tion (6) est étendu au 3D, pour donner:� ���a� <d� f P ��
 � 9 � 9 e A � f P ��� � 9 � 9 e A�H�?)� $ &� �f��� <d� f P � 9 � 
 � 9 e A � f P � 9 � � � 9 e A�H�?)� $ &

(9)� ���a� <d� f P
� 9 � 9 e 
 � A � f P
� 9 � 9 e � � A�H�?)� $ � L� $� 9 � 9 e
donnant la solution de viscosit é correcte

�
pour P � 9 � 9 e .

3 Extraire des Contours à partir d’un
ensemble de Composantes Connexesg�h

3.1 Chemin Minimal entre deux Régions
La m éthode de [3], d étaill ée dans la section pr éc édente,
permet de trouver un chemin minimal entre deux points.



C’est une extension facile de d éfinir un chemin minimal
entre deux r égions d’une image. Prenons deux r égions connexes
d’une image, �

8
et � � , et consid érons �

8
comme la r égion

de d épart et � � comme un ensemble de points d’arriv ée.
Le problème est donc de trouver un chemin qui minimise
une énergie sur l’ensemble des chemins qui ont un point
de d épart dans �

8
et un point d’arriv ée dans � � . L’action

minimale est maintenant d éfinie parP � Q �4� S U WX��B[ ] Y �������4� S U�Wb [���� [ S U WX Y [ ] Y ������� (10)

où a � [ 9 b est l’ensemble des chemins commençant avec un
point de �

8
et se terminant en Q . L’action minimale peut

être calcul ée de la même manière qu’avant dans la table 1,
avec l’ensemble Alive initialis é par l’ensemble des points
de �

8
, avec P � H

et l’ensemble Trial étant l’ensemble
des voisins en 4-connexit é des points de �

8
qui ne sont pas

dans �
8
. La r étro-propagation par descente de gradient surP à partir de n’importe quel point Q de l’image donnera le

chemin minimal qui joint ce point à la r égion �
8
.

De manière à trouver le chemin minimal entre les r égions
� � et �

8
, on d étermine un point Q ��� � � tel que P � Q � �_�� SVU b ��� ; P � Q � . Ensuite, on r étro-propage de Q � vers �

8
pour trouver le chemin minimal entre Q � et �

8
, qui est aussi

chemin minimal entre � � et �
8
.

3.2 Chemins minimaux entre un ensemble de
composantes connexes

Nous sommes maintenant int éress és par trouver une mul-
titude de contours dans une image. Supposons que nous
ayons un ensemble initial de contours, provenants d’une
étape pr éliminaire de d étection. On note �

e
les diff érentes

composantes connexes de ces contours.
On se propose de trouver les contours comme l’ensemble
des chemins minimaux qui relient des paires de r égions
parmis les �

e
. Si nous savons quelles paires de r égions

doivent être reli ées entre elles, trouver l’ensemble des contours
serait une application triviale de la section pr éc édente. Le
problème qui nous int éresse ici est aussi de trouver quelles
paires de r égions doivent être connect ées entre elles. Comme
l’ensemble des contours �

e
est donn é de manière non struc-

tur ée, on ne sait pas par avance comment les r égions sont
connect ées. C’est le probleme principal que l’on s’effor-
cera de r ésoudre à l’aide des chemins minimaux.

3.3 Méthode
Notre approche est similaire à calculer la carte de distance
à un ensemble de r égions, et leur diagramme de Voronoi.
Dans notre cas, nous utilisons une distance pond ér ée, d éfinie
à travers un potentiel

�
. Cette distance est obtenue comme

la carte d’action minimale, vis-à-vis de
�

, avec des va-
leurs d’action nulles à tous les points des r égions �

e
. Au

lieu de calculer une carte d’action minimale pour chaque
paire de r égions, comme dans la section 3.1, on a juste
besoin de calculer une carte d’action minimale pour trou-
ver tous les chemins. En même temps que la carte d’ac-
tion est calcul ée, on d étermine les paires de r égions qui

doivent être reli ées entre elles. Cette m éthode est bas ée sur
la d étection des points de rencontre des fronts de propa-
gation. Il s’agit des points selles de l’action minimale P .
Dans la section 2, on montrait que le calcul de l’action
minimale peut être vu comme la propagation d’un front
à l’aide de l’ équation (4). Comme l’action minimale est
calcul ée avec le Fast-Marching, les ensembles de niveaux
de P donnent l’ évolution du front. Pendant l’ex écution du
Fast-Marching, la frontière de l’ensemble des points Alive
donne la positoin du front. Dans la section pr éc édente, nous
avions un seul front évoluant à partir de la r égion de d épart
�
8
. Comme tous les points Q des r égions �

e
sont donn és

avec P � Q ��� H
, on a maintenant un front évoluant à partir

de chaque r égion de d épart �
e
. Par la suite, on d ésignera

par rencontre de fronts aussi bien la position du point où
les fronts de deux r égions diff érentes se rencontrent, que le
premier point Alive dans l’algorithme discret qui connecte
deux composantes connexes (voir Figures 3 et 4).
On utilise le fait que étant donn ées deux r égions �� et � $ ,
le point selle 	 où les deux fronts partant de chaque r égion
se rencontre peut être utilis é pour trouver les chemin mini-
mal entre � � et � $ . En fait, le chemin minimal entre deux
r égions doit passer par le point de rencontre 	 . Ce point est
le milieu (en terme d’ énergie) du chemin minimal entre � �
et � $ . La r étro-propagation de 	 vers � � et de 	 vers � $
donne les deux moiti é du chemin.

3.4 Notations et definitions

Voici quelques d éfinitions utiles pour la suite.

étant un ensemble de points de l’image, P�� est l’action

minimale obtenue par Fast-Marching avec le potentiel L�
et les points de d épart

< Q A Q � 
(?
. Cela signifie que tous

les points de



sont initialis és Alive avec une valeur d’ac-
tion nulle. Tous leurs voisins en 4-connexit é qui ne sont
pas dans



sont des points Trial. On peut ainsi voir queP � � � S U b � � P b . 
 peut être aussi bien une composante

connexe qu’un ensemble de composantes connexes.
Le label 
 d’un point Q est égal à l’index

h
de la r égion

�
e

pour Q plus proche en énergie de �
e

que de n’importe
quelle autre r égion � � . Cela signifie que l’action minimaleP ��� � Q �W� P � L � Q �%A��.���� h j

On d éfinit la r égion �
e �< Q���
 � Q � � h ?

. Si

���� � � � , on a P�� � P ��� sur �

e
et le

calcul de P�� est le même que le calcul simultan é de chaqueP ��� sur chaque r égion �
e
. Il s’agit des fronts simultan és

partant de chaque �
e
.

Un point selle 	 � � � A � � � entre � � et � � est le premier
point où le front partant de �X� pour calculer P � K rencontre
le front partant de � � pour calculer P � L ; en ce point, P � K
et P � L sont égales et il s’agit de la plus petite valeur pour
laquelle elles sont égales..
Deux r égions diff érentes parmis les �

e
seront dites r égions

connect ées, si elles sont s électionn ées pour être reli ées entre
elles. Connecter des r égions, c’est s électionner un ensemble
de points selles. Alors les r égions � � et � � sont des r égions
connect ées si leur point-selle est parmis les points s électionn és.
Un cycle est une s équence de diff érentes r égions �

e A�D �



FIGURE 3 – Carte d’Action Minimale pour les 4 régions de
l’exemple de la figure 1. On utilise une table de couleurs
aléatoires pour montrer les ensembles de niveaux.

FIGURE 4 – Zoom sur les points selles entre les regions.

h ���
, telles que pour

D � h ��� f D , � e et �
e � � sont

des r égions connect ées et � � et � � sont aussi des r égions
connect ées.

3.5 Trouver et sélectionner les Points Selles
Le but principal de notre m éthode est d’obtenir tous les
chemins significatifs qui relient les r égions. Chaque r égion
ne doit pas être connect ée à toutes les autres r égions, mais
uniquement à celles qui sont proches, au sens de l’ énergie.
Il y a plein de possibilit és pour d écider quelles r égions
doivent se connecter, qui d épendent du type de donn ées,
et d’application. Dans certains cas, le but pourrait être de

FIGURE 5 – Exemple avec 4 régions. A gauche, on voit les
chemins minimaux obtenus par rétro-propagation à partir
des trois points selles de chacune des régions d’où le front
vient; A droite, le diagramme de Voronoi généré.

d étecter les courbes ferm ées et de ne pas cr éer d’embran-
chements. Le critère serait alors de contraindre une r égion
à se relier avec au plus deux r égions, dans le but de cr éer
des cycles. Dans notre contexte, nous sommes int éress és
par d étecter des structures arborescentes, et nous voulons
éviter les cycles. Par cons équent, le critère pour que deux

r égions � � et � � se connectent est que leurs fronts en se
rencontrant ne cr éent pas de cycle.

On peut voir sur la figure 4 un zoom sur le point selle
d étect é entre les r égions �� et � $ , ainsi qu’entre ��� et ��� .
Une fois qu’un point selle 	 � � � A � � � est trouv é et s électionn é,
la r étro-propagation relativement à l’ énergie P doit être
faite dans les directions de � � et de � � pour extraire les
deux parties du chemin entre elles. On voit sur la Figure 5
la r étro-propagation de chacun des trois points selles s électionn és
automatiquement. Ils relient � � à � $ , � $ à � � et � � à � � .
Sur un point selle, le gradient de � est nul, mais les di-
rections de descente vers chaque r égion sont oppos és. Pour
chaque r étro-propagation la direction de descente est celle
relative à la r égion associ ée. Cela signifie que pour esti-
mer la direction du gradient pour � � , on met l’action de
tous les points du voisinage qui ne sont pas dans � � ar-
tificiellement à z éro. Cela permet de trouver la bonne di-
rection pour la descente de gradient vers � � . D’autre part,
ces r étro-propagations doivent être faites uniquement pour
les points selles s électionn és. Dans l’algorithme du Fast-
Marching, il existe une façon simple de trouver les points
selles et de mettre à jour les r égions connect ées.

Par d éfinition, la r égion �
e

associ ée avec une r égion �
e

est l’ensemble des points Q de l’image tels que l’ énergie
minimale P ��� � Q � vers �

e
est plus faible que toutes les

énergies P � L � Q � vers les autres r égions � � . L’ensemble de
ces r égions �

e
recouvre totalement image, et forme le dia-

gramme de Voronoi de cette image (voir figure 5). Tous les
points selles sont à la frontière entre les r égions �

e
. Pour

un point Q de la frontière entre � � et �
e
, on a P ��� � Q ���P � L � Q � . Le point selle 	 � � e A � � � est le point de la frontière

de valeur minimale pour P ��� � Q �=� P � L � Q � . Cela nous
donne un critère pour trouver les points selles pendant l’exe-
cution du Fast-Marching.

Chaque fois que deux fronts venant de �
e

et � � se ren-
contre pour la permière fois, on d étermine le point de ren-
contre 	 � � e A � � � . Cela signifie que ce dont nous avons be-
soin pour chaque point de l’image, c’est de savoir d’où il
vient. Il est facile de garder en m émoire cette origine en
cr éant une carte d’indices, mise à jour chaque fois qu’un
point Alive est cr é é dans l’algorithme. Chaque point de la
r égion �

e
commence avec le label

h
. Chaque fois qu’un

point devient Alive, il prend le label des points qui ont par-
ticip é au calcul de son action dans l’ équation (6). Dans
cette équation , le calcul de � � 9 � d épend seulement de au
maximum deux des quatre pixels consid ér és. Ces deux pixels,
dits

� �
et
� �

, doivent avoir le même label, sauf si
��� A � �

se
trouve sur la frontière enter les deux labels. Si

� �
et
� �

sont tous deux Alive et avec des labels diff érents
h

et 
 ,
cela signifie que les r égions �

e
et �
	 se rencontre en ce



Chemin Minimaux entre les Régions �
e

– Initialisation:

– Étant donn és les ���
– ��� 2 ��S���� � 2
	 ' S + 4WV���
 ' S + 4 � � S est alive.
– ��S����� � � � 2�	 ' S + 4 Y��

 ' S + 4 -�� � S est far

except é les voisins en 4-connexit é de � � qui sont
Trial avec R éstim é à l’aide de l’ équation 6.

– Boucle pour le calcul de
	 4 %�� ��� �

:

– Soit S 4 '![:\ �:] 2�_`\ �:] +
le point Trial avec l’actionR la plus faible;

– On l’enl ève des points Trial pour le mettre dans les
points Alive avec V(p) = U(p);

– on met a jour 
 ' S + avec le m ême index que le point0 *
dans l’ équation (6). Si � '�0 *1+��4 � '�) *1+ et que

nous sommes sans le cas 1 de la section 2.4 o ù deux
points sont utilis és et s’il s’agit de la premi ère fois
que les r égions des labels 
 '�0 * + et 
 '�) * + se ren-
contrent, � ' ��� 7CBD;,= 2 ��� 7:9<;,= + 4 S est d éfini comme
le point selle entre ��� 7OBP;1= et ��� 7C9D;>= . Si ajouter
un lien entre ces r égions ne cr é é pas de cycle,
elles sont consid ér ées comme r égions connect ées et
� ' ��� 7CBD;1= 2 ��� 7:9<;1= + 4 S est s électionn é,
Pour chaque voisin

'![b2�_a+
de

'![ \ �^]<2�_ \ �^] +
:

– Si
'![b2�_a+

est Far, on l’ajoute aux points Trial ;
– Si

'![b2�_a+
est Trial, on met à jour l’action R �! " .

– On extrait tous les chemins entre les r égions connect ées
s électionn ées par r étro-propagation de chaque cot é de
leurs point selles (see Section 3.5).

TABLEAU 2 – Algorithme de la Section 3

point. Si cela arrive pour la première fois, le point courant
est d éfini comme étant le point selle 	 � � e A �
	 � entre ces
deux r égions. Un point de la frontière entre �

e
et ��	 prend

le label du voisin avec l’action la plus faible. A la frontière
entre deux labels, l’ étiquetage est donc vox élique, et l’er-
reur reste donc faible et peu importante dans notre contexte

3.6 Algorithme

L’algorithme de cette section est d écrit dans la table 2 et est
illustr é par les figures 3 à 5. Quand il y a un grand nombre
de r égions �

e
, cela ne modifie pas beaucoup les temps de

calculs de la carte d’action minimale, mais cela rend plus
complexe la manipulation des r égions connect ées et des
points selles, ainsi que la d étection des cycles.
Notre m éthode pour d étecter les cycles est la suivante:́Etant
donn é un point selle trouv é pour les r égions �� et � � . On
teste s’il existe d éjà un lien entre ces r égions; cela revient
à chercher une suite de r égions distinctes �

e A�D � h � �
,

avec � ��� � � et ��� � � � , telles que pour
D(� h � � f D ,�

e
et �

e � � soient des r égions connect ées.
Ce genre de condition peut être facilement impl ément é à
l’aide d’un algorithme r écursif. Quand les fronts de deux
r égions � � et � � se rencontrent, un tableau repertorie les
connexions entre r égions et permet de savoir si un lien
direct ou indirect existe d éjà entre elles. Etant donn é  
r égions diff érentes, on remplit une matrice ! �  A  � de

z éros, et chaque fois que deux r égions � � et � � se ren-
contrent sans cr éer de cycle, on met ! ��� A��1��� ! ����A,� � �D

. Lorsque deux fronts se rencontrent, on applique l’algo-
rithme d étaill é dans la table 3.

Algorithm de détection de cycle Quand une r égion
� � rencontre une r égion � � : Test

��� A ��A ! A1� �#"%$'&'(*)
Test

��� A��BA ! A 
 ��"
– si + ' 
 2�_a+ 4 �

, on renvoit 1;
– sinon

– count = 0;
– for �,�.- ��2�/,0 avec � �4 [b2 � �4 _�2 � �41
 : countc 4 Test

' � 2!_�2 + 2 
 + �
– on renvoit count;

TABLEAU 3 – Détection de cycle

Si deux r égions sont d éjà connect ées, le point où leurs fronts
se rencontrent n’est pas consid ér é comme un candidat va-
lable pour la r étro-propagation. L’algorithme s’arrête au-
tomatiquement quand toutes les r égions sont connect ées,
sans cycles.

3.7 Application

La m éthode peut être appliqu ée à des composantes connexes
pour un ensemble de points de bords, ou des points issus
d’une d étection pr éliminaire. Trouver tous les chemins à
partir d’un ensemble de points est int éressant dans le cas
d’un potentiel binaire, cas d écrit sur la figure 3, pour le
groupement perceptuel. Elle peut aussi être utilis ée quand
un ensemble caract éristique de points a ét é extrait à l’aide
d’un traitement pr éliminaire particulier. Par exemple, sur
la figure 6, on peut voir une image 2D au niveau de la
hanche sur laquelle on s’interesse aux veines. Le potentiel
est d éfini en se servant de id ées d évelopp ées dans [6] sur
les filtres à base de Hessien (d étaill ées dans la section 4.2).

4 Trouver un ensemble de chemins
dans une image 3D

4.1 Extension au 3D

On peut étendre notre approche à la recherche d’ensemble
de chemins minimaux 3D entre r égions dans des images
tridimensionnelles. Toutes les d éfinitions et les algorithmes
de la section 3 ne sont pas modifi és par ce changement de
dimension du problème. La principale diff érence est que
les algorithmes comme le Fast-Marching utilisent de la 6-
connexit é, et que les images d’action minimale ainsi que
les chemins sont maintenant tridimensionnels. Nous avons
brievement pr ésent é l’extension 3D du Fast-Marching en
section 2.5; plus de d étails sur les chemins minimaux dans
les images 3D sont disponibles dans [4].



FIGURE 6 – Image Medicale. Première ligne: image ori-
ginale et potentiel pré-calculé; Deuxième ligne: à partir
d’un ensemble de régions obtenues en seuillant le poten-
tiel, notre métode permet de relier ces régions entre elles
par des chemins minimaux vis-à-vis de ce potentiel.

4.2 Application à un cas réel: un scanner MR
de l’aorte

Le problème est dans ce cas de compl éter un objet par-
tiellement pr é-d étect é. Sur la figure 7, on peut observer
une image de r ésonnance magn étique 3D de l’aorte qui
pr ésente une pathologie particulière: un an évrisme abdo-
minal aortique. L’aorte est visible dans l’image gràce à l’in-
jection d’un produit de contraste avant l’acquisition.
Nous proposons d’extraire à l’aide de notre m éthode un
ensemble de chemins qui donnera une repr ésentation sous
forme de squelettes de la structure arborescente de l’aorte.
Notre m éthode est bas ée sur une pr é-d étection d’un en-
semble de r égions connexes qui appartiennent à l’objet concern é.
La m éthode utilis ée pour extraire une information valable
dans le but de construire des chemins est de calculer un
filtre multi- échelle de rehaussement des veines, à partir des
travaux de [6] sur ces filtres. Si on extrait les trois valeurs
propres de la matrice hessienne calcul ée à l’ échelle � , et
qu’on les ordonne

� � � � � � � $ � � � �
�
�
, on d éfinit une fonc-

tion de r éhaussement des structures tubulaires de l’image
par

� ��")�4��� H6A
si
� $ J H ou

�
� JKH�.D f�� �	� 
 ��
 J$
� J � � �	� 
 ��� J$�� J � D f�� �	� 
�� J$�� J � sinon

avec ��� ��� � J �� ����� , ��� � � � ; � � � J ���!� , et 	 � E � � $ & � $ $ & � � $ .
Une explication d étaill ée de la m éthode et de son param étrage
peut être trouv ée dans [6].

La r éponse du filtre bas é sur le Hessien est montr ée à trois
échelles diff érentes � � DBA
" A
D�H

sur la figure 8. La visuali-
sation du volume est faite à l’aide d’une image de projec-
tion MIP (Maximum Intensity Projection) ou l’on projette
un volume 3D sur un plan 2D en gardant l’intensit é maxi-
male le long de la direction de projection. En utilisant cette
information calcul ée à plusieurs échelles, le potentiel est
d éfini comme le maximum de la r éponse du filtre sur toutes
les échelles (Fig. 9-gauche). On peut facilement faire un
seuillage qui va nous donner un ensemble non structur é de
voxels qui appartiennent à l’aorte, comme sur la figure 9-
milieu.
A partir de cet ensemble de r égions, on applique l’algo-
rithme d étaill é dans la section 3, utilisant une version 3D
du Fast-Marching pr ésent ée succintement en section 2.5 et
plus d étaill ée dans [4]. On trouve ainsi l’ensemble des che-
mins qui relient entre elles les r égions de d épart dans notre
image, et qui est repr ésent é sur la figure 9-droite.

5 Conclusion
Nous avons pr ésent é une nouvelle m éthode qui permet d’ex-
traire un ensemble de contours dans une image. Cette m éthode
a ét é appliqu ée à un problème de groupement perceptuel
pour compl éter des informations manquantes dans des images
de bords. Cette technique est bas ée sur la recherche de che-
mins minimaux entre deux points [3]. Notre approche ne
n écessite pas les points de d épart et d’arriv ée pour l’initia-
lisation. Etant donn é un ensemble non structur é de r égions,
nous trouvons parmi elles, celles qui doivent être reli ées
par des chemins minimaux. Une fois que les points selles
entre les couples de r égions sont d étermin és, les chemins
sont calcul és à partir de chacun de ces points selles en di-
rection de chacune des deux r égions associ ées. La somme
de ces deux chemins nous donne les chemins minimaux
pour chaque couple de r égions associ ées. L’ensemble de
ces chemins nous permet de compl éter et fermer l’ensemble
initial des contours. Nous avons notamment utilis é cette
m éthode dans le but de reconstruire des structures vascu-
laires et nous avons montr é des exemples sur des images
m édicales de vascularit és en 2D et 3D.
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FIGURE 7 – Trois coupes orthogonales de l’image 3D de l’aorte en resonnance magnétique

FIGURE 8 – Détection de tube à trois échelles différentes ( � � D�A
" A
D#H
) (visualisation des images 3D à l’aide de MIP)

FIGURE 9 – Groupement perceptuel dans l’aorte de la figure 7: de gauche à droite, le potentiel 3D en MIP; la pré-détection
de l’aorte; l’aorte recontruite.


